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In dieser Schrift habe ich vereucht, die geometrischen Eigenschaften 
der Krystalle in zusammenhängender Weise darzulegen und auf dieser 
Grundlage fussend allgemein gültige Methoden zur Construction und 
Berechnung der Krj'stalle zu entwickeln. 

Der bedeutendste Fortschritt, den die geometrische Krystallographie 
seit ihrer Begründung durch Hauy und Weiss gemacht bat, besteht in 
der Erkeuntniss , dass aus der fundamentalen Eigenschaft der Krystall- 
polyeder, welche durch die gleichbedeutenden Gesetze der Zonen , der 
rationalen Indices und der rationalen üoppelverhältnisse ausgesprochen 
wird, alle übrigen Eigenschaften derselben, insbesondere ihre mög- 
lichen Symraetrieverhältnisse auf rein geometrischem Wege abgeleitet 
werden können. Obwohl die Methoden zur Berechnung, Construction 
oud Beschreibung der Krystallgestalten sich nothwendig auf diese 
Einsicht stützen müssen, ist die gegenseitige Abhängigkeit zwischen 
den Eigenschaften der Krystallpolyeder einer eingehenden Erörterung 
noch nicht unterworfen worden. Die vorhandenen Forschungen von 
Gauss ^ Mübius j Bravais, Sohncke , Gadolin, Smith u. A. finden sich 
in einzelnen Abhandlungen zerstreut. Ihre Ergebnisse, denen der 
Weg in die Lehrbücher der Krystallographie und Mineralogie noch 
nicht eröffnet worden ist, entbehren einer einheitlichen und annähernd 
erschöpfenden Darlegung. Nur das treffliche Werk von V, von Lang 
giebt wenigstens über einen Abschnitt dieses Gebietes : den Zusammen- 
hang des Gesetzes der rationalen Indices mit den möglichen Richtungen 



VIII Vorwort. 

von Symmetrieebenen in Krystallpolyedern vollständig Auskunft. Des- 
halb möchte es nicht überflüssig erscheinen, wenn in der vorliegenden 
Schrift eine zusammenfassende Darstellung der geometrischen Krystallo- 
graphie versucht wird. 

Einige der Untersuchungen, welche die vorliegende Arbeit er- 
forderte, habe ich bereits in der »Zeitschrift für Krystallographie und 
JMineralogie , herausgegeben von P, Groth^ Leipzig, Verlag von Wilh, 
Engelmann. Band I— IV, 1877 — 1880«, niedergelegt. Sie erscheinen 
hier in neuer Bearbeitung und weiterer Ausführung. 

Indem ich diese Schrift der Oeffentlichkeit übergebe, mit dem 
Wunsche, dass sie der Krystallographie neue Freunde und Förderer 
gewinnen möge, ist es mir ein BedUrfniss, Herrn Professor Groth für 
die freundliche Erlaubniss zur Benutzung einer Reihe von Figuren ans 
seiner »Physikalischen Krystallographie, Leipzig, Verlag von Wüh, 
Engelmann, 1876«, sowie der verehrlichen Verlagsbuchhandlung für 
die sorgfältige Ausstattung dieses Buches meinen wärmsten Dank 
auszusprechen. 

Breslau, den 17. August 1881. 

Th. Liebisoh. 
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Erstes Kapitel. 

§ 1. Definition eines Krystalles, Zweck der geometrischen Krystallo- 
graphie. § 2. Krystallpolyeder sind einfache conyexe Polyeder. § 3. Ge- 
setz der Constanten Flächen- nnd Kantenwinkel. § 4. Gesetz der Zonen. 



Ein Krystall besitzt erfahrungsgemäss in seiner ganzen Ausdehnung 
die Eigenschaft, dass in dem physikalischen Verhalten nach einer bestimm- 
ten Richtung nicht die geringste qualitative oder quantitative Verschieden- 
heit beobachtet wird, von welchem Punkt im Inneren des Kryst^lles man 
dabei auch ausgehen mag. Es ist also kein Punkt eines Krystalles vor den 
übrigen Punkten desselben physikalisch ausgezeichnet; um jeden Punkt 
herum ist das physikalische Verhalten nach unter einander parallelen und 
gleich gerichteten Geraden dasselbe. Demnach ist ein Krystall ein homo- 
gener fester Körper. 

Bekanntlich giebt es ausser den Krystallen noch andere, sogenannte 
amorphe, homogene feste Körper. Das physikalische Verhalten eines homo- 
genen amorphen Körpers ist nicht nur in allen, durch verschiedene Punkte 
seines Inneren gelegten Geraden von derselben Richtung, sondern gleich- 
zeitig auch in allen, durch einen und denselben Punkt seines Inneren ge- 
legten Geraden von verschiedenen Richtungen dasselbe. Einem solchen 
Körper eignet absolute Gleichartigkeit in seiner ganzen Ausdehnung ; er ist 
in physikalischer Beziehung isotrop. 

Untersucht man dagegen das physikalische Verhalten eines Krystalles 
in allen verschiedenen, von irgend einem Punkte seines Inneren ausgehen- 
den Richtungen, so findet man dasselbe im Allgemeinen abhUngig von 
der Richtung. Ein Krystall besitzt also unter der Einwirkung phy- 
sischer Agcntien im Allgemeinen nur in parallelen Richtungen dieselben 
Eigenschaften ; in verschiedenen Richtungen zeigt er qualitative und quan- 
titative Unterschiede. Deipnach gehört er in physikalischer Beziehung zu 
den anisotropen Körpern. 

Nach allen verschiedenen Richtungen in ihren physikalischen Eigen- 
schaften verschieden sind nur die unsymmetrischen Krystalle. Bei den übrigen 
Kristallen zeigen einige unter allen von einem Punkte ausgehenden Richtun- 
gen tibereinstimmendes physikalisches Verhallen. Solche Kristalle besitzen 

L i e b i s c h , Geometr. Kry sUllogr. < 
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Symraetriecharaktere, deren höherer oder niedrigerer Grad zur Eintheilung 
der Krystalle in Gruppen benutzt wird. Die Symmetrie des physikalischen 
Verhaltens erreicht aber nur in einer, der regulären Abtheilung, und auch 
hier nur für gewisse physikalische Eigenschaften, z. B. die optischen, den 
höchsten Grad, die Gleichartigkeit nach allen Richtungen: so dass bei 
weitem die Mehrzahl der Krystalle in Beziehung auf jede ihrer physikali- 
schen Eigenschaften anisotrop ist. 

Aus dieser Betrachtung ergeben sich die Bestimmungen, weiche zur 
Kennzeichnung der Krystalle und zur Unterscheidung derselben von den 
homogenen amorphen festen Körpern nothwendig und ausreichend sind : 

Ein Krystall ist jeder homogene feste Körper ^ dessen physikalische Eigen- 
Schäften in den, durch einen und denselben Punkt seines Inneren gelegten Ge- 
raden von verschiedenen Richtungen im Allgemeinen verschieden sind. 

Die Krystalle treten unter günstigen, übrigens mannigfach variirenden 
und zum Theil noch nicht hinreichend bekannten Umständen in polye- 
drischen äusseren Formen auf, deren Begrenzungsebenen von geo- 
metrischen Gesetzen beherrscht werden. Die Form eines vollkommen aus- 
gebildeten Krystalles, das augenfälligste Kennzeichen desselben, steht in 
untrennbarer Beziehung zu seinem physikalischen Verhalten, denn sie ist 
wie dieses letztere durch die Natur der Substanz und deren Krvstallisation 
bedingt. 

Die Krystallform zeichnet sich vor den übrigen physikalischen Eigen- 
schaften eines Krystalles dadurch aus, dass sie sich leicht und mit grosser 
Genauigkeit bestimmen lässt. Sie hat sich deshalb der Erforschung der 
Krystalle zuerst dargeboten. Die Darstellung der Gesetze, denen sie unter- 
worfen ist, und die Ermittlung der Grössen, welche zu ihrer vollständigen 
Beschreibung erforderlich und hinreichend sind, bilden den Gegenstand 
der geometrischen Krystallographie. 

§2. 

Die Begrenzungsebenen eines vollständig ausgebildeten Krystalles 
bilden erfahrungsgemäss ein einfaches, im gewöhnlichen Sinne 
convexes Polyi*der. Um den Begriff eines solchen Polyöders zu er- 
läutern, müssen wir zuvörderst auf die Betrachtung der einfachen, im ge- 
wöhnlichen Sinne convexen Polygone näher eingehen*). 

Unter einem einfachen Polygon der n-Ordnung versteht man 
n-Punkte in einer Ebene, welche nicht in einer und derselben Geraden 
liegen, und den Zug der n geradlinigen Strecken, welcher von einem der 
7i-Punkte zu einem anderen schreitend jeden einmal durchläuft und sich 
durch die Rückkehr zum Ausgangspunkte schliesst. Ein solches Polygon 
hat w-Eckpunkte und /j-Seiten oder Kanten. 



*, Vgl. Chr. Wiener, üeber Vielecke und Vielflacbe. Leipzig 1864. und A. F. 
Mübius, üeber die B<,»slinimung des Inhalts eines Polyeders. Der. Verhandl. Sachs. 
Ges. d. Wiss. 1865. Math. phys. Classe. 



§ 2. Krystallpoly^der sind einfache convexe Polyeder. 3 

Ein Polygon ist im gewöhnlichen Sinne convex, wenn es 
von einer Geraden nur in zwei Punkten geschnitten werden kann. Unter 
der Bezeichnung Polygon verstehen wir im Folgenden stets einfache, im 
gewöhnlichen Sinne convexe Polygone. 

Jede Kante besitzt in Beziehung auf das Polygon, zu dessen Perimeter 
sie gehört, eine äussere und eine innere Seite. Von einem Punkte im 
Inneren eines Polygons kann man auf die Kanten des Perimeters desselben 
Normalen fällen. Als die positive Bichtung einer solchen Normale wollen 
wir stets die von dem Inneren des Polygons nach aussen gehende ansehen. 
Zwei Kanten haben dieselbe Bichtung und gleichartige, beziehungsweise 
entgegengesetzte Lage in Beziehung auf das Polygon, zu dessen Perimeter 
sie gehören, wenn sie parallel sind, und wenn ausserdem die positiven 
Bichtungssinne ihrer Normalen übereinstimmen, resp. einander entgegen* 
gesetzt sind. 

Kantenwinkel ist der an einem Eckpunkte des Polygons von einer 
Kante und der Verlängerung der anstossen- 
den gebildete Winkel, der zur Unterschei- 9, 

düng von seinem im Inneren des Polygons 
gelegenen Supplementwinkel auch als Aus- 
senwinkel bezeichnet wird. Dieser Winkel 
wird beschrieben (s. Fig. 4), wenn eine der 
beiden in dem Eckpunkte des Winkels zu- 
sammenstossenden Kanten aus ihrer ur- 
sprünglichen Lage um den Eckpunkt ge- — «— = 
dreht wird , bis sie , ohne das Innere des ^ 

Polygons zu bestreichen, in die Verlange- Fig. <• 

rung der anderen Kante fällt. In der Figur 

ist jede der beiden Kanten durch zwei verschieden starke Linien darge- 
stellt, von denen die schwächere die Innenseite angiebt. Jeder an einem 
Eckpunkte des Polygons gelegene Kantenwinkel ist <^ S A. 

Um den von zwei, nicht in einem Eckpunkte des Polygons zusammen- 
stossenden Kanten gebildeten Winkel zu erhalten, verlängere man diese 
Kanten bis zu ihrem Schnittpunkt. Der Winkel, welcher von einer der 
beiden Kanten beschrieben wird, wenn sie aus ihrer ursprünglichen Lage 
um den Schnittpunkt gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Poly- 
gons zu bestreichen, in die Verlängerung der anderen Kante ßillt, ist der von 
den beiden Kanten gebildete Winkel. 

Jeder Kantenwinkel ist gleich dem von den Normalen 
der beiden Kanten gebildeten Winkel (s. Fig. i) und gleich dem 
Nebenwinkel des an demselben Eckpunkte, resp. Schnittpunkte liegenden 
Innenwinkels. Die Summe der Kantenwinkei eines Polygons beträgt 4 R, 
die Summe seiner Innenwinkel w.2fl — 4jR. Zwei Kanten von derselben 
Bichtung und gleichartiger, resp. entgegengesetzter Lage schliessen den 
Kantenwinkel 0®, resp. 180® ein; denselben Winkel bilden die Normalen 
der beiden Kanten. 

1* 
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Ein einfaches Polyöder der n-Ordnung ist die Gesammtheit 
von n einfachen ebenen Polygonen, von denen jedes jede seiner Kanten mit 
einer Kante eines anderen Polygons gemein hat. Aus dieser Definition 
folgt, dass die Gesammtheit der Polygone eine von allen Seiten geschlossene 
Oberfläche bildet. 

Ein Polyeder ist im gewöhnlichen Sinne convex, wenn es von einer 
Geraden im Allgemeinen und höchstens in zwei Punkten geschnitten wird. 
Im Folgenden sollen unter der Bezeichnung Polyöder nur einfache convexe 
Polyöder verstanden werden. 

Bei einem Polyöder unterscheidet man Aussen- und Innenseiten der 
ebenen Flächen, welche seine Oberfläche bilden. Als positive Richtung 
der Normale einer Fläche wird die von dem Inneren des Polygons nach 
Aussen gehende festgesetzt. 

Dem Perimeter des Polygons, welches in einer Polyöderfläche liegt, 
wird ein bestimmter Sinn, in dem er durchiaufen werden soll, zugeschrie- 
ben. Der Betrachter denkt sich auf der Aussenseite der Fläche stehend, 
derart, dass die positive Richtung der Flächennormale für ihn nach Oben 
gerichtet ist. Unter dieser Voraussetzung soll der Perimeter von dem Be- 
trachter, welcher sich nur auf den Kanten desselben bewegen kann, so 
durchlaufen werden , dass die Innenseite jeder Kante zu seiner Linken 

bleibt. Denkt man sich eine 
Uhr in die Ebene des Poly- 
gons mit dem Zifferblatt nach 
Aussen gelegt, so ist der 
Perimeter in einem dem 
Drehungssinne des Uhrzei- 
gers entgegengesetzten Sinne 
zu durchschreiten. Durch 
diese Festsetzungen sind die 
^is- 2- Kantenrichtungssinne der das 

Polyöder begrenzenden Poly- 
gone unzweideutig bestimmt. Fig. 2 veranschaulicht den einfachsten Fall 
eines Dreieckes. 

Jede Kante des Kantennetzes eines Poiyöders ist Kante zweier und nur 
zweier an einander grenzender Polygone. Wenn für die Perimeter zweier 
Polygone, welche eine Kante gemein haben, die Umlaufssinne festgesetzt 
sind, so ist offenbar, dass die gemeinschaftliche Kante in dem einen oder 
dem entgegengesetzten Richtungssinne durchlaufen wird, je nachdem man 
sie als dem Perimeter des einen oder des anderen Polygons angehörig be- 
trachtet. Demnach gilt für unsere Polyöder folgender von A. F. Mob ins 
unter dem Namen »Princip der entgegengesetzten Kanten« aufgestellter 
Satz : 

Den Perimetern der ein Polyeder umgrenzenden Polygone können solche 
Umlaufssinne beigelegt werden, dass für jede Kante des Polyeders die zwei 
Richtungen, welche ihr als der gemeinschaftlichen Kante zweier Polygone in 
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Folge der ümlaufssinne der Perimeter dieser Polygone zukommen^ einander 
entgegengesetzt sind. 

Der Ausdruck für den Perimeter eines Polygons giebt zugleich eine 
Bezeichnung für die Fläche desselben, wie aus folgendem einfachsten Bei- 
spiele erhellt. A^ B, C, D seien die Ecken 
eines Tetraöders (s. Fig. 3). Dann erhalten 
die Perimeter der Flächen desselben die Aus- 
drücke : 

ABC, CBDj ACD, BAD. 

Die Definition eines Fiächenwinkels 
ist analog der eines Kantenwinkels. Man ver- 
steht unter einem Flächenwinkel den an einer 
Kante des Polyöders von einer Fläche und der 
Verlängerung der anstossenden gebildeten 
Winkel, den man wieder zur Unterscheidung 
von seinem im Inneren des Polyeders gelege- ^*^* ^* 

nen Supplementwinkel als Aussenwinkel be- 
zeichnet. Dieser Winkel wird beschrieben, wenn eine der beiden in seiner 
Kante zusammenstossenden Flächen aus ihrer ursprünglichen Lage um die 
Kante gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu be- 
streichen, in die Verlängerung der anderen Fläche fällt. Jeder an einer 
Kante gelegene Flächenwinkel des Polyi?ders ist <;2Ä. 

Um den von zwei, nicht in einer Kante des Polyeders zusammenstossen- 
den Flächen gebildeten Winkel zu erhalten, verlängere man diese Flächen 
bis zu ihrer Durchschnittslinie. Der Winkel, welcher von einer der beiden 
Flächen beschrieben wird, wenn sie aus ihrer ursprünglichen Lage um die 
Schnittlinie gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu 
bestreichen, in die Verlängerung der anderen Fläche fällt, ist der von den 
beiden Flächen gebildete Winkel. 

Jeder Flächenwinkel ist gleich dem von den Normalen 
der beiden Flächen eingeschlossenen Winkel und auch gleich 
dem Nebenwinkel des an derselben Kante, resp. Schnittlinie liegenden 
Innenwinkels. Zwei Flächen haben dieselbe Richtung und gleichartige, 
resp. entgegengesetzte Lage in Beziehung auf da;s Polyeder, zu dessen 
Oberfläche sie gehören, wenn sie einander parallel sind und die positiven 
Richtungssinne ihrer Normalen übereinstimmen, resp. einander entgegen- 
gesetzt sind; zwei derartige Flächen bilden einen Winkel von 0^, resp. 180®. 

Wie die beiden Richtungssinne einer, in einer Polyederfläche ent- 
haltenen Kantenrichtung mit Hülfe des Umlaufssinnes, der dem Perimeter 
der Fläche zukommt, unterschieden werden, so kann man auch die Rich- 
tungssinne jeder anderen Kante auf die Fläche beziehen. Denn die Richtung 
einer solchen Kante ist entweder die von der Innen- nach der Aussenseite 
der Fläche oder die entgegengesetzte; die erstere soll die positive Richtung 
der Kante genannt werden. Versteht man unter dem Einfallswinkel 
der Kante in Beziehung auf die Fläche den Winkel, den die 
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positive Richtung der Kante mit der positiven Richtung der Normale der 
Flache einschliesst, so kann man sagen : diejenige Richtung einer Kante ist 
in Beziehung auf eine Flache, in der sie nicht enthalten ist, die positive, 
deren Einfallswinkel < R ist. Es ist offenbar, dass in Beziehung auf die 
Gegenflache die entgegengesetzte Richtung der Kante die positive ist (siehe 
Fig. 4). 

Wenn ein Polyeder /"Flachen, «Ecken und Ä Kanten besitzt, so ist 

nach dem Euler 'sehen Satze /'-f- e = A •-}- 2, d. h. 
die Summe der Flachen und Ecken eines Polyeders 
übertrifil die Zahl der Kanten desselben um zwei*). 
_____ Die Zahl der Kantenw inkel w eines Polyeders ist 

doppelt so gross als die Zahl der Kanten desselben : 
^.^^ w = 2k. 

Unter den Flachen und Ecken eines Poheders 
können Polygone von ungerader Eckenzahl und Ecken 
von ungerader Kantenzahl nur in gerader Anzahl vor- 
kommen. 
Zur Beschreibung eines Polyeders ist die Angabe der Zahl und An 
seiner Flachen und Ecken nothwendig. Wir bezeichnen im Folgenden : 

Flachen mit kleinen lateinischen Buchstaben h, k, /, . . . 

Kanten - - griechischen - i^, x, A, . . . 

Ecken - grossen lateinischen - -4, P, C, . . . 

Die Durchschnittslinie zweier Flachen h und Ä* mit [hk] 

Die Verbindungsebene zweier Kanten »; und x mit (ijx) 

Den Winkel zweier Flächen, resp. Kanten mit ihk), resp. (^x). 

In vielen krystallographischen Schriften wird, wie in den Elementen der Geome- 
trie, der »innere« Winkel zweier Flöchen eines Polyeders als Flächenwinkel bezeichnet. 
Treffend bemerkt hierzu W. H. Miller: Euclid's DeGnition eines Flächenwinkels 
nimmt keine Rücksicht auf den Unterschied in der Beschaffenheit der Substanz auf ent- 
gegengesetzten Seiten der beiden Flächen, welche den Winkel einschliessen. Daher be- 
darf jene Definition den krystallographischen Anforderungen gemäss einer Abänderung. 
Aus der Euclidischen Bestimmungsweise eines von zwei Krystallllächen eingeschlosse- 
nen Winkels muss man den widersinnigen Schluss ziehen, dass zwei ebene Spiegel, 
deren Rückseiten einander zugewendet, deren Ebenen also normal zu derselben Linie 
sind, mit einander 0^ einschliessen und dass jeder dieser Spiegel mit sich selbst einen 
Winkel von 4 80^ bildet. Und doch ist die gegenseitige Lage dieser beiden Spiegel die 
ungleichartigste, da sie ihre spiegelnden Seiten nach entgegengesetzten Richtungen einer 
und derselben Geraden hin wenden. Es ist kaum möglich, dass diese Bestimmungs- 
weise angenommen worden wäre, wenn die Erfindung des Reflexionsgoniometers den 
krystallographischen Untersuchungen von Romödel'lsle vorausgegangen wäre. (On 
the measure of the dihedral angles of crystals. Phil. Mag. London 1860.) 

Die »äusseren« Flächenwinkel sind, wie wir gesehen haben, gleich den Normalen- 
winkeln. Letztere wurden zuerst von F. E. Neumann der geometrischen Betrachtung 



♦) Vgl. über diesen Satz: R. Baltzer, Elemente d. Mathem. 3. Aufl. 1870, II, 218. 
Anmerkung. 
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der KrystaJIe zu Grunde gelegt. (Beiträge zur Krystallonomie. Erstes Heft. 1823. §4 2, 
— Pogg. Ann. 4823, 4, 63 ; 4833, 27, 249. — Abhandl. Berlin. Akad. 4830, 489.) 

In einigen krystallographischen Schriften, u. A. in den Lehrbüchern von Nau- 
mann und G. Kose, wird unter Kantenwinkel oder Winkel einer Kante der von zwei 
in einer Kante zusammenstossenden Flächen eingeschlossene innere Winkel verstanden, 

§3. 

Krystallpolyöder, welche hinsichtlieh der Zahl, Neigung und Anord- 
nung ihrer Flächen übereinstimmen, können von verschiedenen Polygonen 
begrenzt sein ; denn für eine bestimmte Temperatur ist erfahrungsmässig 
nur die relative, nicht die absolute Lage der Flächen eines Krystalles con- 
stant. Krystaliflächen und Krystallkanten sind also nur ihrer Richtung 
nach völlig bestimmt oder mit anderen Worten, nur die Winkel, welche 
sie unter einander einschliessen, sind^ so lange keine Aenderung der Tem- 
peratur eintritt, constant. Daher führt dieser Erfahrungssatz den Namen 
Gesetz der constanten Flächenwinkel und Kantenwinkel. 

Bei der geometrischen Betrachtung der Krystalle stellt man sich vor, 
dass gleichwerthige Flächen eines Krystallpoly^ders von einem festen 
Punkte im Inneren desselben^ dem geometrischen Mittelpunkte, 
gleich weit entfernt seien: ein Fall, der in Wirklichkeit nur dann eintritt, 
wenn die Krystallbildung einen völlig ungestörten Verlauf nimmt. Physi- 
kalisch ist dieser Punkt in keiner Weise vor den übrigen Punkten des 
Krystalles ausgezeichnet. 

Aus dem Gesetz der constanten Flächenwinkel folgt, dass eine von 
irgend zwei Flächen erzeugte Durchschnittslinie eine mögliche Krystall- 
kante ist. Die Gesammtheit der Flächen , welche einer und derselben 
Kantenrichtung parallel laufen, nennt man ein Flächenbüschel oder 
nach Chr. S. Weiss eine Zone von Flächen. Die einer Zone gemein- 
same Kantenrichtung heisst die Axe derselben. Die Gesammtheit der zu 
einer Fläche parallelen Kanten wird ein Kantenbüschel oder ein 
Zonenbüschel*) genannt. 

Häußg stossen an den natürlichen und den künstlichen Krystallen die 
in einer Zone gelegenen Flächen in parallelen Kanten zusammen, an deren 
Vorhandensein dann die Zone zu erkennen ist. Sind die Flächen spiegelnd, 
so wird bekanntlich ihre Zugehörigkeit zu einer Zone mit Hülfe eines 
Reflexionsgoniometers ermittelt. Diese Methode führt auch dann zum Ziele, 
wenn tautozonale Flächen am Kristall nicht mit einander zum Durchschnitt 
gelangen**). 



•) Nach C. Klein eine Zonenfolge. Jahrb. Min. 1872, 172. 
**) Ueber dieses Mittel, den Parallelismus von Krystallkanten zu bestimmen bemerkte 
A. Lävy 1822 in seiner Abhandlung : Sur la d^termination des certaines faces secon- 
daires dans les cristaux par un moyen qui exige ni mesure ni calcul : »Lorsque les plana 
du cristal sont suffisamment brillans, le goniom^tre ä r^flexion d^cidera facilement si 
les paralldismes existent ou non, et mdme decouvra ceux, que Toeil ne soupQonneratt 
pas.< Ann. de Cbimie 1822, T. XXI, 267. 
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Das Gesetz der Constanz der Flficbenwinkel wurde von N icoiaus Steno er- 
kannt. Derselbe betrachtet« die Vergrössening der Krystalle durch Auflagerung neuer 
Substanz von Aussen und fand, dass Ausdehnung und Gestalt der begrenzenden Krystall- 
flächen sich dabei verändern können, während die Grösse der Flächenwinkel unge* 
ändert bleibt. (De solide intra solidum naturaliter contento. Florentiae, 1669.) Rom 6 
de risle bestätigte das Gesetz durch zahlreiche Messungen mit dem von Carangeot 
construirten Anlegegoniometer (Essai de Cristallographie; 2. 6d. 1783). Mit Hülfe des 
von W o 1 1 a s 1 n erfundenen (Descript. cf a reflective goniometer. Philos. Trans. London 
Roy. Soc. 1809. Gilb. Ann. 81, 262) und seitdem wiederholt verbesserten Reflexions- 
goniometers, welches Messungen von Flächenwinkeln mit einem hohen Grade von Ge- 
nauigkeit gestattet, wurde die allgemeine Gültigkeit des Gesetzes durch viele eingehende 
Untersuchungen strenger erwiesen. 

Im Jahre 1823 entdeckte E. Mitscherlich den Einfluss von Temperaturver- 
änderungen auf die Aenderung der Flächen- und Kantenwinkel der Krystalle. Er fand, 
dass diese Winkel sich stetig mit der Temperatur verändern, derart, dass die Krystall- 
gcstalten, mit Ausnahme derjenigen des regulären Systems, bei einer Aenderung der 
Temperatur sich selbst nicht geometrisch ähnlich bleiben, (üeber die Ausdehnung der 
krystallisirten Körper durch die Wärme. Abhandl. Berlin. Akademie 1825, 1837. Pogg. 
Ann. 1824, 1, 125; 1827, 10, 187; 1887, 41, 218, 448.) Obwohl innerhalb der Beobach- 
tungsgrenzen, welche den Krystallmessungcn für die gewöhnlichen Zwecke der Kr^-stall- 
beschreibung gesteckt sind,Temperaturv-eränderungen einen so geringen Einfluss auf die 
Grösse der Winkel ausüben, dass derselbe ganz vernachlässigt werden kann, so sind 
doch die Gesetze über die Ausdehnung der Krystalle durch die Wärme von hoher Be- 
deutung für die Principien der geometrischen Betrachtung der Krystalle. Vgl. F. E. Ne u - 
mann, Pogg. Ann. 1838, 27, 249. Ängström, Pogg. Ann. 1832, 86, 206. J. Grai- 
lich und V. von Lang, Sitzungsbcr. Wien. Akad. 1859, 88, 873. C. Neumann, 
Fortschr. d. Physik, Berlin 1860, Jahrgang 1858, 14, 263. Pogg. Ann. 1861, 114, 492. 
H. Fizeau, Pogg. Ann. 1864, 128, 515; 1865, 126, 611; 1866, 128, 564; 1867, 182, 
292; 1868, 186, 372; 1869, 188, 26. C. Pape, Pogg. Ann. 1868, 185, 1. L. Fletcher, 
Zeitschr. f. Krystallogr. 1880, 4, 337. J. Beckenkamp, Zeitschr. f. Krystallogr. 1881, 
5, 436. 

Da zwei Kantenrichtungen eine Ebene bestimmen, so erhebt sich die 
Frage, ob stets die zu irgend zwei solchen Richtungen parallel laufende 
Ebene eine mögliche Krystallflache sei. In der Thal entdeckte Chr. S. Weiss 
an vielen Krystallen Flüchen, welche diese Eigenschaft durch Zonenaxen 
ihrer Lage nach bestimmt zu sein, besitzen. 

So liegt z. B. die Flache 100 des in Fig. 5 abgebildeten Krystalles in 
den Zonen, welche bestimmt werden durch die Flächenpaare 

110 und ITO 
101 - 10T 

111 - ITT 
1T1 - 11T 

Die Fläche 311 in Fig. 6 gehört gleichzeitig den Zonen der Flächen 

331 und 331 
111 - 100 
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an und ist damit fest gelegt. Die Lage der Fläche s in Fig. 7 wird dadurch 
fixirt, dass sie den Zonen gemein ist, welche von den Flächen 

not und 10T0 

iOli - 1100 
erzeugt werden. 

Indem nun Weiss gewisse flachenreiche Kristalle mit Rücksicht auf 
den Zonen Zusammenhang ihrer Flachen untersuchte, gelangte er zu dem, 





Fig. 6. 

unter dem Namen »Gesetz der Zonen« bekannten Erfahrungssatze, demzu- 
folge die an einer und derselben krystallisirten Substanz möglichen Kry- 
stallflachen unter einander im Zoncnverbande stehen"). Dieses Gesetz und 
die aus ihm gezogenen geometrischen Folgerungen sind durch alle spateren 
Beobachtungen bestaiigt worden. 

Unter den Gesetzen, welche als verschiedene Aus drucks weisen fUr 
dieselbe, den KrystallpoIyCdern zum Unterschiede von allen tlbrigcn 
Polyi'dern eignende Gesetzmassigkeit zu betrachten sind, verdien! das Ge- 
setz der Zonen in die erste Linie gestellt zu weixlen, weil es die Kryslall- 
polyöder durch diejenigen Beziehungen der gegenseitigen Lage ihrer Flüclien 
und Kunten definirt, welche am Krystall selbst ohne Benutzung von Winkel- 
messungen und ohne Anwendung eines Maassstabes abzulesen sind. Wir 
werden daher das in Bede stehende Gesetz zum Ausgangspunkte fUr unsere 
Untersuchung der geometrischen Eigenschaften der Krystalle wählen. 

Wir nennen die Gesammtheit der Flüchen, welche an den Kryslallen 
einer bestimmten Substanz auftreten können, den Krystallf lachen- 
complex der Substanz. Stehen die möglichen Flächen eines Kryslall- 
flächencomplexes nach dem Gesetz der Zonen in der Beziehung unter ein- 
ander, dass eine geometrische Ableitung oder Entwicklung derselben aus 

■] Vgl. F. E. Neumann, Beitrage zur Kryslallonomie. Berlin ISl*, S, und: De 
lege zonanin) principio evolutionis sysleniatum crj'slallinoruni. Diss. tnaug. Berollni 
ISS«. 
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gewissen zu Grunde liegenden Flachen möglich ist, derart, dass jede fol* 
gende Fläche durch zwei Zonen der vorangehenden Flächen bestimmt wird, 
so ist offenbar, dass zu dieser Ableitung aus dem Zonenverbande minde- 
stens vier Flächen, von denen keine drei einer und derselben Geraden 
parallel gehen, erforderlich sind. Diese Eigenschaft, derzufolge die mög- 
lichen Flächen eines Krystallflächencomplexes durch irgend vier unter 
ihnen, von denen nur nicht je drei einem und demselben Büschel ange- 
hören dürfen, geometrisch vollkommen bestimmt sind, ist in geometrischer 
Hinsicht charakteristisch für die krystallisirten Substanzen und in der Thai 
geeignet Kryslallpoly^der von allen übrigen Polyödern zu unterscheiden. 
A. F. Möbius hat ihr und damit dem Gesetz der Zonen folgende glücklich 
gewählte Fassung verliehen*). 

Sind vier Ebenen, welche nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, gegeben, und werden ihnen andere Ebenen in der 
Weise hinzugefügt, dass jede neue Ebene mit zweien von den Durch- 
schnittslinien der bereits vorhandenen Ebenen parallel ist, so nennt 
Möbius jede dieser neuen Ebenen aus den vier ersteren Ebenen geome- 
trisch ableitbar. Mit Benutzung dieser Bezeichnung kann das Gesetz der 
Zonen durch den Satz ausgesprochen werden: 

Das System der in einem Krystallflächencomplex möglichen Flächen und 
Kanten ist so beschaffen, dass aus je vier Flüchen desselben, von denen nicht 
je drei einem Büschel angehören, die jedesmal übrigen Flüchen und die Kanten 
g e\o metrisch abgeleitet werden können . 

Hiernach erscheint jede mögliche Kantenrichtung als Träger eines 
Büschels von möglichen Flächen und jede mögliche Fläche als Träger eines 
Büschels von möglichen Kantenrichtungen; d. h. die in einem Flächencom- 
plex möglichen Flächen- und Kantenrichtungen stehen sich dualistisch 
gegenüber. Jedem Satze über Krystallflächen entspricht ein Salz über 
Krystallkanten und umgekehrt. Der Entwicklung von Flächen und Kanten 
eines Krystallflächencomplexes können also auch vier Kanten zu Grunde 
gelegt werden und demgemäss lässt sich das Gesetz der Zonen erweitern : 

Das System der in einem Krystallflächencomplex möglichen Flächen und 
Kanten ist so beschaffen, dass aus je vier Kanten, xcelche nicht zu je dreien 
in einer Ebene liegen, die jedesmal übrigen Kanten und die Flächen geometrisch 
abgeleitet werden können. 

Fassen wir die im Vorhergehenden erläuterten fundamentalen geome- 
trischen Eigenschaften der Krystalle zusammen so ergiebt sich : 

Erfahrungsgemäss ist ein Kry stall, geometrisch betrachtet, ein von ebenen 
Flächen umgrenztes einfaches convexes Polyeder, welches dem Gesetz der con- 
stanten Flächen- und Kantenwinkel und dem Gesetz der Zonen unterworfen ist. 



*) Ueber das Gesetz der Symmetrie der Kristalle und die Anwendung dieses Ge- 
setzes auf die Eintheilung der Krystalle in Systeme. In : Ber. über die Verhandl. der 
Sachs. Ges. d. Wiss. Math. phys. Gl. 4 849, 46. — Daraus in: Grelle, Journ. für Math. 
4852, 48, 865. 
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C h r. S. W e i s s stellte den Begriff einer Zone von Flächen zuerst in seiner Ueber- 
Setzung des Lehrbuches der Mineralogie von R. J. Hauy auf; er gruppirte Bd. II, 728, 
iSOi in dem Nachtrage »Ueber die Kristallisation des Feldspathes« die ihm bekannten 
Flächen dieses Minerals nach vier Zonen und zeigte Bd. 111, 140, 1806 in dem Zusätze 
zu dem Artikel Epidot, dass die Lage einer Fläche durch zwei Zonen, in denen sie liegt, 
bestimmt ist. 

Das Gesetz der Zonen bezieht sich, wie wir nochmals hervorheben wollen, auf die 
Gesammtheit der, an den Kr^'Stallen einer bestimmten Substanz möglichen 
Flächen. Die an einer beschränkten Anzahl von Krystallen wirklich beobachteten und 
für sich betrachteten Flächen stehen keineswegs in allen Fällen unter einander derart im 
Zonenzusammenhange, dass man aus irgend vier unter ihnen, welche nicht zu je dreien 
einem Büschel angehören, die übrigen geometrisch ableiten könnte. Vielmehr fehlen in 
einer solchen Gruppe von Flächen sehr häuflg verbindende Glieder der Zonenentwicklung. 
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§ 1. Die Linearprojection eines Flächen- und Kantenbündels. § 2. Har- 
monische Eigenschaften des vollständigen Vierflaches nnd Vierkantes. 
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§ 5. Gleichung einer Fläche und einer Kante. 



§1. 

Nach dem Gesetz der constanten Flächen- und Kantenwinkel ist die 
Richtung der Flächen und Kanten eines Krystalles für eine bestimmte Tem- 
peratur völlig bestimmt. Zur Fixirung der Richtung einer Ebene oder Ge- 
raden im Räume ist die Angabe zweier von einander unabhängiger Grössen 
nothwendig. Solche Grössen sind z. B. die beiden Winkel, welche die ihrer 
Richtung nach zu bestimmende Ebene mit zwei gegebenen Ebenen ein- 
schliesst; oder der Winkel, den jene Ebene mit einer gegebenen Ebene 
bildet, und der Winkel, unter dem die Durchschnittslinie dieser beiden 
Ebenen gegen eine in der gegebenen Ebene enthaltene gegebene Gerade 
geneigt ist. Im Allgemeinen erhält man, wie hieraus ersichtlich ist, für die 
zu bestimmende Ebene zwei Lagen; welche von beiden in einem gegebenen 
Falle krystallographisch zulässig ist, muss aus weiteren vorgeschriebenen 
Bedingungen entnommen werden. 

Aus dieser Erwägung folgt, dass in einem Krystallflächencomplex 
doppelt unendlich viele Flächen und Kanten theoretisch möglich sind. 
Stellt man sich nun vor, dass parallel zu diesen Flächen und Kanten durch 
einen und denselben, übrigens beliebig gewählten Punkt im Räume Ebenen 
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und Geraden gelegt werden, so bilden diese letzteren ein Ebenen- und 
Geradenbündel, in welchem die durch das Gesetz der Zonen ausgesproche- 
nen Beziehungen zwischen den Flachen und Kanten des Rrystallflächen- 
coraplexes in Evidenz treten. Daher beschSiftigt sich die geometrische Be- 
trachtung der Krystalle, welche die Aufsuchung aller jener Beziehungen 
erstrebt, zweckmässig mit dem Flachen- und KantenbUndel eines Krystall- 
flächencomplexes. 

Hierbei wird zunächst kein Unterschied zwischen einer Fläche und 
ihrer Gegenfläche gemacht, denn diese beiden Ebenen werden in dem 
Bündel durch eine Ebene repräsentirt. Die Resultate der folgenden Unter- 
suchungen behalten daher in jedem Falle ihre Gültigkeit, mögen eine 
Fläche und deren Gegenfläche in ihrem Auftreten an einander gebunden 
oder von einander unabhängig sein. 

Schneidet man das Bündel der Flächen und Kanten eines Krvstall- 
flächencomplexes mit einer Ebene, so befindet sich das System der Schnitt- 
geraden der Flächen und der Schnittpunkte der Kanten auf der Schnitt- 
ebene mit den entsprechenden Flächen und Kanten des Bündels in 
perspectivischer Lage. Man nennt dieses System die Linearprojection 
des Bündels. Um die Beziehung zwischen einem Bündel und seiner Linear- 
projection aufzustellen, erinnern wir uns an folgende Sätze der projecti- 
vischen Geometrie. 

Das Doppelverhültniss von vier Punkten A, B. C, D einer geraden Piaikt- 
reihe t ist gleich dem gleichgebildeten Doppelverhältnisse der entsprechenden 
Strahlen er, li, y\ ö eines über der Punktreihe stehenden Strahlenbüschels T: 

A CAD sin (« y] sin {a d) 

BC' BD ^ sin iiiy 'sin ,;:?<$ 
oder symbolisch: 

(ABCD] = [aiP/d . 

In der Thal, bezeichnet man mit J ATC den Inhalt des Dreiecks, dessen 






/ 



Fig. 8. 




Eckpunkte A, T, C sind ^s. Fig. 8,, und mit Ä die Länge der von T auf r 
gePallten Normale, so ist: 

y ,1 TC = \AC'h = ^^r. er. sin [ay] 
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und analog : 

J{BTC) = ^BC'h = ^BT' CT' sin (ßy) 
J{ATD) = \AD'h= lAT'DT'Sm [ad] 
J[BTD)=^\BD'h =IbT DT' sm(ßd) 

Hieraus ergiebt sich die obige Relation, wenn man die beiden Ausdrücke 
für den Werth von 

J[ATq J[A TD) 

J[BTC)' JiBTD) . 
bildet. 

Das Doppelverhältniss von vier Strahlen a, ß, y, d eines Strahlenbüschels 

T ist gleich dem gleichgebildeten Doppelverhältniss der entsprechendefi Ebenen 

a, 6, c, d eines über dem Strahlenbüschel stehenden Ebenenbüschels t : 

sin [ay] sin [ad] sin (oc) sin [ad] 

sin [ßy] ' sin ißd] sin (6 c) ' sin (6d) 
oder symbolisch : 

{aßyd) = [abcd). 

Zum Beweise lege man einen Normalschnitt durch das Ebenenbtlschel, der 
die Ebenen a, 6, c, d in den Geraden er', ß\ /, d', die Ebene des Büschels 
T in der Geraden r und die Gerade t in den Punkten A, B, C, D schneidet 
(s. Fig. 9). Dann ist identisch: 

{abcd] = (a'ß'yÖ') 

und nach dem vorigen Satze : 

{aß'yS') = {ABCD) = {aßyd). 

Aus diesen Sätzen folgt die gesuchte Beziehung : 

Der Werth des Doppelverhültnisses von vier Flüchen oder Kanten eines 
Büschels im Bündel ist gleich dem Doppelverhältniss der entsprechenden^ 
ebenfalls einem Büschel angehörenden Schnittgeraden und Schnittpunkte in 
der Linearprojection. 

Alle Relationen, welche nur Beziehungen der gegenseitigen Lage von 
Flächen und Kanten des Bündels aussprechen, bestehen unverändert für 
die gegenseitige Lage der entsprechenden Schnittgeraden und Schnitt- 
punkte in der Projection. Daher ist die Linearprojection ein bequemes 
Hülfsmittel zur graphischen Darstellung des Zonenzusammenhanges der 
Flächen eines Krystalles in einer Ebene. 

§2. 
Wenn man nach dem Gesetz der Zonen aus vier zu Grunde liegenden 
Flächen oder Kanten, welche nicht zu je dreien einer Geraden oder Ebene 
parallel laufen, die übrigen Flächen und Kanten ableitet, so erhält man zu- 
vörderst drei und dann sechs neue Flächen oder Kanten. Wir wollen jetzt 
die Beziehungen zwischen diesen Flächen und Kanten aufsuchen. Zur Ver- 
anschaulichung der gegenseitigen Lage dieser Gebilde bedienen wir uns 
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einer Lincarprojeclion [s, Fig. JOl, in der die Schnitlgeraden und Schnitt- 
punkte mit denselben Buchstaben beEeichnet sind, welche die entsprechen- 
den Flachen und Kanten tragen. 

Wir bemerken noch, duss wir unter einem vollständigen n-Flach hier 
n-Ebenen durch einen und denselben Punkt und die Gesammtheit ihrer 




Durchschnillsgeraden, unter einem vollsttlndigcn n-KanI, »-Gerade durch 
einen und denselben Punkt und die Gesammtheit ihrer Verbind ungsebenea 
verstehen. 



Vier der Deduction zu Grunde 
liegende Flächen e", e', c^, e^ bilden 
ein vollständiges Vicrllach mit drei 
Paaren von Gegenkanlen : 

[e^e»] = e'. [e^e'] = e^ [«'e^] = e^ 



Vier der Deduction zu Grunde 
liegende Kanten di, 6\ d^, d' bilden 
ein vollständiges Vierkant mit drei 
Paaren von Gegenfl<icheD : 
{dad»} = (/», {<J3()'} = rfs, {didi} = (/« 
{dödi) = (/', {ö'>d^]=di, {io<Js} = rf3 



Je zwei einander gegenüberliegende Diese sechs Flüchen schneiden sich 



Kanten werden durch 
flache verbunden 

Diese drei Flachen schneiden sich in 
den drei Diagonalkanlen des Vier- 
Qiiches : 



Diagonal- ausser in den vier Kanten ö noch in 
drei Diagonalkanlen: 

Durch je zwei dieser Kanten gebt 
eine Diagonalfläche des Vierkants: 



{,Ti/rS)=pi. {n:'n-"}=p>, {n'!i^)=p> 



§ 3. Harmonische EigeDSchaften des vollstttndigen Vierflaches und Vierkantes. 15 



Durch jede DiagonallLante kann ein 
Paar Gegenflachen nach den beiden 
mit ihr noch nicht verbundenen 
Gegenkanten gelegt werden : 

Diese sechs Flächen schneiden sich 
zu je dreien in vier Kanten : 

did^d^] = ö^ 

d^d^d^] = (5» 
[d^d^d*] = (52 
[d^d^d^] = (53 

welche ein vollständiges Vierkant 
bilden. 



Auf jeder Diagonalfläche erzeugen 
die drei Paare von Gegenflächen 
ausser den Diagonalkanten noch ein 
Paar Gegenkanten : 

[pldl]==fil, [p2e/2]=£2^ [p3rf3]=£3 

Diese sechs Kanten liegen zu je 
dreien auf vier Flächen : 

{e* e'^ €^] = e^ 

welche ein vollständiges Vierflach 
bilden. 



Wir vervollständigen diese Beziehungen, indem wir uns noch an die 
harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vierflaches und Vierkantes 
erinnern : 



In jeder Diagonalfläche p bilden 
die auf ihr liegenden Gegenkanten e 
und Diagonalkanten 7t ein harmoni- 
sches Büschel : 

(7t^7t^€*€^) = 1 

{7t^7t^€^€^: = 1 

[tC^ 7t^ €^ C'^j = 1 



Die in einer Diagonalkante 7t sich 
schneidenden Gegenflächen d und Dia^ 
gonalflächen p bilden ein harmonisches 
Büschel: 

(p^p^d^d^ =—\ 

Die Fläche e* und die Kante (5*, i = 1, 2, 3, 4, tcerden an allen Kanten 
des Dreikants Tt^Tt^rt^ und auf allen Flächen des Dreiflachs p^p^p^ von ein- 
ander harmonisch getrennt. 

Die Gonstruction der zu einer Kante (5* gehörigen Fläche e* ergiebt sich 
leicht aus dem Anblick der Figur 10. Es sei die Kante 5^ gegeben. Die 
Verbindungsebenen {(J^tt^), {(J^tt^), [6^7t^) schneiden die Flächen p^, p^^ p^ 
in den Kanten £S e^, 6^; verbindet man diese Kanten durch die Ebenen 
{«2 £3}, {«^e*}, {ß*«^}j so schneiden die letzteren die* Flächen pS p^^ p3 \^ 
den Kanten e^, e^, £®, welche sämmtlich auf der gesuchten Fläche e^ liegen. 
— Soll umgekehrt die zu der Fläche e^ gehörige Kante construirt werden, 
so verbinde man die Schnittgeraden €*, €^, e^ der Fläche e^ und der Flächen 
pS P^i V^ ™*^ ^^^ Kanten tt^, tt^, 7t^\ die so entstehenden drei Ebenen 
schneiden sich in den Kanten ^^, d^^ d^ und die Verbindungsebenen [d^n^}, 
{(527r2}, [d^Tt'^) schneiden sich sämmtlich in der gesuchten Kante (5®. 

§3. 

Aus dem Gesetz der Zonen kann eine Methode zur Bestimmung der 
Lage von Flächen und Kanten vermittelst algebraischer Zahlen abgeleitet 
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werden*) . Da vier Flächen oder Kanten der Deduction der übrigen Flächen 
und Kanten zu Grunde liegen müssen, so besteht die Aufgabe darin: die 
Lage einer fünften Fläche k in Beziehung auf vier gegebene Flächen 
PS P^j P^i ^^ 2U bestimmen. Dabei wird vorausgesetzt, dass h nicht mit je 
zweien der vier letzteren Flächen in einer Zone liege. 

Die fünf in Rede stehenden Flächen erzeugen i Durchschnittslinien 
oder mögliche Kantenrichtungen, von denen auf jeder Fläche vier liegen. 
Bezeichnet man wie in § 2 die Durchschnittslinien [s. Fig. 11). 

[p^p^'^z=7t^^ [^•'*^tl=^2^ j^^lp2]=7p3 

:^p\eO[=e^, [p'^e^]==e^, [p^e^]=€^ 
und ferner: [e^h]== ^ 
[pyh] = io\ [p'^h] = w^, [p^h] = (jj^ 
so liegen in : 




pi . . . ^ 


7r3 


nr2 


e* 


cji 


p^''7t^ 


«( 


ar> 


«* 


CJ2 


p^ ' ' ' 7t^ 


TT« 


* 


«« 


Cj3 


eo . . . £4 


f» 


«6 


* 


H^ 


h ' ' 10^ 


W2 


W* 


^^ 


« 



Die Lage der Fläche h ist be- 
kannt, wenn die Lage zweier der 
drei Kantenrichtungen w*, w^, w^, 
welche h auf den Flächen p^, p^ p^ 
erzeugt, bestimmt ist, und diese 
P*?- ^^- Kanten sind fixirt, wenn die Sinus- 

verhältnisse bekannt sind, nach 
denen sie die Kantenwinkel (tt^/t^), (nr^/r*), (rr^nr^) theilen : 

sin(7t'^io^) smiTt^o)^) sin [Tt^io^) 
sin (;t3w1) ' sini/r^w^-' sin (/r^w^) 

Diese Verhältnisse sollen nun gemessen werden durch die analog ge- 
bildeten Sinusverhältnisse, nach denen die durch die Fläche e^ auf p^,p^,p^ 
erzeugten Kanten e^, £*, e^ dieselben Winkel theilen; d. h. es sollen die 
Doppel Verhältnisse der in den Flächen p*, p^^ p^ gelegenen Kantenrichtun- 
gen gebildet werden : 

sin {tv^s^) sin {jC^co^} 



[Tt^ TV^ €* 10^) = 



[7T^ 7t^ e^ lo'^) = 



irr^rr^c^w^l = 



sin [Tt^s*) ' sin (/r^w») 

sin {7t^€^) sin [tv^io^) 
sin i/t^e^) ' sin (tt-^w^) 

sin iVr^fiö) sin (rr^w-^) 
sin :7t^€^) ' sin (/r^w^) 



* Vgl. W. Fiedler, Vierteljahrsschrift d. naturf. Ges. zu Zürich, 15, 4 52. Dar- 
stellende Geometrie. 2. Aufl. 4 875, § 4 38 f. 
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Sind zwei von diesen drei DoppelverhMltnissen bekannt, so ist die 
Lage der Fläche ebenfalls bestimmt. Die Verhältnisse der Abschnitte, 
welche die Flächen e® und h auf den im Punkte zusammentreffenden 
Kanten tt^, tt^, ti^ bilden, mögen bezeichnet werden mit OEii OE^ : OE^ und 
O/Zj: OH2 : 0^3. Dann lehrt der Anblick der Figur \ \ , dass man nach dem 
Sinussatz der ebenen Trigonometrie für die vorstehenden Doppelverhält- 
nisse setzen kann : 

0£o OHo OE^ OEa 



OE^'OH.^ OH2 OH^ 
_0E^ qH^_OE^ OE^ 
~^ ÖEy' ÖH[~ OH.^' OH^ 
_ 0E\ OIU _ OE^ OE2 
~ OE2 ' O//2 ~ O//1 ' OH2 

Hieraus folgt, dass das Product der drei Doppelverhältnisse gleich der 
Einheit ist ; dieselben repräsentiren also in der That nur zwei von einander 
unabhängige Grössen. Die Werthe der Verhältnisse 

OE, OE^ OE, 
^' 0^1 * Ö//2 • 0//3 

mögen bezeichnet werden mit hi'.hi:h^\ dann nennt man die Grössen /)|, 
^2? A3 die Indices und {^^^2 A3} das Symbol der Fläche h. Demnach 
lauten die vorstehenden Doppelverhältnisse ausgedrückt durch die Indices : 

I) [n^ 7t'^ €^ (0^) = h^ihi 

Hieraus erhellt, dass auch durch die Angabe von zwei Verhältnissen 
der drei Indices A, :A2: A3 die Bestimmung der Lage der Fläche A in Be- 
ziehung auf die vier zu Grunde liegenden Flächen vollzogen werden kann. 
Negative Indices bezeichnet man, indem man Minuszeichen über die Indices 
setzt. 

Fällt A mit e® zusammen, so ist Äj = Äj = A3 = 1 ; die Fläche e^ = {M\] 
wird daher Einheits fläche genannt. Fällt A successive mit p^, p-y p'* 
zusammen, so ist der Reihe nach : 

Äj = 1 , ^2 = , A3 = 
hi = 0, A2 = 1 , A3 = 
Ä, =0, Ä2 = 0, A3 = 1. 

Die Flächen pi={100}, p^= {010}, ;>3=^o01} werden Funda- 
mentalflächen genannt. Mit Rücksicht hierauf kann die geometrische 
Bedeutung der durch (1) definirten Indices so ausgesprochen werden: 

Die Indices einer Flüche verhalten sich wie die reciproken Werthe der 
Abschnitte der Flüche auf den, von einem Punkte ausgehenden Durchschnitts- 
linien der Fundamentalflüchen, jeder dieser Werthe mxdtiplicirt mit dem be- 
treffenden Werthe des Abschnittes der Einheitsflüche. 

Liebisch, Georoetr. Krystallogr. 2 
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§*• 
Es soll jetzt die Lage einer fünften Kante i; in Beziehung auf vier zu 
Grunde liegende Kanten /r^, /r^, /r^, d^ bestimmt werden, unter der Vor- 
aussetzung, dass nicht je drei dieser Kanten einer und derselben Ebene 
parallel gehen. Diese Kanten bestimmen 40 Yerbindungsebenen oder mög- 
liche Krystallflächen, von denen je vier durch eine Kante gehen. Bezeich- 
net man : 

[d^ ri) = m 
so gehen durch : 




7t^ • • • * 


pZ 


V^ 


d» 


z^ 


7t^ ' ' - P^ 


♦ 


p' 


d^ 


J52 


7t^ ' ' ' P^ 


p' 
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d3 


J53 


do . . . rft 


(P 


d» 


» 
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r] • • • J5^ 
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# 



Fig. It. 



Die Lage der Kante rj ist bekannt, 
wenn die Lage zweier der drei 
Verbindungsebenen js^, js^, 5^ 
welche i; mit den Kanten n^, tc'^, 
n^ erzeugt, bestimmt ist, und diese 
Ebenen sind fixirt, wenn die Sinus- 
verhältnisse bekannt sind, nach 
denen sie die Flachenwinkel (p^p*), 
[P^P^)i iP^P^) theilen: 
sin (p2j3i) sin (p^js^) sinfp^js^) 
sin (p3j3>) ' sinjpijsV sin [p^z^y 

Diese Verhältnisse sollen nun 
gemessen werden durch die analog gebildeten Sinusverhältnisse, nach 
denen die, durch die Kante d^ mit tt*, tt^, tv^ erzeugten Vorbindungsebenen 
d^, d^j d^ dieselben Winkel theilen; d.h. es sollen die Doppelverhältnisse 
der durch die Kanten /T*, tt^, jt^ gehenden Ebenen gebildet werden: 

^^ ^ ^ sin(p2di)sin{p2j5>] 
(pip.rf.^.)_sin(p>d^). sin(p'^2 
[P p ^; — sin(p3rf2)-sin(p3 52; 

,,,,.« V sin fp^d») sinfp2j33) 
'^ '^ ' sm pWP) sin [p^z^] 

Sind zwei von diesen drei Doppelverhältnissen bekannt, so ist die Lage 
der Kante i; ebenfalls bestimmt. Die durch rr^ tt^, n^ gehenden Ebenen 
erzeugen auf p^, p2, p^ je vier Durchschnittslinien, deren Doppelverhält- 
nisse denen der erzeugenden Ebenen gleich sind. Bezeichnet man : 
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SO erhält man aus den vorstehenden Doppelverhältnissen die ihnen be- 
ziehungsweise gleichen Doppelverhältnisse : 

^ ^^~sin(7r3€i)'sin(/r3Ct) 

f^3^U2r2] _ ?iM!^. sm(7r3g2) 
[^ TT E i^) — ^.^ ^^^ ^2) • sin (/ri ^2) 

(^1^2,3^3] _ !!5i££if!) . fj£i!^) 

^ ^^ sin(7r2€3)-sin(7r2^3) 

Werden durch die Punkte D der Kante d^ AT der Kante rj Ebenen 
parallel zu p*, p^, p3 gelegt und dadurch auf den Kanten 7t\ tt^, 7t^ die 
Abschnitte ODi, OD^, OD^ und OÄ'j, OÄi, OK^ gebildet, so lehrt der An- 
blick der Fig. 42, dass man nach dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie 
ftlr die vorstehenden Doppelverhältnisse setzen kann : 

^ ODx OK^ _ OK:^ Ok\ 
~ OD^ ' OK^ ~ OD^ 0/)i 
_ OD^ OK2 _ OKx OK2 
~ OD^ ' OK] ~ OD^ ' OD2 

Hieraus folgt, dass das Product der drei Doppelverhältnisse wieder 
gleich der Einheit ist. Die Werthe der Verhältnisse 

^^ OD^ ' OD2 ' OD^ 

mögen bezeichnet werden mit 171 : 1/2 '• ^3 ; dann nennt man die Grössen i;i , 
j;2, 1J3 die Indices und [i?ii/2%] das Symbol der Kante 1;. Demnach 
lauten die vorstehenden Doppelverhältnisse ausgedrückt durch die Indices : 

[p^p^d^z^) = [Ti'^Tt^B^t^) = 1J2 : 1J3 
(II) (pip3d2j22) = [n^n^B'^O) = i?3 : 1/1 

Hieraus erhellt, dass auch durch die Angabe von zwei Verhältnissen 
der drei Indices t]^ : 1^2 : 1/3 die Bestimmung der Lage der Kante t] in Be- 
ziehung auf die vier zu Grunde liegenden Kanten geschehen kann. — Fällt 
jy mit d® zusammen, so ist i^^ = 1^2= ^3 = ^5 d*® Kante (jo= [\\\] wird 
daher Einheitskante genannt. Fällt t] successive mit tt^, tt^, jt^ zusam- 
men, so ist der Reihe nach 

Ijj = 1 , 1^2 = , »?3 = Ö 

^1=0, r]2 = \ , ^3 = 

17t = , 1/2 = 0, 1?3 = 1 

Die Kanten 7ri = [100], 7r2==[010], 7r3 = [001] nennt man Fundamen- 
talkanten oder Axen. 
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Die Langen OÄ'i , OÄ2, OÄ3 werden die axoparallelen Abstände des 
Punktes K von den Axenebenen p*, p^^ p3 oder die Coordinaten des Punktes 
A' genannt. Demnach kann man die geometrische Bedeutung der Indices 
^iU ';2t ';3 ro*^ Rücksicht auf (2) durch den folgenden Satz aussprechen: 

Die Indices einer Kante sind proportional den Coordinaten eines ihrer 
Punkte und umgekehrt proportional den entsprechenden Coordinaten eines 
Punktes der Einheitskante. 

Aus den Definitionen für die Indices von Flachen und Kanten : 



/?j : /?2 *• h^ = 



OE^ OE2 OE^ 



_ OK] OK2 Ok\ 

geht hervor, dass diöse Grössen unabhängig sind von den Winkeln zwischen 
den vier zu Grunde liegenden Flächen und Kanten. Sie hangen nur ab von 
der Constructionsarl, durch welche man, von den letzteren vier Flächen 
und Kanten ausgehend, nach dem Gesetz der Zonen zu jenen Flachen und 
Kanten gelangt ist. Verändert man die der Bestimmung der Lage der Fla- 
chen und Kanten eines Krystallflachencomplexes zu Grunde liegenden Fun- 
damental- und Einheitselemente, so treten, wie spater gezeigt werden soll, 
doch immer wieder dieselben Indices, nur als Symbole anderer Flachen, 
auf. Auch bei verschiedenen Krystallflachencomplexcn kehren dieselben 
Flachen- und Kanlensymbole wieder. 

Die Ausfuhrungen der Paragraphen 3 — 4 lehren, dass folgende Grössen 
zur Beschreibung der geometrischen Gestalt eines Krystalles nothwendig 
sind: 1^ die Verhaltnisse der Längeneinheiten der Fundamentalkanten ^die 
sog. Axeneinheileni OEi'. OE2: OE^, welche mit Ausnahme der Falle, wo 
zwei oder alle drei Fundamentalkanten gleichwerthig sind, Verhältnisse 
von irrationalen Zahlen sein müssen, 2j die Winkel zwischen den Funda- 
menlalkanten /r'^rr^;, [:c^/c^]y (/r^/r-^ oder die Winkel zwischen den Fun- 
damentalflachen p'^p^ , [p^pKj P^P^] — das eine Syslem von Winkeln 
kann aus dem anderen berechnet werden, — 3) die Symbole der Flachen 
oder die der Kanten — die einen können aus den anderen abgeleitet wer- 
den. Die unter \] und 2] aufgeführten Grössen werden die geometri- 
schen C n s t a n t e n oder die Elemente des Kr\ Stalles genannt. 

Die in Rede stehenden Grössen \ — 3 können, mit wenigen Ausnah- 
men, nicht direct durch Messung gefunden werden. Sie stehen aber in 
einem angebbaren geometrischen Zusammenhange mit den Flächen- und 
Kanlenwinkeln des Krystalles, welche ihrerseits mit einem hohen Grade 
\on Genauigkeit gemessen werden können. Wie niau aus gemessenen 
Flächen- und Kantenwinkeln tiie Elemenle und die Indices der Flächen 
und Kanten eines Krvstalles ableitet, ist in der Lehre von der Krvstall- 
berechnung darzulegen. 
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§5. 

Durch die vier Flächen p*, p*^, p^, e^ ist ein KrystallflUchencomplex 
geometnsch bestimmt. Man kann irgend eine Kante dieses Gomplexes zur 
Einheitskante wählen, so wie man umgekehrt irgend eine Flache des durch 
die vier Kanten /r*, tt^, tt^, d« bestimmten Krystallflächencomplexes zur 
Einheitsfläche zu nehmen berechtigt ist. Der Einfachheit wegen wollen wir 
die Fundamentalflächen und -Kanten und die Einheitsfläche und -Kante so 
wählen, dass zwischen ihnen die Beziehungen bestehen, welche durch die 
in § 3 — 4 angewendeten Bezeichnungen schon angedeutet wurden. Es soll 
demnach die Einheitskante ö^ von der Einheitsfläche e^ durch die 
Fundamentalecke ha rm onisch getrennt werden ; d. h. nach den 
in § 2 gegebenen Erläuterungen, es sollen die Geraden e^, «^ e^ die Winkel 
(tt^tt^), (tt^/t^), {7i^7c'^) nach demselben Sinusverhältnisse aussen theilen, 
nach welchen die Geraden e^ e'^, e^ dieselben Winkel innen theilen, so 
dass : 



[TT^Tt 



, . ., sin(7r2€4) sin [Vr^e^) . 

sin {7r^€*) sin [/t^e^] 



^ 'sin (tc^s^i sin (rrU^j 

sin(7ri€«) sin (tt »€••*) . 

sm [71^ €^) sin [7t^€^ 

Wir wollen jetzt die Bedingung dafür aufsuchen, dass eine Kante i] in 
einer Fläche h liegt, oder dass eine Fläche h durch eine Kante t] geht. Zu 
diesem Zw eck mtlssen die Methoden der § 3 — 4 ftlr die Bestimmung der Lage 
von Flächen und Kanten verbunden werden, unter der Voraussetzung, dass 
die gegenseitige Lage von Fundamentalflächen und -Kanten, Einheitsfläche 
und -Kante die so eben angegebene sei, d.h. unter der Voraussetzung, 
dass die Beziehungen (I), (II), (III) bestehen. Zur Veranschaulichung des 
Zusammenhanges der in Betracht kommenden Gebilde bedienen wir uns 
wieder einer Linearprojection (Fig. 13), deren Schnittgeraden und Schnitt- 
punkte dieselben Buchstaben tragen wie die entsprechenden Flächen und 
Kanten. In jeder der Flächen p^, />2, p^ sind sechs Durchschnittslinien 

enthalten : 

p^ ' ' ' TT^nr^c^c^w*^* 

Wendet man jedesmal auf die fünf ersteren Geraden die Identität : 

(1234) (1245) (1253)= 1 
oder: 

(1234)(2135) = (I254; 

an, so erhält man aus der Multiplication entsprechender Doppel Verhältnisse 
der Systeme (I) und (III) folgende Relationen : 
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(IV) 







.T' 



Fig. 13. 

Ferner erhält man aus der Multiplication entsprechender Doppelver- 
hältnisse der Systeme (II) und (IVj die Beziehungen : 



(V) 



(7r3 Tri £2 ^2) (^1 ^3 ^2 £u2) = _ ^3^3 ^ (^3 ^1 ^,2 2:2) 

(7ri7r2€3^3)(^2^ie3cj3) = _ ^ = (7ri7r2w3^3) 



Bildet man nun aus dem Systeme (V) drei Gruppen von je zwei Glie- 
dern, welche denselben Nenner haben, wie z. B. 

_{i5?^(7r27r3wiW, — J^ =(7r3 7r»^2c^2) 

so liefert in dem Falle^ wo die Kante rj in der Fläche h liegt (oder die Fläche h 
durch die Kante rj geht), jede dieser Gruppen die Einheit als Summe. In 
der That, das EbenenbUschel, dessen Axe die Kante rj ist, schneidet die 
Flächen p^ und p^ so, dass : 

Nun ist: •7t^07t^(o^)= {^^co^Tt^^^) 

und : (7r2^3^i ^i) + [Tt'^ioin^^i) = 1 
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folglich : 

(31) Aj ly, + Ä21/2 + ^zVi = Ö 

Diese Gleichung ist symmetrisch in Beziehung auf die Indices h^, ^2» ^3 
und rji, ti2i ^3- ^^ nachdem das eine oder das andere System dieser Indices 
als constant betrachtet wird, stellt (91) die Gleichung einer Fläche 
oder einer Kante dar. Sind die Indices h^j h^, h^ constant, so erfüllen 
die Indices aller in der Fläche A liegenden Kantenrichtungen die Gleichung 
(31}; d. h. in diesem Falle ist (31) die Gleichung der Fläche h. Sind die In- 
dices rjij r]2, fjz constant, so wird die Gleichung (81) befriedigt von den In- 
dices aller die Kantenrichtung t] enthaltenden Flächen; d. h. in diesem 
Falle ist (31) die Gleichung der Kante rj. 

Gleichung der Einheitsfläche e^ : Gleichung der Einheitskante ö^ : 

V\ + V2 + Vz = ^ Aj + ^2 + ^3 = ^ 

der Fundamentalfläche der Fundamentalkante 



pi . . . i^j = 
p2 . . . 1J2 = 
;>3 . . . 1^3 = 

Die Gleichung einer Fläche h, 
welche bezw. die Fundamentalkante 
TT*, TT^, n^ enthält, ist : 

Ä2 ri2 + A3 IJ3 = 

hl »?i + A2 »?2 = 

worin die Grössen h^ h^, h^ constante 
Grössen sind. 



TT 



1 



TT« 



. Äj = 

• A2 = 
. A3 = 



Die Gleichung einer Kante ly, 
welche bezw. in der Fundamental- 
fläche pS p^, p^ liegt, ist : 

A2 rj2 + A3 V-i = ^ 

^3 Vi + htV\ = ^ 
A, 1;, -f- A2 1^2 = 

worin die Grössen i^i, 1^2) ^3 constante 
Grössen sind. 

Wird die Kante rj von der Fläche A durch die Fundamentalecke har- 
monisch getrennt, so ist nach (V): 

oder : 

M? _ V23 _ Vgl _ ^ 

^zVz *i^i ^»/i 
folglich : 

1 \ 1 

d. h. die Indices einer Kante (Fläche) verhalten sich zu einander wie die reci- 
proken Werthe der Indices derjenigen Flüche [Kante] ^ von der sie durch die 
Fundamentalecke harmonisch getrennt tvird. 
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Drittes Kapitel. 

§ 1. Das Gfesetz der rationalen Indices. § 2. Auflösung det unbestinunteu 
Gleichung des ersten Grades für die Elemente eines Flächen- oder Kanten- 
büschels. § 3. Zusammenhang zwischen dem Gesetz der Zonen und dem 
Gesetz der rationalen Indices. § 4. Bedingung dafür , dass Flächen 
oder Kanten in einem Büschel liegen. § 5. Geometrische Bedeutung 

des Parameters. 



Die geometrische Eigenschaft, welche die Krystall formen vor allen 
tlbrigen Poly(^dern auszeichnet, wurde als Gesetz der Zonen ausgesprochen. 
Nachdem wir eine Bestimmung der Lage von Flächen oder Kanten durch 
Zahlen kennen gelernt haben, sind wir im Stande aus dem Gesetz der 
Zonen einen Satz abzuleiten, der eine andere, für die Folge nützliche Auf- 
fassung der charakteristischen Eigenschaft der Krystallpolyi^der enthält. 
Zu diesem Zwecke haben wir zunächst die Indices für die Durchschnitts- 
linie zweier Flächen und die Verbindungsebene zweier Kanten durch die 
Indices dieser letzteren auszudrücken. 



Die Indices einer Kante tjj welche 
Durchschniltslinie der Flächen h und 
h' ist, genügen gleichzeitig den 
Gleichungen : 

Äi '^i + ^2 V2 + h '?3 = Ö 
h'ir^i + h\r]2 + A'3^3 = 

Daraus folgt : 



(1) ^n-wn-i^ 



h\h\ 



h\h\ 






oder in symbolischer Schreibweise : 

Man bildet diese Determinanten, 
welche in dem Rechteck 



hl hl /?:^ 
h\h\h''i 



= [n\Wh 



enthalten sind, successive nach dem 
Schema : 



h 
h\ 



h. 



^ X'ii x'li x"2 






h. 
h\ 



Die Indices einer Fläche A, welche 
Verbindungsebene der Kanten t] und 
rf ist, genügen gleichzeitig den 
Gleichungen : 

*i i\ + *2 Vii + ^3 ^'3 = ö 
Daraus folgt: 

'?2 ^3 . '?3 ^1 . '?! ^2 
^'2 i'i ' rj's Vi ' V\ V'2 

oder in symbolischer Schreibweise : 

hi'fh''hs=[rir]')x:[rjrj']2:{rirj')^ 

Man bildet diese Determinanten, 
welche in dem Rechteck 



^1 • ^2 : A3 = 



= {A1A2A3} 



»?} ri2 »?3 
>? 1 »? 2 »?'3 

enthalten sind, successive nach dem 
Schema : 



!(?x??x!?J x^? 



'/2 



»; 3 ^1 ri2 



§ 1 . Das Gesetz der rationalen Indices. 
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Daraus folgt; dass eine Fläche h 
insbesondere die Fundamentalebe- 
nen pi = {100}, p2 = |oiO}, p3 
= {001} in folgenden Kantenrich- 
iungen schneidet : 



Daraus folgt, dass durch eine Kante i] 
insbesondere parallel zu den Fun- 
damentalkanten 7t^ = [^00], >r2 
= [010], 7r3 = [001] folgende Fla- 
chen gehen : 



w' = 



(2) €.2 = 



w 



\ 
1 

10 1 



= [OÄ3Ä2] 



"'2 



53 = 



10 

1 

»?l'?2^3 
1 



= {0l?3'/2} 
= (^3 0l?l} 
= {'?2^l0} 



Den Kanten ij, 1^' gehe die Fläche Ä, 
den Kanten t, ^' die Fläche A* parallel ; 
die Durchschnittslinie von h und A* 
sei I, dann sind die Indices von ^: 

(3) ?i:?2:bS = 

(('?^')(rr))t:((w)(bT))2:((^'?')(?n3 



Die Durchschnittslinie der Flächen 
h, h' sei ij, diejenige der Flächen A*, A' 
sei ^: den Kanten i;,t gehe die Fläche/ 
parallel dann sind die Indices von /: 

(;AÄ'; (A-Ä-'i), : {\hh^)mh ■ i^M') (**•';;» 



Diese Formeln lassen, wie jetzt gezeigt werden soll, die Beschaffenheit 
der Indices näher erkennen. 

Da die vier Flächen p^, p'^, p^, e^, welche wir in § 3 des zweiten 
Kapitels betrachtet haben , nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, so können sie nach dem Gesetz der Zonen einer De- 
duction der übrigen Flächen und Kanten zu Grunde gelegt werden. Die 
Indices der letzteren mtlssen dann mit Hülfe der Formeln (1) successive aus 
den Indices der Flächen p^, p^, p3, e^ gebildet werden. Nun sind die In- 
dices der vier zu Grunde liegenden Flächen, wie wir in § 3 des zweiten 
Kapitels gefunden haben, rationale ganze Zahlen, nämlich : 

p^= 100, p^ = 010, p3 = 001, eO= 111 

und die Indices der abgeleiteten Flächen und Kanten sind, wie aus (1) her- 
vorgeht, rationale ganze Functionen derselben. Demnach besitzen alle aus 
p^, p^, p3, e^ ableitbaren Flächen und Kanten rationale ganze Indices. Da 
nur die relative, nicht die absolute Lage der Krystallflächen bestimmt ist, 
so sind auch nur die Verhältnisse, nicht die absoluten Werthe der Indices 
bestimmte Grössen. Es genügt daher zu sagen, dass die drei Indices einer 
Fläche oder Kante Verhältnisse von rationalen Zahlen seien, da man sie 
selbstverständlich stets durch die Verhältnisse von drei ganzen Zahlen ohne 
gemeinschaftlichen Divisor darstellen kann. 

Die vier zu Grunde liegenden Flächen p^ p^, p\ e^ sind keiner an- 
deren Beschränkung unterworfen als der, dass sie nicht zu je dreien einer 
und derselben Zone angehören. Folglich erhalten die Flächen und Kanten 
eines Krystallflächencomplexes allezeit rationale Indices, wenn die Bestim- 
mung der Lage derselben von irgend vier Flächen der angegebenen Be- 
schaffenheit ausgeht. Ein Gleiches gilt für die aus vier Kanten deducirten 
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FlächcD und Kanten. Dieses Ergebniss führt den Namen : Gesetz der 
rationalen Indices. Zur Formulirung desselben wollen wir eine von 
A. F. Möbius glücklich gewühlte Bezeichnung benutzen. 



Es seien drei nicht einer und 
derselben Geraden parallele Flachen 
PS P^> P^ gegeben , welche sich in 
dem Punkte schneiden und die 
Durchschnittslinien tt^, tt^, tt^ er- 
zeugen (Fig. U). Eine vierte Fläche 



Es seien drei nicht einer und 
derselben Ebene parallele Kanten 
TT*, TT^, n^ gegeben, welche sich in 
dem Punkte schneiden und die 
Verbindungsebenen p*, p^, p^ be- 
stimmen [Fig. 15). Die Coordinaten 





Fig. U. 

e bestimme auf diesen Durchschnitts- 
linien Abschnitte, welche sich ver- 
halten wie die Längen : 

0E^:0E2:0E^. 

Eine fünfte Fläche h bestimme Ab- 
schnitte, welche sich wie die Längen : 

0//i : OH2 : O//3 

verhalten. Man bilde die drei Ver- 
hältnisse : 

OFi OE2 OEj 
OH^' 0H\' OH^ 

Wenn die beiden zwischen denselben 
bestehenden Verhältnisse 

OE^ OE2 OE2 ,. ;. . 
gleich Verhältnissen von rationalen 



Fig. 45. 

eines Punktes einer vierten Kante d 
verhalten sich wie die Längen : 

OZ)i : OD2 : OD^ 

die eines Punktes einer fünften 
Kante tj wie die Längen : 

Oä\:Oä'2:OÄ3. 

Man bilde die drei Verhältnisse : 

OK^ OK2 OK^ 
OD^' OD2' 0D{ 

Wenn die beiden zwischen den- 
selben bestehenden Verhältnisse 

OÄj OK2 OÄ3 

0D,''0D2'0D^~'^'''^''''^^ 

gleich Verhältnissen von rationalen 



§ 4 . Das Gesetz der rationalen Indices. 27 

Zahlen A|, A2, h^, die Null mit ein- Zahlen rj^, r]2y tj^, die Null mit ein- 
begriffen, sind, so nennt Möbi US begriffen, sind, so nennt Möbius 
die fünfte Fläche h aus den vier die fünfte Kante rj aus den vier 
ersleren Flächen p^jp'^, p^, e ariih- ersteren Kanten tt^, tt^, tt^, (5 a r i t h- 
m e t i s c h ableitbar. m e t i s c h ableitbar. 

Demnach lautet das Gesetz der rationalen Indices : 

Das System der in einem Krystallßüchencomplex möglichen Flächen und 
Kanten ist so beschaffen, dass aus je vier Flächen oder Kanten, welche nicht 
SU je dreien einem und demselben Büschel angehören, die jedesmal übrigen 
Flächen und Kanten arithmetisch abgeleitet werden können. 

Im Allgemeinen ändern sich die Flächen- und Kantenwinkel der Kry- 
stalle stetig bei einer stetigen Temperaturveränderung. Da die Indices als 
rationale Zahlen sich nicht stetig mit der Temperatur ändern können, so 
müssen für jede Fläche oder Kante die Verhältnisse ihrer Indices bei jeder 
Temperatur dieselben bleiben — eine Eigenschaft der Krystalle, welche 
unter dem Namen: Gesetz der Erhaltung der rationalen Indices be- 
kannt ist. 

Die Indices der Flächen und Kanten eines Krystalles müssen aus Mes- 
sungen der Winkel desselben berechnet werden. Wegen der mannigfachen, 
zum Theil regellosen und unvermeidlichen Fehler, mit denen diese Messun- 
gen behaftet sind, wie Ausbildungsfehler der Krystalle, Unvollkommenheiten 
der Messinstrumente und der Sinne der Beobachter, ergeben die Rechnun- 
gen in den meisten Fällen zunächst irrationale Zahlen für die Indices. Da 
jedoch nur die Verhältnisse dieser Grössen in Betracht kommen, so wird 
man stets ganze Zahlen ßnden können , welche den irrationalen Werthen 
so nahe kommen, als man nur will. Die Willkür, welche demnach in der 
Ermittelung der wahren Werthe der Indices zu herrschen scheint, wird 
indessen dadurch wesentlich eingeschränkt, dass, wie schon der Entdecker 
des Gesetzes der rationalen Indices, R. J. Hauy , bemerkt hat, in der über- 
wiegenden Mehrzahl der beobachteten Fälle die Indices nur den ersten 
Zahlen der natürlichen Zahlenreihe angehören. Das in Rede stehende Ge- 
setz muss also erfahrungsmässig : Gesetz der einfachen rationalen Indices 
genannt werden. Erst in dieser durchaus erfahrungsmässig begründeten 
Fassung bietet uns dasselbe ein Mittel zur Auswertbung der Messungsresul- 
tate dar. Denn man kann nur dann nachweisen, dass die Indices rationale 
Zahlen sind, wenn sie zugleich einfache Zahlen sein müssen. 

Die Reductionen der aus den Messungsresultaten abgeleiteten irratio- 
nalen Zahlenwerthe auf die wahren rationalen Werthe für die Indices 
müssen natürlich innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler liegen; 
d. h. berechnet man aus den reducirten Werthen der Indices von Flächen 
oder Kanten die von den letzteren unter einander eingeschlossenen W^inkel, 
so müssen die Differenzen zwischen den gemessenen und den berechneten 
Winkeln geringer sein, als diejenigen Winkelgrössen, welche als regellose 
und unvermeidliche Fehler aus den oben genannten Fehlerquellen fliessen. 
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ErfahruDgsgemäss genügt bei dem Vergleich der direct aus den Messungen 
abgeleiteten und der redueirten Werthe der Indices die Uebereinstimmung 
der ersten beiden Stellen des Decimalbruehes. Die Methode der Reduction 
besteht darin ^ dass der Decimalbruch in einen Kettenbruch entwickelt und 
aus den Naherungswerlhen des letzteren derjenige gewühlt wird, welcher 
den so eben hervorgehobenen Anforderungen genügt. 

Das Gesetz, weiches später den Namen Gesetz der rationalen Indices erhalten hat, 
wurde von R. J. Hauy als eine Folgerung aus der von ihm über die gesetzmfissige An- 
ordnung der kleinsten Theile der Kristalle aufgestellten Hypothese gefunden. (Extrait 
d'un Memoire sur la structure des cristaux de grenat, approuv^ par TAcad. Roy. d. Sc. 
le 21. F6vr. 4784. Journ. de Phys. Mai 4 782, pag. 366. Memoire sur la structure des 
Späth calcaires. appr. le 22. Dec. 4 784. Journ. de Phys. Juillet 4 782, pag. 33. Essai 
d'une thöorie sur la structure des cristaux. Paris 4784, 8^, übersetzt in Gren's neuem 
Journal der Physik, 4 795, 2. 44 8. Trait6 de cristallographie, 2 vol. in S^ avec atlas in 40, 
Paris 4822. Trait6 de min6raiogie, T. I— IV, Paris 4804 — übersetzt von Karsten und 
Chr. S. Weiss 4804. — See. 6dit. Paris 4822 und zahlreiche andere Abhandlungen.; 
Allein dieses Gesetz ist ein Erfahrungssatz, der keineswegs zur Annahme der Hauy *schen 
Vorstellung über die Structur der Krystalle zwingt. Es gelang zuerst J. Bernhardi 
und Chr. S. Weiss die Hauy'schc Grundanschauung abzustreifen und die geometrische 
Beziehung zwischen den Flächen und Kanten eines Kr>'stallpolyäders rein geometrisch 
auszudrücken. 

Das Gesetz der rationalen Indices und das Gay-Lussac'sche Volumengesetz 
sind dadurch ausgezeichnet, dass sie Abhängigkeiten von einfachen ganzen Zahlen» die 
in den übrigen bekannten Naturgesetzen zu fehlen scheinen, aussprechen. 

§2- 

Wir sind jetzt in der Lage auf Grund der Ergebnisse des § 1 die In- 
dices aller Flachen oder Kanten eines Btlschels anzugeben. 

Damit eine Flache h = {^1/12^3} dem Büschel, dessen Axe die Kante 
V = i^n V2 '/s] ist , angehöre , müssen nach § 5 , 21 des zweiten Kapitels 
ihre Indices die Bedingungsgleichung erfüllen : 

(1) h^t]x H-/i2'/2 + ^3^3 = 

Man findet daher die Gesammtheit der Flachen des Büschels, indem 
man die Verhaltnisse der ganzen Zahlen Ä, : Ä2 '. Ä;j aufsucht, welche die vor- 
stehende unbestimmte Gleichung des ersten Grades mit ganzzahligen Coef- 
ficienten iji, >;27 ^h befriedigen. Die Gleichung (1) können wir schreiben : 

(2; Allyi 4-/?2'y2 = — ''3'?3 

Sind hierin ij^ und 1^2 nicht von vornherein relative Primzahlen, so dividire 
man zunächst die beiden Seiten der Gleichung mit dem grössten gemein- 
schaftlichen Theiler von iji und 1/2. Dann ist die Gleichung (2) immer in 
ganzen, resp. rationalen Zahlen A,, /12? ^3 auflösbar, denn die unbestimmte 
Gleichung (3) mit den Unbekannten pi und p2 : 

(3 pi i;i + p2 r]2 = 1 

ist, wenn 1;, und 1J2 ganzzahlig und relativ prim sind ; in ganzen Zahlen 
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auflösbar. Man findet die Auflösungen, indem man für r^ und r^2 das Schema 
des grösslen gemeinschaftlichen Theilers bildet: 

(4, 'r= 93 ''2 + ''3 

r„-2 = qnrn-\ + ^w 

und daraus durch successive rtlckwärls gehende Eintragungen eine 
Identität : 

1 == mj 7]^ + ni2 r]2 

ableitet, worin in^ und m^ bestimmte, aus den ganzen Zahlen q^j 92'"9n + i 
zusammengesetzte ganze Zahlen sind, welche eine ganzzahlige Auflösung 
von (3) darstellen. Auch die mit einer beliebigen ganzen Zahl s gebildeten, 
zusammengehörigen Zahlen : 

(5) Pj = Wi + Slj2 , P2 = ^^'2 — srji 

befriedigen die Gleichung (3). Nun erhält man aus einer Auflösung Wi, fW2 
von (3) sofort eine Auflösung von 2) : 

(6) Ä, = — A3 1^3 nii , h2 = — h-s )j.^ mj 

worin ^3 eine beliebige ganze Zahl ist, und es ist ersichtlich, dass auch die 
Zahlen: 

;7) — A3 1^3 m, 4- s 1^2 , ~fh '?3 »h — ^ *?! 

der Gleichung [2] genügen. Diese letzteren Zahlen bilden für jeden be- 
stimmten Werth von A3 zwei unbegrenzte arithmetische Reihen, von denen 
die eine die Differenz 1J2, die andere die Differenz r^^ besitzt. Diejenigen 
Glieder der beiden Beihen gehören zusammen, für welche die Zahl s die- 
selbe ist. 

Eine analoge Betrachtung gilt für Kantenbüschel. 

Beispiel. — Es sei 17 = [51, H, 3], worin j?! = 5t und »72 = ^^ relative Prim- 
zahlen sind. Dann lautet die Gleichung (3): 

Pi-5t -|-P2'H = <• 
Das Schema des grössten gemeinschaftlichen Theilers giebt : 

51 = 4 . 11 -+- 7 

11 = 1. 7 -+- 4 

7 = 1- 4 -+- 3 

4 = 1. 3 -+- 1 

Hieraus folgt umgekehrt -. 

1 = 4 — 18 

— 1 . 3 = — 7 -+- 1 . 4 
1 = — 7 -h J . 4 

2.4 = i-11 — 2.7 
1 = i . 4 1 — 3 . 7 

— 3 .7 = — 3.51 + 12- ff 
f = — 3-51-f 14-11 
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folglich : 
und demnach 



Ferner nach (7) 



Wj en — 3 , fW2 =» 1 4 

p.2 sas U 51-5 

/i| s 9 • A3 4- 4 ? • Ä 

Ä.2 = — 44 'Äa — 51-5 



§3. 

Man kann nun zeigen, dass Flächen, deren Indices rationale Zahlen 
sind, im Zonenverbande stehen. 

Jede Flache h, deren Indices gegeben sind, wird bestimmt durch in 
ihr liegende Kantenrichtungen, welche ihrerseits durch schon vorhandene 
Flachen mit rationalen Indices erzeugt werden. In der That , man kann 
mit Htllfe der so eben entwickelten Methode die Gesammtheit der Flächen 
angeben, welche den Flächenbtlscheln mit den Axen: 

Tri =[100], 7r2=[010], tt^ = [001] 
angehören. Darunter befinden sich auch die Flachen : 

{0Ä2Ä3}, {ÄiOÄa}, {A1A2O}, 
welche auf den Fundamentalflachen : 

pi = {100}, p2 = {010}, /)3 = {001} 
die Kanten : 

a>i = [0Ä3Ä2], w2=r^^0Ät], w3=[Mi01 

erzeugen. Durch je zwei dieser Kanten ist aber die Flache h vollständig 
bestimmt. 

Analog ist die Bestimmung einer Kante rj auszuftlhren. 

Der Zusammenhang zwischen dem Gesetz der Zonen und dem Gesetz 
der rationalen Indices wird also durch folgenden Salz ausgesprochen: 

Jede aus vier Flächen oder Kanten arithmetisch ableitbare Fläche oder 
Kante ist aus denselben Flächen oder Kanten auch geometrisch ableitbar und 
umgekehrt. 

F. E. Neu mann hat in seiner Inaug.-Diss.: De lege zonarum princlpio evolutionis 
systematum crystallinorum. Berolini 1826, pag. 2 auf den Zusammenbang zwischen dem 
Gesetz der Zonen und dem Gesetz der rationalen Indices aufmerksam gemacht. Der im 
Vorstehenden mitgetbeilte Beweis wurde zuerst von A. F. Mö b i us in dem für die neuere 
Geometrie bahnbrechenden Werke: Der barycentrische Caicul. 1827 gegeben, insofern 
derselbe in dem Abschnitte über das geometrische Netz in der Ebene S. 266 ff. Systeme 
von Geraden und Punkten der Ebene, welche die Eigenschaft der Flächen und Kanten 
eines Krystalles besitzen, arithmetisch und geometrisch aus je vier unter ihnen ableit- 
bar zu sein, behandelte. Die Bedeutung seiner Untersuchung für die geometrische Kry- 
stallographie bemerkte Mübius erst spöter (vgl. die auf S. 10 cit. Abhandlung). 

§4- 
Wir suchen jetzt die Bedingung dafür, dass Flachen oder Kanten in 
einem Büschel liegen. 
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Wenn drei Flächen ä, A', A" einem 
Büschel, dessen Axe die Indices 
1211^2^3 besitzt, angehören sollen, so 
müssen ihre Indices die Gleichungen 
befriedigen : 

*! ^i + h m + *3 '?3 = ö 

(1) h\ i?i + Ä'2 ri2 + Ä'3 '?3 = 

Ä"i »?i 4- A' 2 r}2 + A"3 1^3 = 

woraus folgt, dass die aus den Indi- 
ces der drei Flächen gebildete De- 
terminante verschwinden muss : 

Aj A^ A3 

(2) K^ ^',? ^',? ^^ 

h"i A 2 A 3 

Umgekehrt folgt aus dem Verschwin- 
den dieser Determinante, dass die 
drei Flächen einem und demselben 
Büschel angehören. Bezeichnet man 
die linken Seiten der Gleichungen (1) 
symbolisch mit 

m 

SO verschwindet auch jede, vermit- 
telst dreier ganzen Zahlen A, l', X" 
gebildete lineare Verbindung dieser 
Grössen identisch: 

(3) Xhr^ + X'h'yj + X"h\ = (S 

denn man kann sie so schreiben : 
(AAi -f- X'h\ -f- X" h'\)r]i -f- 

(AA2 + >l'A'2 + rA"2)'?2 + 
(AA3+rA'3-hrA"3))?3 = 

und ersieht daraus, dass sie nur 

stattfinden kann, wenn jeder der 

Coefficienten für sich verschwindet : 

AAi +X'h\ +rA"i =0 

(4) AA2 + >t'A'2 + rA"2 = 

AA3 +rA'3 + rA"3 = o 

Dies ist aber der Fall, wenn, wie 
oben vorausgesetzt wurde, die von 
den Indices der drei Flächen ge- 
bildete Determinante : 



= 



Wenn drei Kanten t], iy', rj" einem 
Büschel, dessen Ebene die Indices 
A1A2A3 besitzt, angehören sollen, so 
müssen ihre Indices die Gleichungen 
befriedigen : 

Äl Vi + ^2 »?2 + A3 »?3 =0 

^1 ^'1 + A2 r]'2 4- A3 ly's = 
^1 V"\ + h n\ + h ^"3 = Ö 
woraus folgt, dass die aus den Indi- 
ces der drei Kanten gebildete De- 
terminante verschwinden muss : 

»?i »?2 ^3 
'?'i '?'2 ri's 

n \V2m 

Umgekehrt folgt aus dem Verschwin- 
den dieser Determinante, dass die 
drei Kanten einem und demselben 
Büschel angehören. Bezeichnet man 
die linken Seiten der Gleichungen (1) 
symbolisch mit 

^Ä> v'hy i'h 

so verschwindet auch jede, vermit- 
telst dreier ganzen Zahlen /, T, /" 
gebildete lineare Verbindung dieser 
Grössen identisch: 

denn man kann sie so schreiben: 

{lr,i + l'ri'i + /"»/"jjAj + 

und ersieht daraus, dass sie nur 
stattfinden kann, wenn jeder der 
Coefficienten für sich verschwindet: 

lr]2 + l' rj'2 + r Jj' 2 = 

Dies ist aber der Fall, wenn, wie 
vorausgesetzt wurde, die von den 
Indices der drei Kanten gebildete 
Determinante : 



(5) 



A, h\ h\ 
A2 A'2 A"2 

A3 A'3 A"3 



tr 



m Vi v,i 
V2V2V2 
vz v'z n"z 
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welche mit 2) Übereinstimmt, ver- 
schwindet. — Aus (4y ergiebt sich 
nun, dass man die Verhältnisse der 
Indices einer Flache h des Büschels 
[h' h"] ausdrücken kann durch die 
Indices der Flächen h\ h" und eine 



'i** 



Zahl -^ , welche mit der Fläche h 

variirt: 

.6) hi : /?2 : ^3 = 

):h\+i"h\:):h\+rh\j:h\+):h\ 



tt 



Zu jedem Werthe von ^ gehört eine 

Fläche des Büscheis und umgekehrt, 
für jede Fläche des Büschels kann 

man eine Zahl yy , einen sogenann- 

ten Parameter, finden. 

Sind die Indices der Flächen Ä, 
Ä', Ä" gegeben, derart, dass sie der 
Bedingungsgleichung (3) genügen, 
so folgen aus (4) die Verhältnisse der 
Zahlen : 






7) ).:X':r=h'/r.,:h"h)^ 

Da nun der Parameter y^ durch die 

Indices der drei Flächen rational 
ausgedrückt werden kann, so ist er 
eine rationale Zahl, die alle Zah- 
lenwerthe von — oo-bis -|- oo an- 
nehmen kann. 

Die Gleichung einer Fläche // des 
Büschels lautet : 

;8) Äj;»= A' A'^ -f r Ä'V; = 



welche mit (2) übereinstimmt , ver- 
schwindet. — Aus :4) ergiebt sieb 
nun, dass man die Verhältnisse der 
Indices einer Kante r^ des Bttschels 
[r^' );"} ausdrücken kann durch die 
Indices der Kanten y;', ij" und eine 

r 

Zahl Y , welche mit der Kante i; 
variirt: 

r 

Zu jedem W erthe von ^ gehört eine 

Kante des Büschels und umgekehrt, 
für jede Kante des Büschels kann 

r 

man eine Zahl j,^ einen sogenannten 

Parameter, finden. 

Sind die Indices der Kanten ij, 
»;', >;" gegeben, derart, dass sie der 
Bedingungsgleichung ;2j genügen^ 
so folgen aus (4 die Verhältnisse der 
Zahlen : 



/:f :r = 



»/ ^ 1 

I lt. 






.'/ 



ff 



r 






Da nun der Parameter y durch die 

Indices der drei Kanten rational aus- 
gedrückt werden kann, so ist er eine 
rationale Zahl, die alle Zahlen- 
werthe von — oo bis 4- oo anneh- 
men kann. 

Die Gleichung einer Kante t] des 
Büschels lautet : 



Wie die Gleichung (2) lehrt, enthält die Bedingung dafür, dass dre 
Flächen oder Kanten einem Büschel angehören , nur die Indices dieser 
Flächen oder Kanten, deren Verhältnisse bei jeder Temperatur dieselben 
sind, und ist unabhängig von den Axenlängen und den durch die Axen ein- 
geschlossenen Winkeln, welche Grössen im Allgemeinen mit der Temperatur 
stetig veränderlich sind. Demnach bleiben die Flächen oder Kanten, welche 
bei irgend einer Temperatur in einem Büschel liegen , auch bei jeder 
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anderen Temperatur in demselben Büschel vereinigt. Dieser Satz führt 
den Namen : Gesetz der Erhaltung der Btlschel. 

Beispiel. — Der von den Flächen V«: 210 und A"» 141 bestimmten Zone [491] 
gehören unter anderen folgende Flächen an : 

240, 581, 324, 548, 444, 845, 123, 185, 012, T87, Tl3, ^.8.41, i44, ?15, T04, 
5T8. TT2, TTJ.5, 5Tl, 75l. 



Aus (7) ergiebt sich für : 








h^$Z\ X:)l:X" 


= 4 


:2:4 


• 


821 ... . 


— 1 


4 :4 




543 ... . 


— 1 . 


1 :8 




845 . • . . 


— 4: 


— 1 : 


5 


123 ... . 


— 1 : 


— 4 : 


3 


135 • • . • 


— 4: 


— 2: 


5 


u. s. w. 






so dass nach (6) : 






Ät:A2:Ä3= 5:3:4= 2-2 -f- 1 -1 : 


2.1+ 1 .4 : 


2.0+11 


3:2:4« 4.2 + 1-4: 


1.4+1.4: 


4.0 + 11 


5:4:3= 1 . 2 -f 8 • 1 : 


1 . 1 + 8-1 


1 .0 + 3.1 


3:4:5 = — 4. 2 + 5.1:- 


- 1.4 + 5.4 


: — 4 .0 + 5.4 


1:2:8 = — 4. 2 + 8.1:- 


-4 .4 +8.1 


: — 4 .0 + 8.4 


4 : 8 : 5 = — 2.2 + 5-4: - 


— 2.1 +5.4 


: — 2.0 + 5.1 



u. s. w. 
Im regulären Systeme ist [4 14] eine der »Diagonalzonen« des Oktaeders. 



§5. 



r 



Es soll die geometrische Bedeutung des Parameters -p- ermittelt <^er-. 

den *j . Der Kürze wegen beschränken wir uns auf die Betrachtung von 
Flachenbttscheln. 

Aus § 4 [7] entnehmen wir : 

A" h^h^ — A3 A'2 A3 h\ — hl h\ hl h'2 — h^ h\ 
X h^h ^ — A3 h'^2 h^h i — hl h'\ Aj A 2 — A^ h^i 
Wird einer dieser Werthe, z. B. der dritte, umgeformt in: 



(1) 



r 



h\ 



Aj A^2 
A2 A"2 



so ist derselbe nach der Definition der Indices in § 3, 1 des zweiten Kapitels : 

r—h\ * 1 — (7r27ri€«ci>3):(7r27rUeci>"3) 
worin w's und to"^ die Durchschnittslinien der Flächen A' und A" mit der 



♦) Th. L., Zeitschr. f. Krystallogr. 4879, 4, 202. — Vgl. W. Fiedler, Darstellende 
Geometrie. 2. Aufl. 1875, S. 541, Nr. 7. Hier ist das Resultat, ebenso wie das in Nr. 6 
ZQletzt unrichtig abgekürzt. 

Li ebi 10 h, Geometr. Krystallogr. 3 
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Fundameatalilache p> bedeutea, siehe die LiRearprojectioc Fig. 16. Dieser 
Ausdruck lässt sich mil Hülfe der von fünf Elementen eines Büschels gelten- 
den Identität : 

(123i)(1845)(1SS3)=1 
oder: 

[123i):(i235]={2U5) 
umgestalten in : 

A" h\ i — [;r';r*ü)'ü)'*j 

A' A", 4 — (Tr'jr^fu^w"'; 

_A', 




Fig. 1«. 

Bezeichnet man nun die Flächen des Büschels i] = [k, h', h"], 
parallel zu den Fundamentalkanten 

^> = [100], ^2= [010], fr3=[001] 
gehen, der Reihe nach mit m', m', m^, so dass: 

ffli = [0(A'A"]a(Äy)a} = {0(ft"A)3(FT),} = {OfAA')j(ÄF]i) 

ffli = {(A'A"l30m.} = {lA"A)aO[A;;A).} = {(ÄFj^OjAA'),} 

m3= {(A'A"ii(fi'A"),0) == {iA"Al,(A"A),0) = {(AA')j(AA'.)iO} 

dann ist, wie die Figur 16 veranschaulicht, das DoppelverhUltniss: 



und demnach : 








(<■) 


IT _h; 


. Im'hh-h'] 






= & 


Sit, im' h-] 


»in{ml*'l 



n(AA'} 
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_r_Ä\ smjm^h") s\u{hh') 
X ~ h\ ' s'w im^h')' sin (hh") 

Zwei analog gebildete Werthe erhalt man für — -p- aus dem ersten 

und zweiten Ausdrucke in (4)^ so dass allgemein der Parameter: 

_^_hj_ sin (m*r) sinjhh') 
'^^ r ~ h'[i ' sin(m«'AV sin (hh") 

worin t = 4, 2, 3. 

Werden die drei Werthe von — -p einander gleich gesetzt, so ergiebt 

sieb : 

h\ sin jm^h") ^ h\ sin [m^h") ^ h\ sin [m^h") 

h'\ sin (ml A') h\ sm[rri^h')~ h\ sin(m3A') 
oder : 

Ä^ H\ h\ _ sin {V m<) sin [h' m^] sin [V m^) 

^-' h\ • h\ ' h\ ~ sin (A"mi) ' sin (A"m2) ' sin [h"m^) 

d. h. die Quotienten aus entsprechenden Indices zweier Flächen eines Krystalles 
verhalten sich unter einander wie die Quotienten aus den Sinus entsprechen^' 
der Winkel^ welche die beiden Flächen mit den, zu den Fundamentalkanten 
parallelen Flächen ihrer Zone einschliessen. 

Ein analoger Satz gilt für Kanten : 
, Die Quotienten aus entsprechenden Indices zweier Kanten eines Krystalles 
verhalten sich unter einander um die Quotienten aus den Sinus entsprechen- 
der Winkel, welche die beiden Kanten mit den, von ihrer Verbindungsebene 
auf den Fundamentalflächen erzeugten Durchschnittslinien einschliessen. 

Sind die Winkel gegeben, welche zwei Flächen mit den zu den Fun- 
damentalkanten parallelen Flächen ihrer Zone einschliessen ^ so kann man 
nach (3) aus diesen Winkeln und aus den Indices einer der beiden ersteren 
Flächen die Indices der anderen berechnen. 

r 

Ist der Parameter -y = ± i, so ist : 

h^:h^:h.^ = h\± h"i : h\ ± K\ : A'3 ± h".^ 

und aus (2) folgt: 

(4] A',. sin (m<A") sin (AA') ± A",- sin [m^W] sin (A A") = 

worin 1 = 1 , 2, 3. Da nun : 

(A A") = (A A^ + (A' A") , [m* A") = (m* A') + (A' A") 

so ergiebt sich aus der letzten Gleichung, dass in diesem speciellen Falle: 

(5) A',. cot (w* A') 4- {A',- ± K\) cot (A' A") ± A",. cot (AA'j = 

Um ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu haben, betrachten wir 
eine Zone aus der von G. vomRath"^) zusammengestellten flächenreichen 
Combination des vesuvischen Anorthits (Fig. 47). Die Flächen : 



; 



Ein Beitrag zur Kenntniss d. Anortbits. Pogg. Ann. 4879, 147, 84, Taf. 11, Fig. 7. 

3» 
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241 



19 0-» 



241 




Fig. n. 

UDd die Indices 4ST der Flifche h'\ 
rechnet werden. Aus (3) folgt : 



A'={2l1}undA"={42T} 
bestimmen die Zone : 

in welcher die zu den Fundamental- 
kanten 7t\ tt*, tt* parallelen Flä- 
chen: 

m»= (Tt^ri) = {TIO 

liegen. Es seien bekannt die PIS- 
chenwinkel: 

310 46' 

72 36 

65 6 

24 16 

— 210 28' 
4- 19 22 



(m»A') = 
(miA") = 
(m^A') = 
(m^A'T = 
[m3A') = 180 
(m3A")= 180 



Die Indices der Fläche h' sollen be- 



, _ sin(m^A') „ _ si 



sin 310 46' 



sin 72 36 



sin[mJA") 

log sin 810 46' = 9,72187 — 10 
log sin 7i 86 »9,97966 — 10 



4 = 0,5517. 4 



0,74171 — 1 



^ sin(m2A") ^ sm 24 16 ' 

log sin 650 6' -> 9,95768 — 1 
log sin 24 16 s 9,61882 — 10 



0,84381 

_ sin(m3A') sin 210 28' ...... 

*^-sin(m3A")'*^-sin19 29 -^-^«036 

log sin 210 %%' SI 9,56848 — 10 
log sin 19 22 -B 9,52068 — 10 



0,04280 

Da nur die Verhältnisse der Indices in Betracht kommen und da man 
mit hinreichender Genauigkeit setzen kann : 

0,5517. 4 = 1,1036.2 
2,2070 .2 = 1,1036.1 
so ergiebt sich : 

h' = (h\h\k\) = {2ll}. 
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§ 1 — 5. Gesetz der rationalen Doppel Verhältnisse. 



Die in dem vorigen Kapitel begonnene Untersuchung über den Para- 
meter, der in einem durch zwei Flächen oder Kanten bestimmten Büschel 
einer dritten Fläche oder Kante eignet, ist einer weiteren Entwickelung 
fähig, aus der wir einen neuen Gesichtspunkt für die geometrische Be- 
trachtung der Krystalle gewinnen. Bilden wir den Quotienten zweier 
Parameter, so finden wir, dass er gleich ist dem Doppelverhältniss der bei- 
den das Büschel bestimmenden Flächen oder Kanten und der beiden Flächen 
oder Kanten, auf welche sich jene Parameter beziehen. In der That, 
sind A"Ä'" zwei Flächen des Büschels sind rj'rf" zwei Kanten des Büschels 



[rirf]\ so ist nach § 4 (6) des dritten 
Kapitels: 



V"l'V"2''fs 



^ 1-^ 2 -^ 3 

und nach § 5 (1^] desselben Kapitels 
der Parameter : 



[hK], so ist nach § 4 (6) des dritten 
Kapitels : 

K\ : Ä' 2 '' h'\ 

= ahi-\-(fh\:Gh2 + &h'2\ah^ + a'h\ 

und nach § 5 (1 *) desselben Kapitels 
der Parameter: 

^ (A"A% AV V 

o (h"'h')s AV^ ^ 

worin €, ö und t = 1, 2, 3. Dem- 
nach ist der Quotient dieser beiden 
Parameter : 

q'.o' _{k"h),Ah"'h)jf_ 

l*' Qa-(h"h'),[h'"h'.g 
{m'h"h'h] ,. ....'A"M 

So ist das Doppelverhältniss von vier Flächen oder Kanten eines Büschels 
durch die Indices dieser Flächen oder Kanten ausgedrückt. Für ein und 
dasselbe Doppelverhältniss findet man neun Ausdrücke in den Indices für 



W-Y,,-,^'"''"''" 



s 

worin 6, d und i= 1, 2, 3. Dem- 
nach ist der Quotient dieser beiden 
Parameter : 
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« 

€ und d = \j 2j 3; zuweilen nehmen einige unter ihnen die unbestimiDte 


Form jr an. 

Da nun die Indices stets rationale Zahlen sind, so sind es auch jene 
Doppelverhältnisse. Demnach gilt der Satz : 

Das Doppelverhältniss von vier Flächen oder Kanten eines Büschels ist 
eine rationale Zahl. 

Dieses Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse ist gleichbedeutend 
mit den Gesetzen der Zonen und der rationalen Indices, da es'^aus ihnen 
folgt, und da man auch umgekehrt von ihm ausgehend zu jenen gelangt. 
Es ist also eine dritte Ausdrucksweise für die charakteristische geome- 
trische Eigenschaft der Krystallpolyeder*). 

Von besonderem Interesse ist der specielle. Fall, in w^elchem 

Q (7 

ist. Dann hat das Doppelverhältniss [hh'K'h!") den Werth — 4; d. h. es 
ist ein harmonisches : 

Vier Elemente eines Büschels, deren Indices in der Besiehung zu einanr- 
der stehen, dass 

h\ = Ä< + r A'^ , A"',. = A,. — %h*i 

sind vier harmonische Elemente. 

In diesem Falle ergiebt sich aus : 

(h w h" h"*\ — ^^^^^^") . s^P(^^"') _ , 
^^^ ^ ^ ^ ~ sin (A'A'V sin (A'A'") ~ ' 

dass I 

sm[h"'h) sin [h"'h') _ 

sin [h"h) "*"sin;A"A') ~ 
oder, wenn man : 

[h"'h"] = [h'"h") + [K'h] , {h"'h') = (A"'A") + ;A"A') 
setzt 

sin (A"' A") cot (A"A) + 2 cos (A'" A") + sin (A'" A") col ^A" A ') = 

oder: 

(2) 2 cot ;A" A"') = cot (A"A) + cot (A"A ') 

d. i. eine Relation zwischen den Winkeln, welche vier harmonische Ele* 
mente eines Büschels unter einander einschliessen. Nun ist das Doppel- 
verhältniss : 

(AA' A^A'") = [hhK"h"] = [K'h"'hh') = h"'h"h'hi 

also bestehen auch die Relationen : 



*) Doppelverhältnisse wurden in krystallographischen Untersuchungen zuerst von 
C. Fr. Gauss angewendet. (Werke 2, 308. Aus dem Nachlass d. Jahres 1881.) — Vgl. 
Th. L. Zeitschr. f. Krystallogr. 1878, 8, «8—80. 
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i cot (Ä'" A") = cot (A'" A') + cot (A'"A) 
2 cot (A A') = cot [A A") + cot (A A'") 
2 cot (A' A) = cot (A' A"') + cot (A' A") 

Von diesen Formeln wird bei der Berech- 
nung monokliner und trikliner Krystalle An- 
wendung gemacht. Ist z. B. bei einem mono- 
klinen Krystalle (s. Fig. 48) A die Basis, A' das 
Orthopinakoid, also: 

A = 00i, A'=100 

und sind A", h'" zwei Flächen aus der Zone der 
Symmetrieaxe mit den Symbolen : 

A" = A| A3 , A"' = Aj A3 



wonach : 



^ A3 




Fig. ^s. 



isij so erhält man aus : ' 

cot [hh') = I (cot (A A") -h cot (AA'")} = ^ (cot (A'"A') -(- cot (A"A')} 
oder aus den zur logarithmischen Berechnung bequemeren Formeln : 

/i. i.n _ S^si^ (^O sin (AA^^^) _ 2 sin (A^^A^) sin {h"'h') 
tan (A A ) _ ^^.^ j^^,j _^ ^^^,^^ j _ ^i^^^h''h') + {h'"h')} 

den Flächenwinkel (AA') und damit auch den von der Klinoaxe und der 
Verticalaxe eingeschlossenen Winkel, wenn die Winkel zwischen der Basis 
und den Flächen A"A'" oder die Winkel zwischen dem Orthopinakoid und 
diesen beiden Flächen gegeben sind*). 

§2. 

Aus dem Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse folgt, dass drei 
Flächen oder Kanten ein Btlschel vollständig bestimmen, in dem Sinne, dass 
jedes mögliche vierte Element des Büschels mit den ersteren drei Ele- 
menten ein Doppelverhältniss von rationalem Zahlenwerthe geben muss. 
Selbstverständlich darf von solchen drei Flächen oder Kanten keine die 
Gegenfläche oder Parallelkante einer anderen unter ihnen sein; sondern je 
zwei derselben mtlssen die Axe oder die Ebene des Büschels selbständig 
erzeugen. 

W^enn es sich nur um die Betrachtung eines Büschels, es für sich ge- 
nommen, handelt, so kann man, wie sich nun ergiebt, drei Elementen 
desselben beliebige, nur der Bedingung von § 4 (2) des dritten Kapitels 
unterworfene Indices ertheilen, ohne Rücksicht auf die Winkel, welche 
diese Elemente unter einander einschliessen. Von den drei Winkeln zwi- 



♦) Ceber diese »Basalformel« von Chr. S. Weiss, vergl. Naumann, Lehrb. der 
rein, and ange\sr. Krystallogr. 1830,2, 74, 125 — 126. Kupffer, Handb. der rechn. 
Kn'stallon. 1831, 387. Quenstedt, Handb. Min. 1855, 61. Grund r. der bestim. and 
rechn. Krystallogr. 1873, 89, 341, 351. Klein, Einl. Krystallber. 1876, 225, 255, 276. 
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sehen drei Elementen eines Büschels sind nur je zwei von einander un- 
abhängig. 

Das Doppelverhältniss [hh'K'K'*) hat einen positiven Werth, wenn die 
Elemente h" und /?'" den Winkel [hK] beide innen oder beide aussen iheilen : 

einen negativen Werth, wenn das eine dieser beiden 
Elemente den Winkel [hK] innen, das andere aussen 
theilt. Es nimmt den Werth 1 an, wenn A'" mit hT 
zusammenfällt ; den Werth — \ , wenn die Eliemente 
h" und K" den Winkel [h h') , das eine innen und das 
andere aussen , nach demselben Sinusverhältniss 
theilen (harmonische Theilung). Der Werth des 
Doppelverhältnisses ist oo, wenn A'" mit A, und 0, 
wenn K" mit h' zusammenfällt. In Fig. 19 sind die 
Werthe des Doppel Verhältnisses [hh'h"K'*) für den 
Fall, dass h" den Winkel (AA') aussen theilt, ver- 
zeichnet. 

Da nach Formel (1) in § 1 jedes Doppelverhältniss sich sowohl durch 
die Indices seiner Elemente als auch durch die Winkel zwischen diesen 
Elementen darstellen lässt, so bieten sich zwei Aufgaben dar, deren Lösun- 
gen durch die Beziehungen [\) gegeben sind*"). Es möge der Kürze wegen 
die Betrachtung auf Flächenbüschel beschränkt werden. Dann ist nach (4 ) : 

M*^ fAVV-A-n - ^^^"^^' {hh'")s_ siu{hh") . sin(AA-) 

I. Sind die Indices von vier tautozonalen Flächen : 

Ä == Äj A2 A3 , A' = A\ A 2 A 3 , A" = A"i A"2 A"3 , A"' = A '\ h"\ h*'\ 

und zwei der sechs Winkel zwischen diesen Flächen bekannt, so sollen die 
übrigen vier Winkel berechnet werden. Es seien z. B. die Winkel 

(A A') und (A A") 

gegeben; (AA"')soll berechnet werden. Der Werlh des Doppelverhältnisses 
(AA' A"A'"), ausgedrückt durch die Indices der vier Flächen, ist bekannt und 
möge mit 91 bezeichnet werden. Nach (1*) ist : 

_ sin(AA") sin (A'A'") 

^■"sin(A'A")'sin(A"A'") 
oder, wenn: 

(Ä'A") ={A'A) + (AA"), (A'A'"j = (A'A) -f (AA"') 

gesetzt wird, 

91 = cot (An - cot ( M') 
^ ' cot (A A" ) — cot (A A') 

Hieraus folgt : 

(3) cot (A A"') = (< — 3t) cot (A A') + « cot (A A") 



*j Vgl. W. U. Miller, A treatise oa crystallograpby 4838. 
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Ist nach dieser Formel (hh"') berechnet, so sind damit auch die Übrigen 
Winkel zwischen den vier Flächen bekannt : 

(A'Ä") = (Ä'Ä) + (ÄÄ"), (A'A'") = (Ä' *) + (**'"), (A''A'") = (A"A) + (AA'") 

Man bemerkt; dass die Formel (5) in § 5 des dritten Kapitels und die 
Formel (2) in §4 dieses Kapitels specielle Fälle der vorstehenden Formel 

(3) sind. 

IL Wenn die Winkel zwischen vier tautozonalen Flächen und die In- 
dices dreier derselben : 

A = Aj Aj A3 , A == A'i h\h\ , A" = h'\ A'2 A'3 

gegeben sind, so sollen die Indices der vierten Fläche K" berechnet werden. 
Der Werth des Doppelverhällnisses [hh'K'h*")^ ausgedrückt durch die 
Sinusse der Winkel zwischen den vier Flächen, ist bekannt und möge mit 3( 
bezeichnet werden. Nun ist nach (1*) für d = 1 : 

Aj A"3 — A3 K"i (**'% 

oder : 

h"\_ '&[h'h")^h^ — [hK')^h\ 

h'\~^[h'h"),h^ — [hh"),h\ 

Analoge Ausdrtlcke erhält man iMtd =^ 2 und d = 3 : 

A^ _ a [h'h"),h^ — [hh"),h\ ' 
h"\'^^'{h'h"),h^ — (AA")^A\ 
A;^ _ %[h'K ' ]^h^ — [hK')^h\ 
h'\~^[h'h'),h2 — {hh''),h\ 

Hieraus folgt, wenn man ftlr 3( seinen Werth : 

siD(AA") sinjAT;) 
"^ sin (A'A") • sin (A'A'") 

einträgt und mit P einen Proportionalitätsfactor, mit : 

G =sin(AA") sin (A'A'")(A'A'% 

ff = sin (A'A") sin (A A"') (A A")^ 
bezeichnet : 

Ph"\ = GAi — G'h\ 

(4) PN'\ = Gh^ — G'h\ 

Ph"\ = Gh^ — G'A'3 

für e = 4, 2, 3. Die Ausdrücke (4) besitzen, wie zu erwarten war, die 
Form von (6) in § 4 des dritten Kapitels. 

Die Losungen (3) und (4) der Aufgaben I und II bieten die Grundlage 
für die Berechnung der Krjstalle dar. W. H. Miller*) hat mit Recht her- 
vorgehoben, dass diese einfachen und nützlichen Formeln nicht leicht in 
einer krystallographischen Bezeichnungsweise, welche wesentlich von der 
durch Indices abweicht, ausgedrückt werden können und sich jedenfalls 

*) Crystallogr. Notices. Phil. Mag. London. July 4858. 
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allen Bezeichnungsweisen entziehen, welche [wie u. a. die von Naumann] 
einfache Formen durch besondere Symbole darstellen, ohne im Stande zu 
sein, die verschiedenen Flächen derselben von einander zu unter- 
scheiden*). 

Wir wollen die Anwendung der Formeln (3) und (4) durch die Berech- 
nung einer Zone des Anorthits er- 
läutern. Nach Des Cloizeaux**) 
schliessen die in Fig. 20 durch Indices 
bezeichneten Flächen der Zone [442] 
folgende Winkel ein : 

(054'2ll) = 340 46' 

(2l4'4TO) ±= 24 28 

(iTO'iiT) = 49 22 

(42r20T) = 24 46 

(20r423) = 22 7 

(423'44T) = 45 40 

(4 4r02T) = 45 21 




Fig. 20. 



480 — 
I. Gegeben seien die Indices der vier Flächen : 

A = {024}, A' = {214}, A"={4T0}, A'" = {42T} 

und die beiden Winkel : 

(ÄA')=340 46', (A'A'') = 240 28' 

Es soll der Winkel (AA'") berechnet werden. — Nach Formel (4*) ist 
für € = d = 4 : 



jff 



^ ___ A2 A"3 A3 A'2 A'2 Ä"'3 A'3 A 2 



_ 2-0 + 4.4 4.4 + 24 



A'2A"3 — A'3 A'2 Ä2 A'"3 — A3 A'"2 — 4-0 + 4.4 2.4+2.4 

und nach (3) ist demnach : 

cot (A A'") = — i cot (A A') + I cot (A A") 

(AA") = (AA') + (A'A")=530 44' 



3 
2 



Nun ist : 
also: 



cot (A A'") = — i cot 340 46' + I cot 53« 14' 
Man findet***): 



*} Nach dem Vorgänge von Miller wurden diese Formeln für die Zwecke der 
Krystallberechnung benutzt von J. Grailich, V. v. Lang, A. Schrauf, M. Websky 
u. A. Dagegen fanden sie keine Aufnahme in die Lehrbücher von Naumann, Quen- 
stedt, Schröder, Klein, u. A. 

**) Manuel de minöralogie. Paris 1862, 1, 295. — Dasselbe Beispiel wurde von 
M. Websky bebandelt. Monatsber. Berlin. Akad. M, Jan. 1S76. 

***) und zwar sehr bequem mit Hülfe der »Sammlung mathematischer Tafeln. Als 
neue und völlig umgearbeitete Auflage von Vega's grösseren logar.-trigonometr. Tafeln 
herausgegeben von J. A. Hülsse. Leipzig 1840«, welche in Tafel III die wirklichen Län- 
gen der trigonometrischen Linien von Minute zu Minute für den Halbmesser 1 angiebt. 
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Jcot 530 U' = I • 0,747^886 = <, 4207829 
i cot 34 46 = ^» 4, 6U9320 aa 0,8074660 

C0t(AÄ'"j = 0,84 384 69 

folglich (hh'") =720 36' 12" 

während nach Des Cloizeaux (Aä'") = 72 36 ist. 

II. Gegeben seien die Indices der drei Flächen : 

A = {021}, Ä' = {2ll}, A"={1T0} 

und die drei Winkel : 

(AA') = 310 46', (A'A") = 210 28', (A"A'") = 19» 22' 

Es sollen die Indices der Fläche A'" berechnet werden. — Zunächst 
erhält man für die zur Berechnung der Grössen G und G' in (4) erforder« 
liehen Winkel: 

(AA") = 53014', (A'A'") = 400 50', (AA'") = 72« 36' 

und für (A'A'% und (AA")^, wenn e = 1 gesetzt wird: 

(A'A")i = A'2 A"3 — A'3 A"2 = — 4 . 4- < • ^ = ^ 
(A A"ji = A2 A"3 — A3 A"2 = — 2 . + M = 1 

Demnach ist : 

G = sin 530 44' sin 40« 50' = 0,523795 

G' = sin21 28 sin 72 36 = 0,349214 
Denn es ist: 

log sin 530 44' == 9,9036757 — 40 log sin 240 28' = 9,5684835 — 4 
log Sin 40 50 = 9,8454854 -—40 log sin 72 36 og 9,9796578 — 40 

0,7494644— 4 0,5430948— 4 

Daraus folgt nach (4): 

PA'"i = 0,523795 • — 0,349214 • 2 = — 0,698428 
PA'"2 = - • 2 — - . J = 0,349266 
PA"'3 = - . T — - . 1 = 0,t74581 

Nun ist mit hinreichender Genauigkeit : 

0,349266 = 2 • 0,174581 = 0,349162 
0,698428 = 4 . - = 0,698324 

Folglich sind die gesuchten Indices der Fläche V", deren Verhältnisse allein 
in Betracht kommen : 

h"\h"\h!\ =121 = 451. 

§3. 

Folgende specielle Fälle der Formeln (4) des vorigen Paragraphen 
erscheinen bemerkenswerth : 

(a) . . . Ist A'" eine der Flächen m^, m^, m^, d. i. eine der Flächen des 
Büschels [A, A', A"], welche parallel zu den Fundamentalkanten gehen (vgl. 
S. 34), so nimmt das Doppelverhältniss ä einen der folgenden Werthe an: 
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(A'A")/ä,' (A'A")/Aj' (h'h"),'h 
worin e = 1, 2 oder 3. 

(b) . . . Ist h eine der Flächen m^, iw^, m^, so nimmt das Doppel verhält- 
niss % einen der folgenden Werthe an : 

h;\ {h'h"']g h\ (h'h"')g K\ (h'h"'u 

h"\'{h'h")s'h"'^'{h'h"u' h"','Wfnd 

und die Formeln (4) gehen Über in: 

,.., A-'j-'^U", A'J"^A'. 



rr/ 



A_ 
Ä'" 



2 \h' 2 ^'2/ ^'2 



(4b) - 2 



h'"2 \n 2 '«2/ "2 



*^ = a /— — — W — 

^'"3 \^"3 ^'3/ ^'3 

Eine noch einfachere Beziehung bietet der nächste Fall dar. 
(c) . . . Geht man bei der Berechnung der Zone [001] von den Flächen 
h = {100}, h' = {010}, h"= {110} aus, so ist in (4) zu setzen für € = 3 : 

(A'Ä")3 = h\ h\ — h\h\ =0.1—1.1 = — 1 
[h A")3 = Äi h\ — Ä2 h'\ = 1.1 — 0.1= 1 
und : 

P'h"\ =sin(AA")sin(ÄV).T.1 — sin (AVi sin(Ar'). 1-0 
p . A'"2 = sin (A A") sin (A'A'") . T . — sin (A'A") sin (A A'") 11 
P.A'"3=0. 

Hieraus folgt: 

h"\ _ sin (A A") sin (A^A^^) _ 

A'"2 ~ sin (A'A"J sin (A A'") "" 

In analoger Weise erhält man in der Zone [0101, wenn A = {001}, 
A' = {100}, A" ={101} ist: 

^ = 21 
und in der Zone [100], wenn A = {010}, A' = {001}, A"={011}isi: 



f^ 3 



d. h. geht man bei der Berechnung der Zone einer Fundamentalkante von den 
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beiden Fundamentalebenen und derjenigen Fläche^ deren von Null verschiedene 
Indices einander gleich sind, auSj so ist das Verhältniss der beiden von Null 
verschiedenen Indices irgend einer vierten Fläche der Zone gleich dem Doppel- 
verhältniss der drei zu Grunde liegenden Flächen und dieser vierten Flä(Äe. 

Betrachtet man die drei zu Grunde liegeuden Flächen In veränderter 
Reihenfolge, so ändert sich damit natttriich der Werth des Doppelverhält- 
nisses. Setzt man z. B- in der Zone [001]: 



so ist: 

I 



A = {100}, A' = {140}, r={010} 
A'"o ^ 



§4. 

Miller*) hat einen Ausdruck für das Doppelverhältniss [hh'h!'h"') 
angegeben, welcher nicht, wie der des § \ : 



l 



^ ^ ~" sin (A'Ä") • sin (Ä'A'") ~ (A'A'% * (A'A'")rf 



an dem Uebelstande leidet , dass eines der 
beiden Verhältnisse der rechten Seite zu- 
weilen den unbestimmten Werth f annimmt. 
Gehören nämlich die Flächen A und A' be- 
ziehungsweise den Zonen : 

an (s. Fig. 21) und wird die Zone tj = [rji rj2rj^] 
der vier Flächen ää'A"ä'" durch Ä"A"' be- 
stimmt gedacht, wonach : 

rit-^3 = {h"h"'U:{h"h"'h:(h"h"'U 
so ist : 

h\ : h\ : h\ — (^ij)i : (^ijjj : [tTq)^ 
Aus (1) erhält man für € = d = 1 : 

(A A' A" A"'l = ^^ 3 — h^h 2 . A^ A 3 — A3 A 2 

A 2 A"3 — A 3 A"2 A'2 A'"3 — A'3 A'"2 




Fig. 24. 



worin nun zu setzen ist : 



hl =(l»?)2 = ?3(A"ni-?i(Ä"A"')3 
''D =(l'?)3 = ?i(A"A"')2-&(Ä"A"'), 
h\ = [trih = ^%{h"h"')i - :,(A"Ä"')3 

h\ = [Ui = ?i(A"A"')2 - Uh"h"')x 



*) On the anharmonic ratio of radii normal to four faces of a crystal in one zone. 
Phil. Mag. London, Febr. 1857. 
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dass: 



Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Identität : 

h'\ {h"h"')t + A"j(A"/i"')2 + h\ {h"h'"), = 



ft'ih"^ — h'iV'i =(A"A"'), 



Ä"t ?i + *"2 ?2 + ^"3 §3} 

h"\ ?l + ^'"2 ?2 + *"'3 ^3} 
*'"l Cl + ^'"2 C2 + ^'"3 ^3} 



Demnach ist das DoppelverbSiltniss (4) dargestellt durch die Indices der 
Flächen h" h"' und der Kanten § t : 

/AS /L Lf L/r L/r,x _ ^''1 gl + ^''2 ?2 + ^''3 ?3 . ^''\ gl + h"'2 S2 + h'"z Sd 
[A] [nnnn )- ^„^ ^^ ^ ^„^ ^^ _^ ^„^ ^^ . ^,.^ . ^ ^„^^ ^^ _^ ^„,^ ^^ 

Da nun keine der Flächen h"h"' in einer der beiden Zonen g^ liegt, so 
kann keine der, in dem Ausdruck der rechten Seite auftretenden Verbin- 
dungen von Indices den Werth Null annehmen. 

Ferner hat W. H. Miller*) aus: 

sin (A h") sin (h'h"') 
~ sin (h'h") ' sin [h K") 

noch folgenden, zur logarithmischen Berechnung des Winkeis (AA'") in Auf* 
gäbe I, S. 40 bequemep Ausdruck abgeleitet. Setzt man : 

[h'h'") = [h'h] + (AA"'), (A'A") = (A'A) + (AA") 

a . ?l^itt+LM = tan 
sm (AA ) 

so ist ' 

^*° ^ - sin (AA"') 

sin(AA"')+8in{(A'A)+(AA'")} _ 2sin{(AA'") + ^(A'A)}cos^ (AA') 
1-Htanö_ sin{AA"') ~ sin(AA"') 

^ sin (AA'")— sin{(A'A)+(AA"')} _ 2cos((AA"') + |(A'A)}sin|(AA'j 
\ tanö— sin(AA"') ~ sin(AA"') 

folglich : 

tan (450 + 0) = i±i£L© = t?MHl+l(^ 
^ ^ "' — 4 — tan tan | AA') 

und schliesslich: 

(6) tan ((AA'") — -JfAA')) = tan ^(AA'). tan (45«+ 6, 

§ö. 

Da man zu drei Elementen eines Büschels stets ein viertes nach ge- 
gebenem Doppelverhältniss construiren kann, so Uisst sich die Aufgabe 1, 



\ •; a. a. 0. 
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8. 40 auch duroli Gonslruction lasen. Dabei kommt der Satz zur Anwen- 
düng, dass sieh jedes Doppelverhaltniss auf ein einfacbes VerhBltniss zu- 
rQckfttbren lasst. Sind namlicb (a. Fig. H] a, b, c und ä vier Elemente 
eines Büschels und trifll ein mit d pa- 
ralleles Element dieselben in A, B, C 
und in unendlicher Ferne, ao ist das 
Doppelverhaltniss : 

{abcd] = [ABCoo) = ^ 

Es seien nun ui, a^, e, n die 
durch den Normalschnitt des Ebenen- 
buschels h, h', h", k'" erzeugten Slrah- ^^%- '*• 

len, welche sich im Punkte schneiden 
(a. Fig. 23) . In der Aufgabe 1 sind gegeben das Doppel verhallaias: 

(/i/i'A"ft'") = 9l = (aiaje?r) 
und die Winkel : 

(*»■) = («,»,), (**") = («,.); 
es soll der Winkel (oi?r) gefunden, 
d. h. der Strahl n construirt werden. 

Die rationale Zahl 31 sei = — , worin 

m und n ganze Zahlen sind; zur Gon- 
slruction der Fig. 23 ist m =: 3, n ^ i 
angenommen. Man schneide das Strah- 
lenbUschel durch die Gerade a, mache 
ÄiEf = n, A\ £ = m^ verbinde A\ 
mit A^ und £* mit E und ziehe durch 
den Schnittpunkt if der T«rbl)i- 
dungsgeraden eine Parallele zu og , Fig. sa. 

welche a in i* trifit; dann ist: 

{a^aitn) = {A\A^etx>]^^^^^^[AyAjEP) 

. und die Verbindungslinie von M und P ist der gesuchte Strahl a. . 

Man kann auch ^i£" = m, j4']£" = n machen, A'2 mit A^ und £" mit 
E verbinden und durch den Schnittpunkt M" der Verbindungsgeraden eine 
Parallele zu a ziehen, welche a in P schneidet; dann ist: 

[a,aie?i,^in,/i jji «^j ^ j, ■^, = 

In § 3 — 4 des zweiten Kapitels sind die Indioes von FlSchen und Kanten 
durch Doppelverhültnisse, also als Functionen der Winkel, welche Flachen 
oder Kanten unter einander einscbJiessen, ohne Zubtllfenabme von Axen- 
abschnitten de6nirt worden. F.s soll jetzt gezeigt werden, wie man sich 
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dieser Doppelverhältnisse bedient, um mit Hülfe des Lineals und eines be- 
liebigen Massstabes Flächen oder Kanten, deren Indices bekannt sind, zu 
construiren. Der Kürze wegen beschränken wir uns auf die Gonstruction 
einer Fläche aus ihren Indices. 

Die Fundamentalflächen p^, p^, p^ und die Einheitsfläche e^ seien ge- 
geben. Sind die Indices h^, h^^ A3 einer Fläche h bekannt, so sind auch die 
Indices der Flächen : 

{OA2A3}, {AiOÄs}, {Ai^iO}, 

welche durch die Fundamentalkanten tt^, n^j 7t^ gehen und die Funda- 
mentalflächen p^, p^, p^ in denselben Kanten co^, w^, o)^ schneiden, wie die 
Fläche A, und demnach auch die Indices dieser Kanten als gegeben anzu- 
sehen. Nun wird die Lage der Kanten : 

a;i=[0A3A^], ci;2 = [A30Ai], ö>»=[A2A70] 

in den Ebenen p^, p^, p^ nach § 3, I des zweiten Kapitels bestimmt durch 
die Doppeiverhältnisse : 

(tt^tt^c^ wi) = A2 : A3 

[tC^ 7C^ €^ (i)^) = A3 
(tT^ TT^ €* a>3) = A| 

deren Werthe bekannt und von denen je drei Elemente ihrer Lage nach 
gegeben sind. Demnach können die Kanten u^, cu^, co' als vierte Elemente 
in den Ebenen pS p^, p^ nach dem so eben beschriebenen Verfahren con- 
struirt werden. Die durch diese Kanten gelegte Ebene ist aber die gesuchte 
Fläche A. 



Aj 
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§ L Transformation der Indices bei Veränderung der Einheitsfläche oder 
Einheitskante. § 2. Identität zwischen den Gleichungen von vier Flächen 
oder Kanten. § 3 — 5. Transformation der Indices bei Veränderung der 
Fundamentalflächen. § 6. ünveränderlichkeit eines Doppelverhältnisses. 

§ 7. Beispiele. Historisches. 



In dem Beweise des Zusammenhanges zwischen dem Gesetz der Zonen 
und dem der rationalen Indices wurden den Indices der vier zu Grunde 
liegenden Flächen oder Kanten specielle Werthe ertheilt. Wir wollen in 
diesem Kapitel zeigen; dass hierin keine Beschränkung der Gültigkeit jenes 
Zusammenhanges liegt. 
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Sollen die Verhältnisse der Indices einer Fläche oder Kante bestimmt 
sein, so müssen, wie wir gesehen haben, ausser den drei Fundamental- 
flächen und Fundamentalkanten auch die Einheitsfläche und die Einheits- 
kante gegeben sein. Ist die Einheitsfläche bekannt, so ist es auch die Ein- 
heitskante und umgekehrt, denn beide sollen durch das Fundamentaldrei- 
flach harmonisch getrennt sein. Wir fragen nun nach der Veränderung, 
welche die Indices einer beliebigen Fläche oder Kante erfahren, wenn eine 
neue Einheitsfläche oder -Kante eingeführt wird. 

Wird die Fläche g = [g\g29z} als neue Einheitsebene, folglich nach 

1 als neue Einheifskante ge- 

9\929z} 
nomraen, so verhalten sich nach der Definition der Indices in § 3 des zwei- 
ten Kapitels die Axenabschnitte OG^^ OG^, OG^ der Fläche 9 : 

0G,:0G,:0G3 = ^:^:^ 

9i 92 93 

Bezeichnet man die neuen Indices einer Fläche h = [hi A2 A3} mit r^r2r^, 
so verhalten sich die Axenabschnitte von h : 

OH,: OH, : OH, = ^:^:^-^ 

rix fh • f^i 

^ OGi OG2.OG3 

i. • hx fUt hn 

Hieraus folgt: r^ : rj : r3 = — : — : — 

^1 92 9z 

d.h. der i}^ neue Index r^ einer Fläche h ist der 9^ Theil des i**° alten In- 
dex h^ derselben. 

Ferner ergiebt sich leicht : 

Der t^ neue Index einer Kante ist das 9^ fache des t**° alten Index der- 
selben. 

Wird die Kante y = [^1/2/3] als ^^^^e Einheitskante, also die Fläche 

f M M 

\ / als neue Einheitsfläche genommen, so verhalten sich nach der 

y'/i72yzf 

Definition der Indices in § 4 des zweiten Kapitels die Goordinaten OCi, 

OC2, OC3 der Kante y : 

OCx : OC2 : OC^ = /j • OD^ : /j • OD2 : y% • OD3 

Bezeichnet man die neuen Indices einer Kante ?^ = [ij^ 1J2 1J3] mit 

^1^2 ^3) so verhalten sich die Goordinaten von 17: 

OÄ'i : OK2 : OÄ3 = rix • OD^ : i?2 ' OD2 : i?3 • OD^ 

= Qx • OCx : Q2 • OC2 : ^3 • OC3 

Hieraus folgt : ^^ .. ^2 : (>3 = ^ • ~ : ^ 

7\ 72 7z 

d. h. der e** neue Index q^ einer Kante r] ist der y^^ Theil des i*®° alten In- 
dex rj^ derselben. 

Femer ergiebt sich leicht : 

Liebisch, Geometr. Kryitallofpr. 4 
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Der t*® neue Index einer Fläche ist das y^fache des t*®° alten Index der^ 
selben. 

Mit Hülfe dieser Ergebnisse können folgende Aufgaben gelöst werden. 
Die Fundamentalflachen und -Kanten sollen festgehalten werden; die Ein- 
heitsflache und die Einheitskante sind so zu verändern, dass eine gegebene 
Fläche h die Indices r^ r^ r^ erhält. Dann ist, wie aus dem Vorhergehenden 
folgt, zur Einheitsfläche eine Fläche g zu wählen, deren Indices : 

h\ Äo Äo 

M ^2 *3 

sind, und zur Einheitskante die Gerade mit den Indices: 

\ \ \ 

9\' 9i 9^ 
Soll eine gegebene Kante t] die Indices q^ Q2 Qz erhalten, so ist zur Ein- 
heitskante eine Kante y mit den Indices : 

Pi Qi Ps 
und demnach zur Einheitsflache die Fläche mit den Indices : 

\ 4 \ 

yi>2>3 

zu wählen. Im ersteren Falle erhält eine beliebige Fläche h = {A'iA'2^} die 
neuen Indices : 

im letzteren Falle die Indices: 

Qi 92 Qi 

§2- 
Vier Flächen, von denen nicht je drei einer Kante parallel gehen, seien 
bezeichnet durch : 

9^ = {9^9^29^3)1 9^ = {9^9h9hh 9^=[9h9h9\}i ?*= fe^^Sj^s}, 
so dass nach § 5 9( des zweiten Kapitels die Gleichungen bestehen : 

9^ = 9h m + 9^2 V2 + 9hV3 = ^ 
92 == g2^ rj^ 4. g2^rj2 + g^rjs = 

9^ = 9\ Vi + 9hV2 + ^^3^3 = Ö 

9* = 9*1 m + 9*2^12 4- J*3^8 = 

deren linke Seiten wir symbolisch mit j*, g^, g^, g* bezeichnen wollen. 
Dann können immer vier Zahlen Cj, C2, C3, C4 so bestimmt werden, dass 
sie die Gleichungen : 

Ci g\ + C2g\ + C^g\ + C,g\ = 
Cig'2 + C^gS + C,g\ + C,g*2 = 
^iff^3 + C2g% 4- C^g\ + C,gS = 
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identisch erfüllen ; denn aus diesen Gleichungen können die Verhältnisse 
der Zahlen Cj C^ C^ C^ durch die gegebenen zwölf Indices g^i ' '-gS ausge- 
drückt werden. Mit dem Symbol | a^a^a^ \ oder | 01020-3 | bezeichnen 
wir der Kürze wegen die Determinante : 



0^1 O^j 0^1 



0^30230^3 



aS 0^2 0^3 
a\ a\ a\ 

a\a\a\ 



deren Zeilen man erhält ^ indem man den im Symbol | o^o^a^ | oder 
1010203! auftretenden Charakteristiken a^a'^a^ oder 010203 der Reihe nach 
unten oder oben die Zeiger 4, S, 3 anhängt. In dieser Bezeichnungsweise 
lautet die Auflösung der vorigen Gleichungen : 

Gl I C/2 • C/3 I C/4 ^^ 

I 9''9'9' h - I 9^9'9' I •' I 9'9'9'' I • - I 9'9''9^ I 
Multiplicirt man dieselben Gleichungen der Reihe nach mit rjirj^rjiy so er- 
hält man durch Addition : 

Cx9'+C2g^+C,g^+C,g*=0 

d. i. die zwischen den Gleichungen der vier gegebenen Flächen bestehende 
Identität, welche von den Indices aller Kanten, die einer der vier Flächen 
parallel laufen, erfüllt wird. Dieselbe gestattet uns die Gleichung einer 
der vier Flächen g^- •g^ mit Hülfe der Zahlen Ci • • C4 linear durch die Glei- 
chungen der drei anderen Flächen auszudrücken. Die geometrische Be- 
deutung der Zahlen Ci • • C4 soll in dem folgenden Paragraphen aufgesucht 
werden. 

In analoger Weise findet man die zwischen den Gleichungen von vier 
gegebenen Kanten bestehende Identität, welche von den Indices aller 
Flächen, die einer der vier Kanten parallel laufen^ erfüllt wird. 

§3. 

Wir betrachten jetzt die Veränderungen, welche die Indices einer 
Fläche oder Kante erfahren, wenn neue Fundamenlalflächen eingeführt 
werden. Die ursprünglichen Fundamentalflächen : 

pi = {100}, /)2 = (010). p^= {001} 

mit den Gleichungen : 

^1 = 0, r]2 = ^1 % = ^ 
sollen der Reihe nach ersetzt werden durch die Flächen : 

n =■• {/•'. fh r,} • r = {A A A), p = { A fh A) 

mit den Gleichungen : 

n ~ f\ rn + f\ ,,i + f^, ri, = 
deren linke Seiten wir symboliscii mit /"'. /"*, f^ bezeichnen wollen. Es 
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sollen die Indices berechnet werden, welche eine Fläche h = {hih^h^} in 
Folge dieser Veränderung erhält. 

Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, kann man die Gleichung 
der Fläche Ä: 

deren linke Seite symbolisch mit h bezeichnet werde, mit Hülfe von drei 
Zahlen UiU^ii^ linear ausdrücken durch die Gleichungen der neuen Funda- 
mentalflächen f^PP^ wofern keine drei der vier Flächen Ä, f^' -p einer 
und derselben Kante parallel laufen: , 

h = u^p + UiP+u^P 

Hieraus folgt, indem man die Goefßcienten von iq^ Tq^ rj^ auf beiden Seiten 
beziehungsweise einander gleichsetzt : 

h\ =UiPi + U2P1 '\'U^Pi 

(1) Ä2 = »'iA^2 + w^A 4- u^p2 

^ = wi p3 + ^iPz + «3 A 

Durch Auflösung dieser Gleichungen nach ii^u^u-^ erhält man : 

(Dui = \hpp 

(2) 0)1/2 = \Php 

0u, = \pph 

worin : 

= \ppp 

ist. Die Gleichungen (1j und ihre Auflösungen (2j sind Transformations- 
formeln. Ist ein Zahlensystem {/|U2i^3 gegeben, so findet man aus (1) das 
zugehörige Zahlensystem hxh2h^', sind die Zahlen h^h^h^ bekannt, so er- 
giebt sich aus 2] das entsprechende System u^ t/2^- Daraus folgt die geo- 
metrische Bedeutung der Zahlen u^u^u-^^ wenn wir berücksichtigen, dass 
dem Werthsystem . 

Ml = 1/2^1/3= I 

nach (1) folgende Zahlen entsprechen, die wir mit did^d^ bezeichnen wollen : 

^1 = f\ + f\ + /•»! 

dt = r2 + f\ + fh 

Es sind hiernach u^u^u^ die neuen Indices der Fläche h in Beziehung 
auf /"^ P^ f^ als Fundamentalflächen und die Fläche d mit den alten Indices 
d^d^d-i als Einheitsfläche. Bei dieser Transformation erhält die alte Ein- 
heitsfläche e neue Indices, die wir für den Augenblick mit CxO^c^ bezeich- 
nen wollen, und deren Werthe sich aus (2) für : 

ergeben : 

0C2= p\p\ 

0c = \pp\\ 
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Soll aber die alte Einheitsfläche e beibehalten werden , so dass die 
Transformation lediglich in der Einführung neuer Fundamentalflachen be- 
steht, so erhalten nach § \ die neuen Indices der Fläche h^ die wir mit 
$x ^2^3 bezeichnen wollen, folgende Werthe: 

U\ Uo t/a 

*i • *2 • ^3 — T 'ZT 

C\ Ol C3 

oder : 

.0 , ., ., _ MH'\ .\f'hp\.\nnh\ 

Nachdem diese Transformation ausgeführt ist, soll nun noch an Stelle 
der Fläche e eine Flächet, deren ursprüngliche Indices A'iÄ*2A*3 sind, zur 
neuen Einheitsfläche gewählt werden. Dann hat man in (3) nach § 4 an 
die Stelle der Indices A,-, /**,-, P^^ P^ die k^'^ Theile derselben zu setzen und 
erhält so die neuen Indices der Fläche Ä, w^elche wir mit txhh bezeichnen 
wollen : 

Diese Transformationsformeln ertheilen einer Fläche h das Symbol {/, ^2 h} 
und insbesondere den Flächen p, P, p, k die Symbole {400}/{010}, {001}, 
{Hl}. Wir wollen sie in Beziehung auf die Indices Äj Ä2 A3 ordnen und auf- 
lösen. Bezeichnet man die zweigliedrigen Unterdeterminanten von O mit 
qr*^, worin die Zeiger t und € = 4, 2, 3 sind, so bedeuten diese Zahlen 
offenbar die alten Indices der neuen Fundamentalkanten q>^, q>^, y', welche 
die Durchschnittslinien der Flächen PP, Pp, Pp sind; es bedeutet näm- 
lich qp*j den i*®° alten Index der €*®° neuen Fundamentalkante. Nun ist be- 
kanntlich : 

.=1 i=\ 

1=1 i=\ 

Setzt man der Kürze wegen die Zahlen: 

1=1 
(4 \fHfr, = hki<p^,= K, 

1 = 1 

irfH- =hk,g>^f=h-, 

1 = 1 

SO können die Transformationsformeln I, abgesehen von einem Proportio- 
nalitätsfactor, in folgender Weise nach den Indices A^ A2 A3 geordnet wer- 
den: 
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Ä3/3 = (p^^hi + 9)^2 A2 + <iP^3Ä3 

und durch Auflösung dieser Gleichungen nach den Indices h^h^h^ erhält 
man die Umkehrung der Transforraationsformeln I : 

II /?i : /?2 • ^3 = I ^^ 9^2 9^3 1 • I Vi ^^ Vz\'\ V\ Vi ^^ I 

Ersetzt man hierin die zweigliedrigen ünterdeterminanten von \q)^q)^(p^\ 

durch die Zahlen f^^ mit Htllfe der Relationen : 

V'^fph — Vhvh = ^Tu u- s. w. 
so resultirt, abgesehen von einem Proportionalitätsfactor : 

h, = k\ni ti + K^Pi h + A3 A h 

Diese Transformationsformeln ertheilen einer Fläche / = {/j^^} die 
Indices h^ h^h^ und insbesondere den Flächen (100}, (010}, (001} die Indi* 
cesf\f\f\, fhfSfh, PxfSfh^ Setzt man t^ = t^ = t^ = \, so erhalt 
man, wie aus (4) hervorgeht, die neuen Indices k^k^k^ der Fläche (411). 

Da die Flächen /*^, /^, Ä A: die Richtungen der Fundameatalkanten 
und die Verhältnisse ihrer Längeneinheiten bestimmen sollen, so dttrfen 
sie, wie die Anschauung lehrt, nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen ; oder analytisch ausgedrückt, so müssen die Werthe 

der Determinanten : 

(D, Ä'i, ATj, K^ 

von Null verschieden sein. In diesem Falle sind aber nach einem bekannten 
Satze die drei Gleichungen des ersten Grades I* immer auflösbar, welche 
Werthe auch die Zahlen h^h^h^ annehmen mögen, und nur auflösbar durch 
die in II* angegebenen Werthe. 

Die geometrische Bedeutung der Coefßcienten in den Gleichungen I* 
ergiebt sich, wenn die Werthe für die neuen Indices der alten Fundamen- 
talflächen: 

p\ = 100, p'^= 010, p^ = 001 

aufgestellt werden. Man hat zu diesem Zwecke in I* für hih^h^ der Reihe 
nach 100, 010, 001 zu setzen und erhält dann für: 



p^ die Indices ~ 



(p\ (p\ 



P' 



P' 



Äj Ä2 Ä;t 

y^2 (fh fps 

Aj Ä2 Aj 

<p\ (p\ (p\ 

Ai A2 A3 



d. h. der K Jache i^ neue Index der €^° alten Fundamentalfläche p^ ist gleich 
(p*f oder gleich dem «*«" alten Index der i^^ neuen Fundamentalkante qp*. 
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Die alte Einheitsfläche e erhält in dem neuen System die Indices : 

(p\ + y^2 + q>\ (p\ + (p\ + (p S (p\ + q>h + (ph 
K\ Kl A3 

§*. 

Mit Hülfe der Formeln I und II kann man folgende allgemeinste Trans- 
formationsaufgabe lösen. Vier Flächen : 

n=fhf\rz, n=njhns, p^fhfsf\, k=k,k^^ 

von denen nicht je drei einer und derselben Geraden parallel laufen, er- 
halten der Reihe nach die neuen Indices : 

q\qhqh, qhqhqh^ q\qhqhi nr^r^ 

es sollen die Indices m^m^m^^ welche die Fläche h = {hih^h^ bei dieser 
Transformation annimmt^ berechnet werden. 

Man bilde zuvörderst nach I die Transformationsgleichungen, welche 
den Flächen f^, /^, P, A* der Reihe nach die Indices : 

100, 010, 001, 111 ^ 

ertheilen; dabei nimmt die Fläche h die Indices ^i^^ an, welche nach.I 
durch die gegebenen Indices Pf" -k^ ubd Äj h^h^ ausgedrückt werden : 

,.,.,^ \hnn\ . \nhn\Arnh\ 

Demnächst stelle man nach II die Transformationsgleichungen auf, 
welche den Flächen Z*^, /^, P, k mit den Indices : 

100, 010, 001, 111 
der Reihe nach die Indices : 

q\qSqhy qhqSqSi q\q\qS> *i*2*3 

ertheilen. Bezeichnet man für den Augenblick die Determinanten : 

|r?2g3|=x,, \q^rq^\ = Lt, \q^q^r\ = L, 
und die zweigliedrigen Unterdeterminanten von : 

mit tp^ij worin die Zeiger i und c = 1, 2, 3 sind, so sind nach II die In- 
dices Ml ni2 m^ der Fläche A : 

Setzt man hierin für tit^t^ die obigen Werthe ein, so erhält man die 
gesuchten Transformationsgleichungen, welche die neuen Indices m^m^m^ 
der Fläche A durch die gegebenen Zahlen f\" - k^ und 9 V ' ' ^3 ausdrücken. 
Es ist dann, abgesehen von einem Proportionalitätsfactor : 
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m. 



\rq^^\\hfip\ 



Hl m-i = 



kpp 



q\-\- 



q^rqi\\php\ 
\pkp\ 



q\ + 



q^q^r\ppk 

\ppk: 



ri 



rq^^>\hPP\ ^, . l9'rg3||/-iy./-3: _, . \q'q^r\:Pnh \ ^, 



kpp 



q\ + 



IPkpi 



q\ + 



\pnk\ 



q'i 



TOq = 



!»'9^9'i! 



hpp\ \q'rq^'\php \ \ q'q^r\pph\ 

kpp- V3-I- i^^.^sj 9 3-h 1^,^^.. 9 3 



Aj A3 


• 
• 


A3 Aj 


• 
• 


Aj A2 
A'i A'2 



'2 '3 ' . 


'3*1 


• 


U h 


t'2 t's ! 


''3''. 


• 


t\ t\ 



§5- 
Wir kehren jetzt noch einmal zu der durch die Formeln I und II dar- 
gestellten Transformation zurück und berechnen die Werlhe, welche die 
Indices der, den Flachen A = {ä, A2A3} und A' = {A'j A'2 A'3} gemeinsamen 
Kantenrichtung ?; = [i^^ 1^2 ^3] J^^ch der Transformation annehmen. Wir 
haben fttr die Indices der Kante r] nach (1), Seite 24, die Werthe: 

^\ ' Vi ' % = 

Bezeichnet man die neuen Indices der Flächen A und A' mit t^ ^2 h ^^^ 
t\ t'2 t'-i und die neuen Indices der Kante rj mit Tj r2 t^ so ist analog : 

Tj : T2 • T3 = 

Es sollen nun die Indices Tir2T3 durch die Indices der gegebenen 
V\}kchen f^f^pk h und A' ausgedrückt werden. Setzt man für die Zahlen 
^, ^2^» ihre in I* angegebenen Werthe, so geht Tj über in : 

^ ^ A, (p\ + Ä2 fps + A3 (f\ A, (p\ + hl (p\ + A3 q}\ 

^^ Ä2 Ä2 A3 A3 h\ q)\ +h\ (p\ + A'3 fp\ h\ (p\ + A'2 (p\ + A'3 qf\ \ 

Ordnet man die zweigliedrige Determinante der rechten Seite nach 
den Producten (p\(f^f, worin die Zeiger i und £ = 1, 2, 3 sind, und er- 
setzt : 

//2A'3 A3Ä'2 = tji . U. S. W. 

so erhält man für diese Determinante : 

Hierin kann man noch die zweigliedrigen Unterdeterminanten von 
\fp^(f^ff^ durch die /*',- ausdrücken : 

fr'^'iT\^ — 'fhr'-i = ^/"S ' u- s. w. 

so da SS : 

,,<PiP. = p,,,,+P^r;^+p,r,; 

In analoger Weise behandelt man T2 und t-^. Da nur die Verhältnisse 
der Indices r, t^r-i in B.etracht kommen, so ergiebl sich : 

T[ = k\K,n,^^, +fi2^^2 + r3^a 

IV T2 = Ä2 Ä2 f\ i;i + ßi ',2 -^ A ';.i 

f» = ÄaA^t /'S ri + /•^2',2 -t- f\>a 
Diese Transformaiionsgleichungen ertheiien einer Kante 1; das Syml>ol 
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[r, T2 T^] und insbesondere den Kanten y', q)^j (p^ die Symbole [100], [010], 
[001]. 

Durch Auflösung der Gleichungen IV in Beziehung auf die Indices 
^1 ^a ^^ erhält man, abgesehen von einem Proportionalitätsfaclor : 

Vi = Fr "^1 + ]rr ^2 + f4^ ^3 

Aj Aj A2 A2 A3 A3 
Aj Aj A2 A2 A3 A3 

^3 = p-Tr ^1 + Fnr ^2 + irr ^3 

Aj Aj A2 A2 A3 A3 

Diese Transformationsgleichungen ertheilen einer Kante t = [tj T2 ^3] 
die Indices r]x rj^r]^ und insbesondere den Kanten 100, 010. 001 die Indices 

(p\fp^2Vhi (fSvSvh, 9\Vh<pS' 

Die geometrische Bedeutung der Goefficienten in den Gleichungen lY 

erhält man, wenn man die Werthe ftlr'die neuen Indices der alten Funda- 
mentalkanten : 

Tri =[100], ;r2=[010], /r^ = [001] 

aufsucht. Setzt man für i?ii;2^3 ^^ ^^ der Reihe nach 100, 010, 001, so er- 
hält man für die Kante : 

TT^ die Indices Ä'i K^f^x K^K^Pi K^K^p^ 
7t^ - - K,K,f\ K^K^f\ K,K,fS 
71^ - - A'iÄ',/*»3 K^K^Pz K^K^fh 

d. h. der i^^ neue Index der €^° alten Fundamentalkante 7t^ ist das K^K^fache 
von Pf. , dem £*®° alten Index der i^^ neuen Fundamentalfläche p, 

§6. 

Da das Doppelverhältniss von vier Elementen eines Büschels durch die 
Winkel zwischen diesen Elementen ausgedrückt werden kann, so ist offen- 
bar, dass der Werth desselben durch eine Transformation der Indices nicht 
geändert werden kann. Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man 
sich auch noch auf dem folgenden Wege. Nach (6) , S. 32. kann man die In- 
dices irgend eines Elementes in einem Büschel durch die Indices von zwei 
anderen Elementen desselben Büschels und einen Parameter ^ ausdrücken. 
Es seien nun AA'Ä"Ä'"A/ Elemente desselben Büschels, qq'q"q'" die den 
Elementen hh' h"h"* in Beziehung auf A* und / zukommenden Parameter, so 
ist also : 

h\ = A-, + e' li 
h\ = A, + ^"/, 
Ä-, = A, -h (.'" /, 

worin der Zeiger / = 1, 2, 3. Aus der am angegebenen Orte entwickel- 
ten Bedeutung des Parameters geht hervor, dass bei einer Transformation 
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der Indices die Werthe voa qq'q'q" unverändert bleiben. Da nun das 
Doppelverbaltniss : 



hh") 



('^'^''•^ )=FF); -ijün 



^ )d_9 — g g —Q 



Jft 



d Q —Q Q —Q 
ist, d. h. durch die Parameter qq' q"q"' ausgedrückt werden kann, so be- 
halt es ebenfalls seinen Werth. 

§7. 

\. Beispiel. — Wir übertragen die Symbole, welche den Flächen 
des Axinits von G. vomRath"") ertheilt wurden, in diejenigen, welche 
A. Schrauf*"^] angenommen hat. An Stelle der Flächen: 

5 = 100, 6 = 010, c = 001 

welche von vomRath zu Fundamentalflächen gewählt wurden, nimmt 
Seh rauf der Reihe nach die Flächen : 

y, b, P, 
welche bei vom Rat h die Svmbole: 

« 

y= 101, 6 = 010, P= 201 

führen, zu neuen Fundamentalflächen. Die neuen Axeneinheiten bestimmt 
Seh rauf durch die Fläche m, welche bei vomRath das Symbol: 

u= 110 
trägt. Demnach ist bei dieser Transformation : 

/•»=I01, /^ = 010, /^ = 20l, A=HO 



= 



1 





2 





1 





1 





1 



= 14-2 = 3 



und aus I ergeben sieh die Seh rauf 'sehen Indices tx t^t^ für vom Rat h's 
Fläche A = Ä, Ä, A3 : 



^ = 



u = 



A, 5 


A, 1 


A, 4 


1 « 


1 1 


1 


« A, 5 


Aj 


1 A, 1 


t 1 3 


t 


1 1 



= /», + 2A. 



= Ä. 



* Poffi. Ann. 1866. 188. it. 
**! Mineralofiscbe B^buchtiinfffn I. $itiung$l>er. Wien. Ak«i1. <S70. tt. t. Abtb. 
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Umgekehrt ist: 





1 A| 




1 A, 


<3_. 


1 A3 


1 4 




4 4 




1 



= Ä, — Aj 



3A, 


— — 


h 


Aj 


= 


h 


3 A3 




h 






Fr. Hessen berg ^] hat ebenfalls die Flächen y^ b, P zu Fundamental- 
flächen und die Fläche u zur Einheitsfläche gewählt. Aber die Symbole der 
drei ersteren Flächen sind von ihm dahin abgeändert worden, dass : 

P=400, 6 = 010, y = 001 
Daraus folgt, dass vom Rath^s Fläche h^= ^^^2^3 ^^^ Hessenberg das 
Symbol ^3 ^2 ti trägt. 

2. Beispiel. — Es sollen die vier Flächen: 

n=f\f\f\, r=AAA, n=fhrhf\, t = Ä,ÄjA-3 

von denen nicht je drei einer und derselben Geraden parallel laufen, der 
Reihe nach die neuen Indices : 

400, 010, 001, r^r^r^ 
annehmen, so ergiebt sich als ein besonderer Fall von HI für die neuen In- 
dices mj W2 W3 einer Fläche A = Aj A2 A3 : 

I hhn 

^1 = II. /^n 



k nn 



^2 



^3 



wobei von einem Proportionalitätsfactor abgesehen wird. Man erhält diese 
Formeln auch aus (3) in § 3 durch die folgende Betrachtung. Werden die 
FlJichen f^pp als neue Fundamentalflächen eingeführt, so erhalten die 
Flächen A und k die neuen Indices : 

_\hpn\.\php\_\nph\ 



5j : 5j : S3 — 



*V\ I X^ • £1/3 — — 



\f2fZ 

kpp 



'\p\p\'\rp^ 
,\nkp\,\ppk 



^ppy^fiipy^ppv 

Soll nun die Fläche k nicht die Indices 0^10:2 0^3, sondern die Indices 
^xr^r^ annehmen, so gehen dabei die neuen Indices der Fläche A nach der, 
am Schluss von § 1 angegebenen Formel über in : 



*) Mineralogische Notizen 1873. In Abhandl. Senckenberg. naturf. Ges. Frank- 
fort a. M. Bd. VIII. 



60 



Fünftes Kapitel. 



und dies sind die Formeln V. 



^'i ^2 ^^ 

x^ x^ x^ 




Fig. 24. 

h = Wj W2 WJ3, worin : 



Um ein bestimmtes Beispiel vor 
Augen zu haben transformiren wir 
die Symbole; welche die Flachen des 
Axinits nach Naumann*) erhalten, 
in die, welche ihnen durch G. vom 
Rath ertheilt wurden. Die Flächen 
s, b^ Cy Ij welche bei N a u m a n n die 
Symbole : 

204, OS^ T34, 400 
fuhren 7 werden von G. vom Rath 
milden Indiees: 

400, 040, 004, 534 
bezeichnet. Demnach ist : 

/•i == 204, /^ = 054, /^ = ?34 , 
k = 400, r =534 

und die Naumann 'sehe Flache 
h = hxh2K lautet bei G. vom Rath 



nu = 



m^ = 



W3 = 



Ai T 


Aj 2 3 


A3 1 1 


1 T 


S 3 


1 1 


2 A, T 


A, 3 


1 A3 1 


2 \ T 


3 


\ 1 


1 2 A, 


2 Aj 


1 i A3 


! 2 1 


5 


1 1 



• § = — 5 Äj — /?2 — 2 A3 



.3 = 



3A, 



3A2 + 6 A3 



4 = A, — /i2 — 2/?3 



Demgemäss erhält man für die Flächen der in Fig. 24 nach der Nau- 
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m a n n 'sehen Aufstellung gezeichneten Combination des Axinits folgende 
Symbole : 



Naumann 


G. vom Ratb 


1= 100 


= 551 


M — HO 


— TTO 


p — ITO 


— 201 


x — ni 


= iOT 


r = 4T1 


= T10 


s — 201 


— 100 



Da sich die Transformatiohsgleichungen Y nur durch die Factoren 
^1 ^2 ^3 d^i* rechten Seiten von den Transformationsgleichungen I , deren 
Umkehrungen unter II aufgeführt wurden , unterscheiden, so können wir 
sofort die Umkehrungen von V hinschreiben : 

^lA . a:2A . Ä3A 
^1 ^2 ^3 

VI . . . Ä2 = -^^ mi + -^ m^ + -ip ^3 

^1 ^2 ^3 

Ä'iA ÄoA ÄaA 

M ^^2 ^3 



folglieh : 



In dem vorliegenden Beispiele ist : 

Äi = I kf^p 
K^ = \rkp 

K, = \npk 



= — 5 
= 3 
= 2 



S.2 .3.0 . ^ T 
Äi = — ^ fWi + — ^ WI2 + 2 . 1 W3 

SO 3.2 

Ä2 = —V ^1 + ;^ ^2 + 2 • 3 m-j 
Sl .31 . ^ , 

^3 = — ^ Wi + — ^ ^2 + 2 . 1 ^3 



oder : 



hl = 2 mj — 2 /W3 

^2 = 277)2 + 6^3 

/r3 = 9|}| — m2-f~27n3 

3. Beispiel. — Die Flächen w, p, x, r des Axinits führen bei Nau- 
mann die Symbole: 

110, ITO, 111, 1T1 

dagegen bei G. vom Rat h die Symbole: 

TTO, 201, lOT, T10 

Es sollen die Transformationsformeln ermittelt werden , welche an- 
geben, wie das Symbol einer Fläche A, die nach Naumann die Indices 
hxh^h^ trägt, in der von G. vomRath gewählten Aufstellung lautet. Hier- 
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bei kommen die allgemeinen Transformationsgleichungen 111 zur Anwen- 
dung. Es ist^zu setzen : 

Dann wird : 
T 2 J 



rq^q^l = 



kpp\ = 



\hpp\ = 



\Php\ = 



pph\ = 



1 







1 T 



1 4 1 
T T4 

1 

hl 4 1 
Ä2T 1 
A3 

4 /i, 4 

4 Ä2 ^ 

0/^3 4 

4 4 Aj 
4 T A2 
A3 



= 6, 19^931 = 



= «, |rU/-3| = 



= — Ai — A^ + SAj 



= - At + A, 



= — 2A< 



TIS 
T 1 
00 T 


1 4 4 
i T 4 
1 



= 2, \q^q^r\ = 



=5, \nnk\== 



T5 ? 
T i 
1 


4 4 4 
♦ T ? 
00 4 



= « 



= 5 



Demnach ergiebt sich aus III : 

rn^ = 3 (— Ai — Aj + 8*3) + 2 (— A, + Aj) — 8A3 
^2 = 3(— Aj — A2 + 2 A3) 
wi3 = Ai — A2 — 2A3 
oder: 

rwi = — 5 Ai — A2 — 2 A3 

m2 = — 3 Ai — - 3 A2 + 6 A3 

m3 = Aj — A2 — 2 A3 

Wir erhalten also dieselben Transformationsformeln wie im 2. Beispiel. 

Dass irgend drei, nicht in einer Ebene liegende Kantenrlcbtungen eines Kr^^skalls 
als Axenrichtungen gewählt werden können, ohne dass das Gesetz der rationalen Indices 
aufhört zu bestehen, wurde zuerst von A. T. Kupffer bewiesen. (Deber die Krystallform 
des Kupfervitriols nebst Bemerkungen über das ein- und eingliedrige System. Pogg. 
Ann. 4826, 8, 61, 315. Handb. d. rechn. Kr\'stallon. Petersb. 1831, 497.) Später wurde 
die Lehre von der Transformation der Indices behandelt von W. H. Miller (Treatise 
on crystallography. 1839. On the anharm. ratio of radii normal to four faces of a crystal 
in one zone; and on the change of the axes in a cr>'stal. Phil. Mag. London. Febr. 4 857), 
C. Fr. Naumann (Elem. der theoret. Kryst. Leipzig. 1856. §43—45, 79 — 81, 453 — 
158, 178 — 180, 205 — 308, 227), Q. Sella'(SuUe forme cristalline del boro adamantiao. 
See. mem. Mem. Acc. d. sc. di Torino. Gl. Fis. e Mat. 1857. ser. II, 17. Nota (A): Sol 
cangiamento di assi in un sistema cristallino), E. Weiss (Ueb. d. krystallogr. Entwick. 
d. Quarzsystems. Abh. naturf. Ges. Halle 1860), V. von Lang (Lehrb. der Kryst. Wien 
1866. § 11—13), Quenstedt (Grundr. d. beslim. und rechn. Kryst. Tübingen 4871. 
377 f.), Th. L. (Zeitschr. f. Kr>'8t. 1879, 1, 152—154.) 
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Eine Darstellung mit Hülfe der Linearprojection auf dem zuerst von Quenstedt 
eingeschlagenen Wege gab M. Websky (Ueber die Ableitung des krystallogr. Transfor- 
mations-Symbols. Monatsber. Berlin. Akad. 4 884. 452 — 4 69). 

Eine vollständige Durchführung der Lösung bis zur Aufstellung der allgemeinen 
Transformationsgleichungen III, S. 56, ist jedoch, bisher, so viel ich weiss, nicht ver- 
öffentlicht worden. 
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§ 1—2. Der Sinus einer dreikantigen Ecke. § 3. Das sphärische Dreieck. 
§ 4—5. Coordinaten von Flächen und Kanten. § 6. Die Fundamental- 
gleichung der räumlichen Goniometrie. § 7. Der Cosinus eines Flächen- 
winkels und eines Kantenwinkels. § 8. Der Sinus und die Tangente eines 
Winkels. § 9. Zusammenhang der Indices einer Fläche mit den Indices 
ihrer Normale. § 10. Einfallswinkel einer Kante in Bezug auf eine Fläche. 
§ 11. Die Axeneinheiten in einem transformirten System. § 12 — 13. Senk- 
recht auf einander stehende Flächen und Kanten. 



Zwischen den geometrischen Gonstanten eines Krystalles, den Indices 
zweier Flächen desselben und dem von diesen Flachen eingeschlossenen 
Winkel besteht eine Relation , welche uns gestattet den Flächenwinkel 
durch jene Constanten und die Indices auszudrücken. Der Ableitung die> 
ser Relation lassen wir in § 4 — 5 eine vorbereitende Untersuchung vor- 
ausgehen. 

Bedeuten 7t^ tt^ tt^ drei, nicht einer und derselben Ebene parallel gehende 
Gerade, so bezeichnet von Stand t*) die Determinante: 

1 cos [tV^ 7t^) cos [tV^ 7t^) 

cos [jt^Tt^) 1 COS (tT^ Tt^l 

COS (tt^tt^) COS (tt^tt^) 1 

welche den Werth : 

(1) 1 — cos2 [n^n^) — cos2 [it^Tt^] — cos^ (tt* tt^) 

+ 2 COS [n^ 7t^) cos [tv^ tz^) cos (tt * tt^) 



*) Ueber die Inhalte der Polyeder und Polygone. In: Grelles Journ. f. rein. u. an- 
gew. Mathem. 1842. 24, 252. 
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hat, als das Quadrat des Sinus der von jenen Geraden gebildeten Ecke : 

Sin^ (/t^Tt^Tt^) 

Die positiven Richtungen der drei, von einem und demselben Punkte 
ausgehenden Geraden 7t^ tt^tv^ seien willkürlich, aber fest bestimmt. Von 
den durch diese Geraden gebildeten Winkeln sollen diejenigen als die posi- 
tiven gelten, welche durch eine Drehung der positiven Richtungen der Ge- 
raden in der cyclischen Aufeinanderfolge Tt^Tt^it^ beschrieben werden, also 
die Winkel : 

(tT^TT^), (tT^TT^), [Tt^Tt^] 

Diejenige Ecke tt^tt^tt^, welche für einen mit den Füssen in stehen- 
den Betrachter, dem bei die- 
ser Bewegung die positiven 
Richtungen der Geraden auf- 
wärts gerichtet erscheineUi 
zur Linken bleibt, heisse die 
positive. Wir legen um den 
Scheitelpunkt derEcke eine 
Kugel und bezeichnen die 
Dürchstosspunkte der Gera- 
den 7i^7t^7t^ mit der Kugel- 
oberfläche durch dieselben 
Buchstaben (s. Fig. 25). Die 
von den Flächen der Ecke 
gebildeten ; an den Geraden 
Tt^Tt^Tt^ gelegenen Aussen- 
w inkel, welche nach der in 
S. 5 gegebenen Definition 
die Flächenwinkel der Ecke, 
also die Winkel des sphäri- 
schen Dreiecks /r* jt^n^ sind, 
bezeichnen wir mit: 
(TT»;, ^;r21, {ji-^) 

Die Normalen der Flächen ^t^tt^, ti^tc^, ti^ ti^ seien beziehungsweise 
/>*, />2, p^\ dann ist p^p^p^ die Polarecke von tt^/t^tt^ und es finden die 
Beziehungen statt : 

{^')=<p'p'), M={p'p']. {^')=.p'p') 

Bezeichnet man die Flächenwinkel der Ecke p^p^p^ mit 

;p'. p», 'p') 

so ist analog : 

Diese Beziehungen finden nicht statt und die im Folgenden abzuleiten- 
den Formeln verlieren ihre Symmetrie, wenn man an Stelle der Aussen- 




Fig. i5. 
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Winkel die entsprechenden Innenwinkel der beiden in Rede stehenden 
Ecken, welche die Nebenwinkel jener sind, einführt. 

Mit Benutzung der Additionsformeln der trigonometrischen Functionen 
lässt sich die Determinante (1) in das Product: 

(2) sin^ [jt^ Tt^Tt^) := 4 sin5 sin [s — (tt^tt^)) sin [s — [tv'^ tv^)} sin {s — (n^n^)} 

tiberfuhren, worin : 

2 5 = (iT2 7t^) + [n^Tt^) + [tT* 7t^) 

gesetzt ist. Mit Hülfe dieses Ausdruckes wird sm'^{7t^ 71*^71^) am einfachsten 
berechnet. Aus (2) folgt j dass der Werth von sin^ [tt^ n'^n^] zwischen und 
\ liegt. Der untere Grenzwerth tritt ein, wenn die drei Geraden Tt^n'^n^ 
einer und derselben Ebene parallel gehen, denn alsdann ist: 

[jt^ 7t^) + [7t^ n^) + (tt* 7t^) = 

Der obere Grenzwerth wird erreicht, wenn die drei Geraden senkrecht 
auf einander stehen. In (2j kann für drei, zwischen und 7t liegende 
Winkel (tt^tt^), (tt^tt*) und [tz^ti'^] nur immer einer der vier Sinusfactoren 
der rechten Seite negativ sein. Soll nun das Product derselben positiv sein, 
so muss es auch jeder Factor sein, d. h. die Summe je zweier der drei 
Winkel muss grösser als der dritte Winkel und die Summe aller drei Win- 
kel kleiner als vier rechte Winkel sein ; oder mit anderen Worten die drei 
Geraden Tt^Tt^Ti^ müssen eine körperliche Ecke bilden. 

Unter Benutzung der abgekürzten Bezeichnung : 

cos(7r*7r*)= c,.jfc = c^i 
worin die Zeiger i und t = 1, 2, 3 sind, können wir schreiben : 

Cli C12 Ci3 
S\TL^[7t^7t^7t^)=^ C21 C22 C23 

C3I ^2 C33 

Es ist daher zweckmässig für sin^ (tt^tt^tt^) eine neue Bezeichnung 
einzuführen, welche gestattet die zweigliedrigen Unterdeterminanten der 
vorstehenden Determinante übersichtlich aufzuzählen. Wir bezeichnen : 

sin^lTT^Tr^Tr^) = J 
und die Unterdeterminanten : 

sin^ [Tt'^Tt^] = z/11, sin2 [it'^Tt^) = ^22? sin^ (/r* n-] = J.y^ 

cos [Tt^Tt^] cos (tT^ Tt^) COS [tV^ 7t^) = z/23 = ^32 

3) cos (tT^TT^) cos [Tl'^Tt'^) COS [jl^ 71^] = J-^x = ^13 

cos (Tt^Tt^) COS [Tt^Tt^] COS [tV^ TC'^j = //,2 = z/21 

SO dass der W^erth von z/ als Summe : 

3 

1=1 
3 

(4) =.^c,.,z/,-, 

1=1 
3 

L^ Krystallogr. 5 
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geschrieben werden kann. Bekanntlich finden zwischen den Zahlen c^ und 
J^j^ noch die Beziehungen statt : 

(4-) ic„z/tt = 

1 = 1 

worin die Zeiger e und A* = 4 , 2 oder 3 und e ^ k. Bezeichnet man die 
aus den Zahlen J^j^ gebildete Determinante : 



^2\ ^22 ^23 
-^31 ^82 ^33 



= (J 



und ihre zweigliedrigen Unterdetenninanten mit d^j^, so besteben die Re- 
lationen : 

(5) dij, = J . Cik 
also insbesondere : 

^11 = ^22 = ^33 = ^ 

Nach dem Fundamentalsatz der sphärischen Trigonometrie ist : 

^23 = ^32 = sin [Tt^Tt^] sin [tz^ti^) cos (tt*) 

(6) ^31 = ^13 = sin [Tt^Tt^) sin (/t^^itSJ cqs [tz^) 

Jx2'= ^2\ = sin [n'^Tt^] sin (tt^tt*) cos [tc^] 

und demnach : 

^23^23 = ^32^32 = ^22^33 COS^ iVr*) 
^31 ^31 = ^13^13 = ^33-^11 COS2(7r2) 
^12 -^12 = -^21 ^21 = ^11 ^22 CÖS^ (/T^) 

oder: 

^22^33 Sin2 [it^] = ^22 ^33 — ^23^23 = ^11 = ^ 
(7) ^33 Jix Sivfl (tT^) = ^33 J^^ — J^^ J^^ =^22 = ^ 

^11^22 Sin^ [n^] = ^11 ^22 — ^12^12 = ^33 = ^ 

Trägt man in (7 für J^^i ^rii ^n i^^^ ^^ (^) angegebenen Wertbe 
ein, so ergiebt sich: 

sin [jt^Tt^] sin {tv^tv'^) sin (tt*) = V^ 
(8) sin [it^n'^ sin (tt^tt^; sin (/r^) = V^ 

sin (tt^vT^) sin [7t^7t^\ sin {tt* = VJ 

Hierin ist V^ = sin 'Tr^/r^TT^) positiv zu nehmen, wenn die Winkel 

(/r^/r^j, (/r^/r*), (rr^.T^; und rr^), (tt^ , (/r^) in dem positiven Sinne be- 
schrieben werden. Die Formeln (8) lassen erkennen, dass: 

sin Vr^/r^/r^^ = sin (Tr^/r^/r* = s\x\ [n^ 7t^ n^) 
= — sin (rr^/r^/r^ = — sin Vr^/r^/r^ = — sin [Tr^Tt^n:^] 

ist, d. h. dass der Sinus einer Ecke das entgegengesetzte Vorzeichen er- 
hält, wenn die Ecke ihr Zeichen ändert. Aus (6; und (8, folgt : 
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tan (Tri) = ^= — 

^23 ■^32 

tan (7r2) = — = — 

-^31 -^13 

tan (^s) = = 

^12 -^21 



Mit Hülfe von (6) wird bekanntlich der fQr zwei Paare von Geraden 
oder Ebenen 1, 2, 3, 4 geltende, von C. Fr. Gauss*) gefundene Satz ab- 
geleitet : 

(10' ^""^^A "'*' !£?!!= sin (r«) sin(3*4) cos(12'34) 

COS (1 4) cos (2 4) \ K \ I \ I 




Fig. 26. 

Wendet man diesen Satz, der auch für ein sphärisches Viereck (siehe 
Fig. 26; gilt, auf je zwei Paare von Geraden (siehe Fig. 25, S. 64): 

Tt^Tt^p^p^ 
Ti^Tt'^p^p'^ 

an, so erhält man folgende Beziehungen: 

cos [Tt'^p^) cos [tv^p^) = sin [p^) sin (tt*) cos (/)* tt*) 

(11) cos (Tt^p^ cos (tt^p*) = sin [p^] sin (tt^J cos {p^7t^) 
cos (tv^p^) cos [tv^p^) = sin [p^) sin (tt^) cos (p^tt^) 

aus denen hervorgeht, dass : 

sin (p2) sin (tt^) sin (p^) sin (tt^) = cos^ (p^ tt^) 

(12) sin (p3) sin (/r^) sin (p^) sin (tt^) = cos^ [p^Tr^) 

sin (p*) sin [tv^] sin (p^) sin (/r^) s= cos^ (p^/r^) 



*) Disquisitiones generales circa superficies curvas. 1828. Werke 4, 220, 221. 
Vgl. R. Baltzer. Eiern, d. Math. 8. AuA. 1870, 2, 839. Determ. 8. Aufl. 1870, 205. 

5» 



68 



Sechstes Kapitel. 



sin2 (p^p'^p^] = 



Nun folgt aus ,8), da nach S. 64 [Tt^Tt^) = (/)*) u. s. w. ist: 

(13) sin (tt^) : sin (tt^) : sin (it^) = sin (/)*) : sin {p^) : sin [p^) 
Demnach gehen die Relationen (42) über in: 

sin (/)2) sin (tt^) = sin {p^) sin (tt^) = cos (/>*/r*) 

(14) sin (p^) sin (tt*) = sin (p*) sin (tt^) = cos (p^^^j 

sin (p^) sin (tt^) = sin {p^) sin (/r^) = cos [p^7t^) 

Man kann jetzt an die Stelle der Gleichungen (8) auch die folgenden 
setzen : 

sin [ji^Ti^) cos [tv^p^) = VJ 

(15) sin (fc^Tt^) cos (tt^p^j = y^ 

sin [Tt^Tt^] cos (/r^p^) = V^ 

Dieselben Ausführungen, zu denen J Anlass giebt, können auch mit 
dem Quadrat des Sinus der Polarecke von [Tt^Tt'^Tt^): 

1 cos (p^p2) cos (p*p^) 
cos (p2pi) 1 cos (p2p3) 

cos [p^p^) cos ip^p^) 4 

welches mit V bezeichnet werden möge, angestellt werden. Die den Re- 
lationen (15) entsprechenden Ausdrücke : 

sin ip^p^) cos (p* TT^) = V V 

(16) sin ip^p^) cos (p2 Tt^i = V V 

sin [p^p*^) cos (p^/r^) = Vv 

ergeben mit (15) verglichen: 

VV : yj=sin(7ri): sin (p») 

(17) = sin {7c^) : sin (p^) 

= sin (n;3) : sin (p^) 

oder : 

y V _ sin (p') sin (yr^) sin {tv'^) 
yj sin (tt*) sin (p^) sin (p^) 

Mit Rücksicht auf (8) folgt hieraus: 

yv V^ _^ sin (tt*) sin (tt^) sin (tt^) 

V^ ~ sin (p^) sin (p2) sin (p») "" yy 

und ferner mit Benutzung von (H): 

y^ • Vv = sin [jt^Tt'^Tc^) sin {p^p^p^) = cos (/r^p*) cos [tv^P^) cos (tt^p») 
= sin [tv^] sin (tt^) sin (^r^) sin (p*) sin (p2) sin (p^) 

Da jeder der Winkel (/r^p^), (/r^p^), f/r^p^) kleiner als 90« ist, so hat 
das Product sin [tc^ 7t^ tc^) sin (p^p^p'j stets einen positiven Werth, d. b. 
die Ecken .r^Tt^Tt^ und p^p^p^ haben einerlei Sinn. 
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§2. 
Fünf Fldcheii; von denen nicht je drei einer und,derselben Geraden 
parallel gehen, seien bezeichnet mit 1, 2, 3, 4, «ö, die Durchschnittslinien 
von 2, 3, 4, 5 auf i seien (s. Fig. 27): 

[1,2]=I, M,3]=1I, [1,4] = 111, [1,6]= IV 

Bedeutet sin (124) den Sinus der von den Flächen 1, 2, 4 gebildeten 




Fig. 87. 

Ecke, u. s. w., so wird unter dem Doppelverhaltnisse der dreiflächigen 
Ecken, welche 1 mit 8, 3, 4, 5 bildet, folgender Ausdruck verstanden: 

'•^*^*^)- sin (134) -sin (135) 
Nun ist nach (8) auf S. 66 : 

sin (124) = sin (41) sin (12) sin (III I) 
sin (134) = sin (41) sin (13) sin (111 II) 
sin (125) = sin (51) sin (12) sin (IV I) 
sin (135) = sin (51) sin (13) sin (IV 11) 
folglich : 

^ ' sm (III 11) sm (IV II) ^ ' 

Da das Doppelverhältniss (I II III IV) eine rationale Zahl ist, so ergiebt 
sich der von C. Fr. Gauss*) entdeckte Salz: 

Die Doppelverhältnisse der dreiflächigen Ecken, 
welche eine von fünf Flächen mit den vier übrigen bildet, 
sind ratiofiale Zahlen. 

Ein analoger Satz gilt für fünf Kanten. 



♦) Werke 11, S. 808. 
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§3. 

Versteht man unter den Winkeln eines sphärischen Dreiecks die Aus- 
senwinkel desselben, wie es nach der auf Seite 5 gegebenen Definition eines 
Flachenwinkels erforderlich ist, so nehmen die zur Berechnung eines sphä- 
rischen Dreiecks dienenden Formeln folgende Gestalt an *) . 

Es seien [p^). (p»), [pZ) die Winkel und (tt^), (tt^), (tt») die Seiten 
eines sphärischen Dreiecks (s. Fig. 28), so bestehen die fundamentalen Be- 
ziehungen : 

cos (/)*) = coä ' /)2) cos [p^] — sin ip^) sin [p^) cos (tt^) 

(1) cos (p2j = cos /)3J cos ip^) — sin [p^] sin (p^j cos (tt^) 
cos [p^ = cos (p*) cos ;p2j — sin (pij gin (^2) cos (/r*) 

cos [n^] = cos (tt^) cos [n:^] — sin (tt^) sin (tt^) cos (p*) 

(2) cos {/T^j = cos (tt^) cos (/r^; — sin (tt^) sin (rr*) cos (p^j 
cos [tv^] = co^ Jtt^) cos (tt^ — sin ^tt*) sin itt^i cos (p^) 

3' sin ;p*; : sin (p^) : sin (p^) = sin (/r*) : sin (tt^) : sin (tt^) 

Wird dabei vorausgesetzt, dass die 
Winkel und die Seiten positiv und <; \ 80® 
sind, so sind alle Sinusse positiv. Ist 
sin (TT^) ^ sin (tt^) oder, was dasselbe 
ist, sin (p*j^ sin (p^), so ist die Seite 
(;r2) mit dem Innenwinkel 480« — {p^ 
gleichartig, d. h. wenn [tz^) ein spitzer 
Winkel ist, so ist auch 18ö*> — (p^) ein 
spitzer u. s. w. Durch die Seiten(7r*) (n^ 
und den Winkel [p^) ist dann auch der 
Winkel (p^) genau bestimmt; ebenso 
durch (p^j [p2) und [ti^] die Seite [ti'^] . Ist 
|.',g ^g dagegen sin [7t^)<is\n(7t^) oder sin (p*'< 

sin (p^j, so wird, wenn das Dreieck über- 
haupt möglich bleibt, im ersten Falle der 




Winkel 
Aus 



p2) , im zweiten die Seite (tt^) zweideutig, 
den Formeln (1j und (2j leitet man ab: 

,np — (.T^) 



4) 



tan2 



lan2 



tan^ 






smp 



sin p — ;t2j s 
sinp s 



sin p — ^-r^' 
sinp 



smp 



JT 



i\ 



np — (;t^) 
np-(^2) 



np — .T*^ 
n p — rr^^ 



np — 



:rh 



worin : 
ist, und 



2p = rr» + '^2- +{7t^] 



Vgl. H. Grassmano. Lehrbuch der Trigonometrie. Berlin 1865, S. lOOf. 
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tan^/— \ = sinp sinp — {p^) 
\ 2 / siup — [p^) sinp — [p^) 

;5) tan^ ifj = ■ «i°p «'"/>- (p;; 

\z I sinp — (p3) sinp — (pi) 

lau'^l—] = sinp sinp — (p3) 
\ 2 / sinp — (p^) sinp — (p2) 
worin : 

2p = (pi) + (p2) + (p3) 

Aus (3) folgen die Gleichungen : 

I {sin (pi) — sin (p^)} sin (tt^) = {sin (tt*) — sin (tt^)} sin (p^) 

II {sin (p^) + sin (p^)} sin [tc^) = {sin (yr^j -f- sin (tt^)} sin (p3) 

und aus (1 ) und (2) ergiebt sieb : 



in {cos (p*) + cos (p2) 
IV {cos (tt^) + cos {7t^) 



sin (tt^) = — {cos (p3) 4- <} sin ((/ri) + (tt^)) 
sin (p3) = — {cos (TT») + 1} sin ((pi) + (p2)) 



Fttbrt man in die Gleicbungen I — lY die halben Winkel und Seiten ein, 
so geben dieselben über in : 

^%=—P,P4 
-^z'^i = P2Pi 

wobei die Bezeichnungen : 

CS ifll+M- 0» (^ = *. c»M+i2!)«»i|l=i., 

benutzt sind. Aus (6) folgt: 

^i^, = P,P, 
Demnach ist entweder : 

^4 = p^ oder : ^4 = — P4 

(7) '^i = Pi %=-Pi 

% = - P3 152 = ^3 

^ = — ^2 133 = P2 

Sind die Winkel und die Seiten < 180<>, so gilt das zweite System 
dieser Gleichungen, welche nach ihrem Entdecker die Gauss'schen ge- 
nannt werden : 
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(8) 



sin ' sin -^ = 

COS ^^ — ^ ^' ' sin ^-TT^ = 
sin '^ ' '^'^ ' cos^ = 

COS '^ ' ^ cos ^-TT^ = 

z 2 



sin ^ ' ^ ^ sin ^ 

(pS) 



sin -i^ — ' — ^ cos 



cos — '-^ sm -^ 



cos ^-r— ^ ^ COS 



oder 



Aus denselben ergeben sich die sogenannten Ne per 'sehen Analogien 

*3 P2 1}4~ P4 




tan 



(P*) - (p2) 



tan -^-^ 

sm ^ — —TT^ — ' 



cos 



(n-i) — (;r2) 



tan 



{p^ 



:in iCJ L_L = tan j. 



tan 



(ttV — (7r2, 



cos 



sin ^^ '^ 



2 [n^ 



Fig. 29 



sin 



COS 



(p»)-(p^) 



tan 



(TT') + ./f^. _ _ 2 ^„ (fL*) 



COS 



Ist in dem sphärischen Dreieck der Winkel [p^] = 90» (s. Fig. 29), so 
bestehen folgende Gleichungen : 



2* 
oder 



cos f/r^ = cos TT* cos Vr^; 
sin (/r*) = sin [tx^] sin (p* 



3' 



sin (p^) = 
cos(pi = — 
lan (p»; = — 



sin >T^; 
sin ;.t3 
tan (/r2 
lan /t3 
tan /r^ 
sin (.T-) 



§ 4 — 5. Coordinaten von Flächen und Kanten. 
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5* cos (p^) = — sin (p2) cos (tt*) 

6* cos (tt^) = cot [p^) cot (/)2] 

Durch Einführung der Hilfswinke] i/Zj i/Zj ip^ und xi X2 Xa» welche durch : 

cot ipi = tan {/)2) cos (/r^) 

cot 1/^2 = tan (p5) cos (tt^j 

coti//3 = tan (jo*) cos [tv^] 

cot xi = tan [tv^) cos (p^) 

cot X2 = tan (tt^) cos (p^) 

cot X3 = tan (tt^) cos [p^] 

definirt sind, gehen die Formeln (1) und (2) über in : 

, cos (p2) sin (i/zi — p3) 

cos ip*) = 

[10: cos(p2; = 



cos (p3) = 

cos (tt^) = 
(11) cos (7r2) = 



cos (7t^] = 



sini//j 
cos (p^) sin ((//2 — p^j 

sin)//2 
cos (p^) sin (t//3 — p^) 

sini//3 

cos (tt^) sin (x\ — ^^) 

sinxi 

cos (tt^) sin (x2 — ^*) 

sinx2 
cos (tt^) sin (^3 — ^^) ^ 




s»n Xi 



Fig. 30. 



§4. 



Bezeichnet man die Verhältnisse der Längeneinheiten der Fundamen- 
talkanten : 

OEi : OE2 : OE^ = Oj : 02 : 03 

so sind die Verhältnisse der Abschnitte OHi, OH^, OH^ der Fläche h 
= {^1 ^2^3} 3uf ^^^ Fundamentalkanten nach der auf S. 17 gegebenen De- 
finition : 

hl h^ /»3 
Bedeudel Ay die Normale der Fläche Ä, so ist aus Fig. 30 ersichtlich, 



dass : 



0//, : 0^2 '\OHi = 



1 



1 



\ 



cos (Äy TT^) ' COS [hy Tt'^] ' COS [hy 7t'^] 

woraus folgt : 

(1) hx'. hl : h^ = Qi cos (Ay/r*) : 02 cos (Ay^^J : 03 cos [hpTt^] 

d. h. rf/e Indices einer Fläche sind proportional den Längeneinheiten der Fun- 
damentalkanten und den Cosinus der Einfallswinkel dieser Kanten in Bezieh- 
ung auf die Fläche. 

Wir bezeichnen die Verhältnisse: 
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cos [hy 7t^) : cos (hp Jt^) : cos (Ä„ tt*) = Wj : U2 : t^ 

und betrachten UiU2U^ als die homogenen Coordinaten der Fläche h, d. h. 
die homogenen Coordinaten einer Fläche sind drei Zahlen^ welche sich verhal- 
ten wie die Cosinus der Einfallswinkel der Fundamentaikanten in Beziehung 
auf diese Fläche. 

Insbesondere verhalten sich die Coordinaten der Einheitsfläche e^ und 
der Fundamentalflächen p*, p^, p^ wie: 

4 1 4 

dl CI2' Chi 
1:0:0, 0:1:0, 0:0:1 

Wir wissen, dass die Indices hx /i2^ ^^^ Fläche A die Gleichung : 

erfüllen, worin rj^ 1^2 ?3 ^^^ Indices irgend einer in der Fläche h enthaltenen 
Kante rj sind. Ersetzen wir hierin die Indices h^h^h^ durch die Coordinaten 
u^u^n^ der Fläche A nach der in [1] angegebenen Beziehung, so ist die 
Gleichung der Fläche h : 

(2) «^löi^i + W2 02IJ2 + u^a^ri^ = 

Wir wollen die hierin auftretenden Coefficienten von t^t^i^ als die 
homogenen Coordinaten der Kante rj betrachten und bezeichnen : 

SO dass die Gleichung (2) übergeht in : 

Wl?l + W2?2 + W3?3 = Ö 

Wie wir gesehen haben, können die Indices einer Kante rj, welche 
Durchschnittslinie der Flächen h und A' ist, in folgender Weise durch die 
Indices dieser beiden Flächen ausgedrückt werden (S. 24): 

*?! : ^2 • ^3 = ^Ä'3 — A3 A'2 : A3 A'i — Aj A'3 : A^ A'2 — A2 A'j 

Hieraus ergiebt sich für die Coordinaten derselben Kante 17 : 

?i : & • ?3 = ^ w'3 — ^ w'i : u^u\ — Wj u\ : Ux u\ — Ujti'i 

worin Ux u^u^ und w'i w'2u'3die Coordinaten der Flächen A und A' sind. Be- 
zeichnet man die Normalen der beiden Flächen mit h^ und A'y, so ist nach 
dem Satze von Gauss S. 67: 

U2u\ — u^u\ = sin [hpWy] sin [tc'^tv^) cos {hph\^7t^7t^) 
"3 w'i — Wj u'3 = sin [hp h'p) sin [it^n^) cos (A^ A'^V^tt*) 
Ux u\ — u^u'x = sin (A,, A'^) sin [Tt^Tt^] cos ihph'y 71^ 7t^) 

Um hieraus die von den Flächen A und A' aus der Zone der Kante tj 
abhängigen Grössen zu entfernen, setzen wir an die Stelle der Winkel 
zwischen der, die Normalen der tautozonalen Flächen enthaltenden El>ene 
und den Fundamentalflächen : 

[hyVyTt'^Ti^), [hyKj'n^Tt^), [hph'yTt^n^) 
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die ihnen gleichen Winkel, welche die Kante rj mit den Normalen p^y, p\, 
p\ der Fundamentalflachen einschliesst : 

[nP\)i {VP\)^ iVP^) 
Dann ergiebt sich : 

i3) §1 • ?2 • ?3 = sin(7r2^3) cos(rip\): sm(7t^7C^) cos{rip\) : sin{7t^7t^) cos{r]p\) 

d. h. die Coordinaten einer Kante sind drei Zahlen, welche sich verhalten wie 
die Cosinus der Einfallswinkel der Kante in Bezug auf die Fundamental- 
flachen, jeder Cosinus multiplicirt mit dem Sinus des in der betreffenden Fläche 
gelegenen Fundamentalkantenwinkels. 

§5. 

Wir haben gesehen, dass die Indices einer beliebigen Fläche h eines 
Büschels, welches durch die beiden Flächen h' und h" bestimmt ist, sich 
durch die Indices der Flächen h'h" und einen mit der Fläche h variirenden 

r 

Parameter 77 ausdrucken lassen. In analoger Weise können jetzt die Coor- 
dinaten der Fläche h durch die Coordinaten der Fläche h' h" und eine mit 
der Fläche h veränderliche Zahl ß dargestellt werden. Setzt man näm- 
lich in (6) auf S. 32 : 

hx'. hl \ h^ = i/ h\ 4- A"Ä"i : A'Ä'2 + A"Ä"2 : A'Ä'3 -f- k"h"^ 

die W' erthe : 

h. = Qa.Ui, h\ = Qa^u'^, h"^ = Q'aiU% 

ein, worin qq' q" Proportionalitätsfactoren bedeuten, so ergiebt sich, wenn 
noch die Bezeichnung: 

eingeführt wird : 

1) tii : ti2 : t^ = w'i — ßu'\ : u\ — ßu\ : w'3 — ßu"^ 

Hieraus folgt: 

^ U2 u'-^ — u^ u'i t/3 u\ — Ui u\ Ui u\ — Ui u\ 

Ui u\ M3 U'2 W3 u\ Ux U\ Mj \jC\ t/2 u\ 

oder in symbolischer Schreibweise : 

[uu ),. 

worin der Zeiger t = 1 , 2, 3 ist. Ersetzt man nun die in den Ausdrücken 
für /^ auftretenden Zähler und Nenner durch ihre im vorigen § angegebenen 
Werthe und berücksichtigt man, dass die Normalen der Flächen hh! K* in 
einer und derselben Ebene liegen und hier dieselben Winkel unter ein- 
ander einschliessen wie diese Flächen, so ergiebt sich : 

% • sinjAÄ] 

^ ^""sin(AÄ") 
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Die Zahl ß erleidet keine VerdDderung, wenn an Stelle des Drebungs- 
sinnes, in welchem die Winkel zwischen den Flächen des Bttscbels \h'hr[ 
anfänglich beschrieben wurden, der entgegengesetzte eingeführt inrird. Da 
diese Zahl die Lage der Fläche h in Bezug auf die tautozonalen Flächen h' 
und A'' durch Angabe des Sinusverhältnisses, nach welchem, die Flflche A 
den Winkel [h'h] theilt, bestimmt, so wird sie das Theilungsverhält- 
ni SS der Fläche A genannt, ß ist positiv, wenn die gleichnamigeD Rich- 
tungen der Normalen der Flächen h K h" in dem Gyclus hy h'y h^y oder dessen 
Umkehrung, negativ, wenn dieselben in dem Gyclus h'yhyh^y oder dessen 
Umkehrung auf einander folgen. Ist : 

ß = ^ 1 

so halbirt h den Winkel (Ä'A") oder dessen Nebenwinkel (vgl. den Normal- 
schnitt des FlächenbUschels in Fig. 31). 

Mit Hülfe des Theilungsverhältnisses ß ist die Lage der Fläche h in 
dem BUschel [h'h''] leicht zu construiren. Es stelle Fig. 32 einen Normal- 




-/ff>^ 




Fig. 82. 

schnitt des BUschels dar. Man fälle von einem beliebigen' Punkte C der 
Schnittlinie der Fläche h die Normalen CN und CP auf die Schnittlinien 
der Flächen /?' und h", AB sei diejenige, von den letzteren Schnittlinien 
begrenzte Gerade, welche in C halbirt wird. Dann ist : 

_ sin jhh' _ NC PC _ NC 



smihh"] 



MC * MC PC 



und 



^X NC PC sin NAC sin 31 AC 



MB 



folglich : 



PC ÄC' BC sin PBC sin MBC MA 



MB 



'^-MÄ 



Hieraus ergiebt sich folgende Gonstruction. Man trage auf den Schnitt- 
linien der Flächen h' und /?" von M aus zwei Strecken MA und MB ab, 
welche sich verhalten wie die reciproken Werthe von sin (A A') und sin (A h*^} , 
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verbinde die Endpunkte A B und halbire die Strecke i4 ^ in G, dann ist MC 
die Schnittlinie der Fläche h. 

Die Formeln (1), (2j und (3) dienen zur Lösung folgender Aufgaben. 

I. Sind die Goordinaten von drei tautozonalea Flächen h^ h\ h": 

gegeben, so dass wir auch : 

kennen, und ist ausserdem einer der drei Winkel : 

[h'h"), (Ä"Ä), [hh'] 

bekannt, so lassen sich die beiden anderen Winkel berechnen. Es sei z. B. 
der Winkel [hh") gegeben, so folgt aus (3j: 

sm{hh') = ßsm[hh"] 
der Winkel (h h') und aus : 

(Ä'Ä") = (Ä'A) + (Är) 

ergiebt sich (A'A"). 

II. Sind die Goordinaten u\uiu\ und v!\u"2u\ von zwei Flachen h' 
und h" und ausserdem die W^inkel, welche diese Flachen mit einer Fläche 
h aus ihrer Zone einschliessen, gegeben, so dass auch: 

^ sin [h h!) 

^~ sin [hh") 

bekannt, so kann man die Goordinaten Ux 1/2 u^ der Fläche h berechnen ; 
denn es ist : 

Pu^ = U2 — ß u'\ 
Pu^ = u'3 — ßu\ 

worin P einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 

§6. 

Die von (ünf Geraden oder Ebenen 1, 2, 3, 4, 5 im Baume eingeschlos- 
senen zehn Winkel sind nicht unabhängig von einander, sondern durch 
eine, unter dem Namen: Fundamentalgleichung der räumlichen Gonio- 
metrie bekannte Relation verknüpft. Man gewinnt dieselbe durch die Be- 
merkung, dass cos (45) sich als eine lineare homogene Funktion von 
cos (41), cos (42) und cos [43] darstellen lässt: 

(1) . cos (45) = Ai cos (41) + i^ cos (42) + A3 cos (43) 

Denn die Goefficienten A| A2 A3 können aus den Gleichungen bestimmt 
werden, welche man aus der Relation [\] dadurch erhält, dass man die 
Gerade oder Ebene 4 der Reihe nach mit 1, 2 und 3 zusammenfallen lässt: 

cos 15) = Ai 4- A2 cos (12) + A3 cos (13) 

(2) cos(25) = Aj cos(21) + A2 + A3 cos (23) 

cos ;35) = A, cos (31) + A2 cos (32) + A3 
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(3) 



= 



Das Resultat der Elimination der Coefficienten i-il^h Qus (i) und (2] 
ist die gesuchte Fundamentalgleichung : 

cos (45) cos (41) cos (42) cos (43) 
cos (45) 4 cos (42! cos (43) 
ces(25) cos (24) 4 cos (23) 
cos (35) cos (34) cos (32) 4 

Mit ihrer Hülfe kann der Cosinus eines der zehn Winkel ausgedrückt 
werden durch die Cosinus der neun übrigen Winkel. Wird aus (3) das mit 
cos (45) behaftete Glied herausgehoben , der Rest nach den Elementen der 
ersten Zeile und der ersten Reihe geordnet, 

sin2(423) = ^ 

gesetzt und den Unterdeterminanten von J die Bezeichnung ^/^ gegeben, 

so ist : 

cos (44; cos (42) cos (43) 
cos (45) 4 cos (42) cos (43) 

cos (25) cos (24) 4 cos (23) 
cos (35) cos (34) cos (32) 4 



J cos (45) = — 



oder: 

(4) 



J COS (45) := 2^i]c cos (4 t; cos (5A') 



»* = i 



In dem besonderen Falle, wo 4 mit 5 zusammenfällt, folgt aus (3) : 

4 cos (44) cos (42) cos (43) 
cos (4 4) 4 cos (42) cos (43) 
cos (24) cos (24) 4 cos (23) 
cos (34) cos (34) cos (32) 4 



und aus (4): 
(5) 



= 



^ = 2^^]^ cos (4 i) cos (4 A-; 



Dies ist eine Beziehung zwischen den sechs Kantenwinkeln eines voll- 
ständigen Vierkants oder den sechs Flächenwinkeln eines vollständigen 
Vierflachs. Sie kann aufgefasst werden als eine nicht homogene Relation 
des zw^eiten Grades in Beziehung auf: 

cos (44), cos (42), cos (43) 

oder als eine homogene Relation des ersten Grades in Bezug auf: 

^y ^iU -^22» ^33j ^23> ^31? ^12 

Betrachtet man die Geraden 4, 2, 3 als Coordinatenaxen, so stellt die Re- 
lation (5) eine nicht homogene quadratische Beziehung zwischen den Coor- 
dinaten einer Fläche, deren Normale die Gerade 4 ist, dar. 

Sind von den sechs Winkeln zwischen vier Geraden oder Ebenen fünf 
gegeben, so liefert die Relation (5) zur Bestimmung des sechsten Winkels 
eine quadratische Gleichung. Man erhält demnach zwei Werthe für den 
sechsten Winkel, entsprechend den beiden Lagen, welche die Construetion 
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der vierten Gerade oder Ebene ergiebt. Es seien beispielsweise die 

Winkel : 

(23), (34), (42), (44), (24) 

gegeben. Dann lautet die aus der Relation (5) fliessende, in Beziehung auf 
den Cosinus des zu bestimmenden Winkels (34) quadratische Gleichung : 

(6) a cos2 (34) + 2 SB cos (34) + S = 
worin : 

91 = ^33 

J8 = ^23 cos (24) + ^31 cos (4 4) 

S = ^11 cos2 (4 4) + ^22 cos2 (24) + 2^i2 cos (4 4) cos (24) — J 

gesetzt ist. Die beiden Wurzeln von (6) sind : 

- ^(« - V0) und- i (© +1/0I 
worin : 

© = ©» — 9ie. 

Ersetzt man in dem Ausdruck für @ die Grössen 91, SB, (S durch ihre 
vorstehend angegebenen Werthe, so erhält man zunächst : 

= C0S2 (4 4) {^3t ^31 — ^,1 ^33} + C0S2 (24) {^23 ^23 — -^22 -^33} 

4- 2 cos (4 4) cos (24) {^23 ^31 — ^12 -^33} + -^-^33 
und dann, mit Rücksicht auf die Formeln (5) und (7) in § 4 dieses Kapitels : 
= ^{4 — cos2 (42) — cos2 (44) — cos« (24) + 2 cos (42) cos (44) cos (24)} 
oder: 

(7) = sin2(423) sin2(424) 

Demnach sind die Wurzeln der Gleichung (6) : 

(8) — -j- {^23 cos (24)) + z/jt cos (44) =P sin (423) sin (424)} 

-^33 

Bilden die Geraden oder Ebenen 4/2, 3 und 4 , 2, 4 je eine körper- 
liche Ecke, so sind nach § 4 dieses Kapitels sin« (423) und sin« (424) positiv, 
also sin (4 23) und sin (424) reelle Grössen. Die beiden Wurzeln werden 
nur dann einander gleich, d. h. es ist nur dann eine vierte Gerade oder 
Ebene vorhanden, wenn das Product: 

sin (423) sin (424) 

verschwindet. Unter den geltenden Voraussetzungen tritt dieser Fall ein, 
wenn: 

sin (4 24) = 

ist, d. h. wenn die Geraden oder Ebenen 4, 2, 4 einem und demselben 
Büschel angehören . Ist : 

sin (424)^0 

so unterscheiden sich die beiden Wurzeln der Gleichung (6) dadurch , dass 
für die eine sin (424) einen negativen, für die andere einen positiven Werth 
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hat; d. h. die beiden möglichen Lagen der Geraden oder Ebene 4 und 4* 
befinden sich auf entgegengesetzten Seiten der Verbindungsebene der Ge- 
raden 1 und 2 oder der Schnittgeraden der Ebenen 4 und 2. (Fig. 33 stellt 
die Schnittpunkte der von einem Punkte ausgehenden Geraden Ar, ür', k'^ AT 
und k" mit einer um den Ausgangspunkt gelegten Kugeloberfläche dar.) 
Die relative Lage von vier Geraden oder Ebenen im Räume ist also 

nicht vollständig bestimmt durch 
die Angabe von fünf der sechs 
Winkel, die sie unter einander 
einschliessen. Die 'Entscheidung 
über die beiden möglichen Falle ist 
erst mit Hülfe des sechsten Win- 
kels herbeizuführen. 

Bestimmt man die Coefficienten 
Ai ^2^3 der Gleichung (1) dadurch, 
dass man die Gerade oder Ebene 4 
der Reihe nach mit den, auf den 
Ebenen oder Geraden 23, 31, \% 
senkrecht stehenden Geraden oder 
Ebenen I, II, III zusammenfallen 
lässt, so ergiebt sich : 




— o 



Fig. 33. 



(9) 



eos(I 5) := Ai cos (I \) 

cos (II 5) = Aj cos (II 2) 

-cos (III 5) = A3 cos ;ill 3) 

und die Gleichung [\] nimmt die von Krön eck er *j angegebene Gestali an: 



cos (I 5) 



cos (II 5) 



cos (III 5) 



; 101 cos (45) = -^^^^^ cos (41 ) + ^" " cos (42) + """ ! I cos (43) 
^ ' cos(M) \ ' • cos (II 2) ' cos (III 3) ^ ' 

In dem besonderen Falle, wo die Geraden oder Ebenen 4 und 5 zu- 
sammenfallen, folgt hieraus : 

■ %%\ i cos(I4) ,^.. , cos(II4) ,-^, . cos(III4) ,,^, 

lll ^ = ini ^s 44 H ^|— ( cos 42 H \j=^^ cos (43 

^ cos (II) V y • COS (II 2) ^ ' cos (III 3) ^ ' 

Es ist leicht die Formeln (4) und (10), sowie (5) und (41) in einander 
überzuführen, indem man sich der in § 4 dieses Kapitels zusammengestell- 
ten Formeln bedient. 

Mit Renutzung der Formeln (4 5) in § 4 dieses Kapitels leitet man aus 
(10) die Form ab, in welche die Fundamentalgleichung der räumlichen 
Goniometrie durch Möbius^*) gebracht wurde. Es ist nämlich: 



*] Bemerkungen zur Determinantenüieorie. In: Borchardt's Journal für Mathe- 
matik. 4870. 72, 461. 

♦*) Analytische Sphärik. In: Abhandl. bei Begründ. d. kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. 
Leipzig. 1846. §8, § 44. 
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// 



V 



sin (98) eos(ll) »= sin (123) 

(12) sin (31 j cos (II Sj = sin (183) 

sin(18)ees(lU3) — s{n(123) 

sin{2ä) cos (15) .=s8in.(6S8) 

(13) sin (31 ) cos (II 5). = sin (163) 

sin (1 2) cos (lU 5) = sin^l 25) 

folglich : 

cos (I 5) _ sin (523) 

^3r(n)~sin(123)'"'^'''^'' 
Denmacb gebt (4^) Oberin: ' ^- 

(14) sin(123) cos(i6)4 sin(23) cds(I 5) cos (^1)4- sin (311 cos''[l'l 6^ los^i) 

4- sin (12) cos (in 5) loS (43) ' ^ - 

oder in die M ö b iu s'sche Form : 

(15) sin(123) cos(45) = sin(523) cos(44)+sm(ip) coV(42J+sin(425)cos(43) 

In dem besonderen Falle, wo : - 

z/=^sin2(423)=i=Ö - 

ist, während die Winkel («3) , (34), (12) i^öOo^idtei' I^O» verschieden und 
also auch die Grössen jJ^^ von Null versobieden ^sind, folgt aus den Re- 
lationen (42): \ \ 

cos (1 4 ) =; cos (II 2) «= OQS (III 3i) =0 

d. h., wenn wir \intep 4, 2, 3 f^rade'linien verstehen: die NonnateR I, ll^ 
111 der Ebenen 23^ 34, 42 stehen a^ch auf den Geraden 4, 2, 3 senkrecht, 
oder mit andern Worten die Geraden 4, 2, 3 liegen in einer und derselbei^ 
Ebene und die Normalea I, II, III laUen zusammen. Demnach ist die Summe 

der Winkel : . 

, ,(«3) + (3i) + (42)=0 
und: 

cos (I 5) = cos (II 5) = cos (111 5) 

Die Gleicl^uogi (4 4} .gebt also in diesem Falle Über in : 

(16) sin (23) cos (44) + sin (34) cos (42)4- 8i<i (42) cos (43)«= 

d. i. die von Möbius"^) zur Grundlage seiner Darstellung der sphärischen 
Trigonomecrie verwendete Beziehung zwisiAen den Winkeln voii vier Ge<- 
raden 4, 2, 3, 4^ von denen dreij nämlteb 4, 2, -3^ in einer und derselben 
Ebene Hegen: Es ist dies gleii^hzeitig die Beziehung Zwischen vier Punkten 
einer Kugeloberfläche, von denen drei in einem Hauptkreise liegen. 

Sind yxyiVz und XxX^x^ zwei Systejne von je drei Geraden, welche 
nicht in einer und derselben Ebene liegen, so kann das Product der Sintis 
der von diesen Geraden gebildeten Ecken : 

sin (y, yj Ja) sin (oh Xtoc^) 

*) a. a. 0. 7. Vgl. Baltzer, Elem. der Math. 4870. 2, 848. 
Liebisch, Qeometr. Krystallogr. 5 
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durch die Winkel yiX{) . . . (^30^) ausgedrückt werden. Bezeichnel man 
für den Augenblick : 

sin^ (fiCi cca 0:3) = -^ 

und die Unterdeterminanten von ^<^ mit J^jg, so geht: 

1 cos (yi yj) cos (yi ^3) 
sin2(yiy2y3)= cos(y2yi) ^ cos (yjyj) 

cos ;y3 yi) cos (y, y2) 4 

nach Formel (4) dieses § über in : 

J 2J.j^cos (yi X.) cos (yjarj 2^,.fcCos(yi o?,) cos (^ x^) 



1 



^/^z/ 



'Jl^-^^cos (yj X|) cos (yi cc^) 



2--/rtCos;y2^) cos(%a^ 



^11 


-^12 -^18 




^21 


^22 -^23 


• 


-^31 


-^32 ^33 





\IJij,cos[y^Xi cos{yiX^) 2J.j^oos{y^x^ cos{y2Xj^ J 

Setzt man hierin für ^ in der ersten, zweiten, dritten Zeile nach Formel 
(5) dieses § beziehungsweise: 

- ^.* cos (yi o:..) cos (yi a?;^) 
:SJ-^cos(y2Xi) cos (yjOPfc) 

- ^.k cos (ya a?J cos (y, 0?;^) 

80 erhellt, dass die vorstehende Determinante gleich dem Product : 

cos (yi Xi) cos (y, o^) cos (y^ o^) 
cos(y2a:i) cos(y2CC2; cos (y2 0:3) 
cos (y3 flc,) cos (y3 opj) cos (ya (»3) 

ist. Nun hat der erste Factor dieses Prodnctes den Werth : 

JJ 

folglich bleibt:*) 

cos(yiflCi^ cosfyicrj) oosfyiflc,) 

sin (yi y2 ya) sin i-Ti 0:2X3: = cos (y2iri) cos [y2 xj) cos (y^a:^) 

t cos (ya Xi ) cos [y^ X2) cos (y^ ac,) 

§7. 
Wir verstehen jetzt unter den Geraden 4, 8, 3 die Fundamentalkanten 
7t^, TT^, TT^ und unter den Geraden 4, 5 die Normalen v und v der Flächea : 

eines unsymmetrischen Krystalles. Dann wird durch die Formel (4) des 
vorigen § der Cosinus des Nonnalenwinkels [vv' ^^ &tr gleich dem FlSichen* 
winke! [hW] ist, als bilineare Funktion der Coordinaten der Flächen h und 
W dargestellt : 



(1, 



a 



J cos [hh!] = ^^a ccs [v^*] cos [v ^^^ 

ik — l 



*} Dieser Satz ist von von Staudt angegeben 'worden, in : üeber die Inhalte der 
Polyöder und Polygone. Grelles Journ. f. Math. 1842, 24, 352. Vgl. R. Baltzer. De- 
lerni. 1870. 181, 204, 206. 



§ 7. Der Cosinus eines Flächenwinkels und eines Kantenwinkels. $3 

Wir Wollen nun in dieser Relation die Coordinaten der Flächen h und 
A' durch die Indices derselben und durch die Axeneioheiten ersetzen. Nach 
Formel (4j in § 4 dieses Kapitels ist: 

cos (y^*) 3SS p -^ .1 

a 
, » 

cos (l/' TT*) = O' — 

worin q und q' Proportionalitätsfactoren bedeuten. Demnach ist: 

(2) ■^eos(ÄA') = ee'2 ;^Ä<A'it 

i1t=i (^iCljc 

Lasst man successive h' mit A änd h mit A' zusammenfallen , so erhält 

man aus (2) : , 

^ — KÜ S —i^h,h^ 

* ' . - *' 

wodurch die Werthe von q und ^' bestimmt sind. Wir finden also folgen- 
den Werth für den Cosinus eines Flachen>^i^inkels [Kh') , ausgedrückt durch 
die Elemente des Krystalles und die Indices der Fläcfien h und h': 

{4) cos {h h') = , / 3 /^'"'°*3 ^ 

Wir werden zuweilen der Kürze wegen die in Bezug auf die Indices 
h^h^h^ ganze homogene Function des Zweiten Gnades: 

und die in Bezug auf die Indices h^h^hz. upd h\h\h\ ganze homogene 
Function des ersten Grades : 

setzen. Dann ist also: 

y(p[h] ipih)^ 

Versteht man unter den Geraden 1, 2, 3 die Normalen v^v'^v^ der 
Fundamentalflächen und unter den Geraden 4/5 die Kanten : 

so ergiebt sich aus der Formel (4) des vorigen § dar Cosinus des Kanten-*- 
winkels {rit}') als bilineare Function der Coordinaten der Kanten t] und // 
in folgender Weise. Multiplicirt man In der Determinante (3) des vorigen § 



=0 
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sowohl die zweite, dritte, vierte Zeile als aixth die arweite, dritte, vierte 
Reibe beziehungsweise mit : 

sm{7i^7t^), sin (tt^tt*), sin (tt^tt^) 

so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Formeln (6) in § 4 dieses Kapitels : 

cos (i^ r/) sin{7t^7t^)eos(r]v^) sin(7r'7r*)cos(iji'2) sin{fC^7C^)co^fjy*) 
sin{Tr'^7t^]cos(v^rj') J^^ z/12 ^\z 

sin(7r^rr*;cos(y2|^') J^x ^n ^n 

sin(7r>7r2)cos(y3i7') ^31 J^^ At 

oder, wenn das mit 005(1717') behaftete Glied herausgehoben wird : 

3 

(5) J cos (17 ij') = 2 c^j^ sin (^•) sin (/>*) cos [rjv^] cos (ij'y*) 

■ 

In dieser Relation sollen wieder die Coordinaten der Kanten tj und tj^ 
durch die Indices derselben und durdh die Axeneinheiten ersetzt werden. 
Nach Formel (3) in § 4 dieses Kapitels ist: 

sin (p*) cos (tj^) =s ua^rj^ 
sin (p*) cos {t}' iA)=(j'aj^ ri\ 

worin a und a' Proportionalitätsfactoren bedeuten. Demnach ist : 

(6) J cos [rirf] =a(f 2 c^k^i^^k ^i^'k 

Lässt man successive 17' mit tj und rj mit 17' zusammenfallen, scT erhält 

man aus [6] : 

f k = 1 

wodurch die Werthe von o und & bestimmt sind. Wir finden also folgen- 
den Wenh für den Cosinus eines Kantenwinkels [rjri'), ausgedrückt durch 
die Elemente des Krystalles und die Indices der Kanten rj und rj': - 

3 

^ Cik(^i^k^iVk 

ß) cos {rjri')= '*-» 



y ^ Cik(^iHwik\^ Cik^i<^kVink . 

^ ik=l ik = l 

Wir werden zuweilen der Ktirze wegen die in Bezug auf die Indices 
'/i '^2^3 ganze homogene Function des zweiten Grades: 

3 

- Cik^i(^k^iVk^f(V) 

und die in Bezug auf die Indices At^2^3 und h\h!ih\ ganze homogene 
Function des ersten Grades: 

3 

2 c^k^iH^in' k = f [ri, r{) 

ik = l 



§ 7. Der Cosinus eines Flftche^winkels und eines Kantenwinkels. 86 

setzen. Dann ist also : . . 



Die Resultate dieses § gewähren, \uxs die Mfttej, .(]|en. |[Jet)e;*gan^ von 
den Goordinaten einer Fläche oder einer Kante zu den Indices derselben 
und umgekehrt vollständig auszuführen. Wir bemerken, dass hierzu die 
Kenntniss der Elemente des Krystulles erforderlich ist, denn es ergiebt sich 
für die Goordinaten einer Fläche h: 

cos [vny] = — 






(9) COS(l/7r^)=3a| ~ 






«.a* • * 



^ ■ A3 



■■■u: POS^yfl»)^^— ,,., 1 



und ftir die Goordinaten einer Kante 97 : 

sin (pi) cos [ri v^) =^ -==^=4=^ 

(10) sin (ii3) "cos (i7«/J) ^ 7 ./^"^^r, 

. sm(p^ oo>s(f)<y^)?g»' yiiiiiX^ sM^^xii: ■ 

* 

Für das Theilunssverhältniss /? in ^ 5 dieses Kapitels: 



J I 



erhält iik^n jet^t ^i^e^ ^sdruck 4!^^^ ^^^ Ii^dice:^ fjl|^flipc)l^.ej9i A^ A , h qnd 
die Elemente des Krystalles: • 



(11) /^=S'I/^^^ 




"-^'»Ä^rfc 



Wenn wir mit Hülfe der Werthe für cos [h h') und cos (rj rf) die Aus- 
drücke für die Sinus und die Tangenten derselben Winkel bilden wollen, 
so kommt eine Identität, welche in der Lehr^ von den quadratischen For- 
men und in der analytischen Geometrie der Kegelschnitte abgeleitet wird, 
zur Anwendung. Es sei : 
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eine ganze homogene Function des zweiten Grades mit den VeränderlicheD 
x^oc^x^ und den reellen Coefficienten: 

011012 01» 
«21022 028 

«31 «32 «33 

wobei : 

Ö23 = «32) «31 = Ol3> «12 = «21 

Die in der Determinante des Systems dieser Coefficienten : 

I «11 «12 «13 

Ä = j 021 Om «23 

i Opi «32 «33 

= «11 «22 «33 — «11 «23 «32 + «12 «23 «31 «12«21 «33 + «13 «21 «32 ^SÖuOsi 

enthaltenen partiellen Determinanten des zweiten Grades : 

All = «22 «33 — «23 «32 
^22 = «33 «11 — «31 «13 
-433 = aji 022 — «12 «21 

-^23 =^ -^32 = «12 «13 — «11 «23 
-^31 == -^13 = «23«21 — «22 «31 
^12 = ^21 = «31 «32 — «83 «12 

heissen die adjungirten Elemente des Systems der Coefficienten von f und 
die mit diesen adjungirten Elementen als Coefficienten gebildete ganze 
homogene Function des zweiten Grades mit den Veränderlichen u^t^^u^i 

9) (Wi t^ U3) = i4n tii Wi + >l22^^ 4- ^33^^ 

wird die zu der quadratischen Form f adjungirte quadratische Form ge- 
nannt. Zwischen den Grössen On . . . und A^^ ... bestehen die Relatiopen i 

A I A ' I ^ A f = wenn A ^ u 

«i;,^l|W + «2A^2|U + ^\^^fl\ ^n 



wenn l = u 



Bezeichnet man : 



i4ii Ax2 Aa 

•"21 A22 -^28. ^^^ ^^ 
•^31 -^32 -^33 

-^22 -^33 •^23-^32 = RQ\\ 

-^33-^11 — •^31-^13 =^ ^«22 
^1^22 — ^12-421 = i?a33 

^12 -^13 ^rt -^23 = ^ «23 

/I23 -^^21 — -^22 -^31 = ^ «31 
-^31 '^Z2 — -^33-^12 = ^«12 



§ 8. Der Sinus and die Tangente eines Winkels. ^87 

3 

- <^ik ^k = o.i ^1 + «tt ^%-d- «a ^8 = fi (^) 

*= 1 
3 

- ^t* Wfc = A^, w, + ^,.,u, + A^, W3 = y^ (u) 

* = i 



so ist : 



Ersetzt man nun in ff{x) die Veränderliche o^i durch q^i [u] u. s. w., 
so ergiebt sich : ~ 

3 3 - 3 3 

und wenn man in q>^{u) die YerdiiderUchQ t^ durch fi [x) u. s. w. ersetzt, 
so folgt umgekehrt .* 

3 8 . . - 3 - 3 

9i ifi^)) = ^ ^kifki^) = ,^ ^ki^k^Y='^ ^X ^ ^kiO'kl = ^i^ 

Diese Relationen dienen zur Ableitung des Zusammenhanges zwischen 
einer quadratischen Form und der zu ihr adjungirten quadratischen Form. 
Derselbe wird durch die Transformationsgleichungen : 

II q>{f^ {x)f2 [x)f^ [x])= Rfix^x^x^) 

ausgesprochen. Dieselben Relationen werden benutzt zur Ableitung zweier 
Identitäten, zu denen eine quadratische Form und die zu ihr adjungirte 
quadratische Form Anlass geben. Bezeichnet man der Kürze wegen : 

f[x^x^o^ VD\\,f[x) 
9PNW2%) f --4P(W) 

yiAW + y2/2(^) + y3/3(^) - f[y^^) 

Vi 9\ («*) + ^2 qpj («) + 1;3 9)3 (m) - (f> (ü, u) 

^y« — i^CaÄ - (a?y)i u. s. w. 

«^2*^3 — ^V2 - (*^t;)i u. s. w. 
so ist: 

III mf[y)-f[x, y)f[x, y\^ q> ({xy)) 

IV g>{u) <p(v) — g>(u, v) ^(u, t;) = Rf[{uv)) 

In dem hier vorliegenden Falle hafidelt es sich zunächst um eine An- 
wendung der Identitäten III und IV. Wir haben in dem vorhergehenden § 

die quadratische Form : ~ 

3 

gesetzt. Die aus ihren Coefficienten gebildete Determinante ist: 

Cji 04 Ol C12 «1 «2 ^13 Oj 03 

R = c^a^Ori C22 % ^ ^3 ^ ^3 

C3I 03 Ol C32 03 02 C33 O3 03 
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oder : 

und die in R enthaltenen partiellen Determinanten des fBweiten Grades 
sind: - 

All = a^j 0^3 Jii , ^23 = ö\ ^2 Og ^23 

^n = a^^ o^, ^21) -^81 = 0S03 Oi^rfji 
^33 = ö2, a?2^3?i i4i2 = ^S^ <^t^n 
so dass allgemein : . < .. * 

Demnacbliikt die a(i^jungine Tonn von /*(^) den Werth ; ^ - t 

oder nach der iip Ynrigea§ eingeführten ^ezeichnuog : :r _ 
Folglich lauten tlie Ideötliäten ffltrnd IV jetzt: 

/■(»;) riv') - fiv, v') . hv,^'] ^ «*t.<?*2a»8 g>{M. '■'■ '■ • - 

Nun ist der Cosinus eines Flächenwinkels : 

. - ■ '■[ : • ! '•■ \ V'q>[h)q^[h:) ■ :•■'.■. 

folglich : 

sin (ÄA') ^ l/iiIM^a|SMl 



oder 






und 



040205 ^ 9)(Ä) 9)(Ä') 



folglich 



oder: 



Ferner ist der Cosinus eines Kantenwinkels : 

cos i,rj')=.-J^ 



sin (« «') = y/IM^VzAMlilM:) 



(»? »? j = «1 aj «3 y J;. f / > 



§ 8. Der Sinus uad die Tangente eines Winkels. .g9 

und : 

Besonders einfach sind die Werthe für die trigonometrischen Tangen- 
ten derjenigen Winkel, welche die Flachen aus der Zone einer Erystallaxe 
unter einander einsehli^ssen. Wir "wollen dieito Werlhe bierieusamtnen- 
stellen, um spater vo4 ihnen Aü^i^ndöD^ maoheir^u kMneii. 

In der Zone 4er Axe nr* «'[4^0] ist I 

tan mO'Oh^h^) = , ^^,t ^^ 

M «2 sin (^^ ^^) sin [tz^] 



h^o^ sin [Tt^Tt^] + Ä8fl2 sin [jt^Tt^) cos (tt^) 



/^.^/^.v. .X Äo Oft sin (TT^^Tr^) . , ,, 

cot OIO'OÄjAs =»« T^ ^ . ' / V 2v ' / ■ i\ + cot TTl 

tan(OOrOA>/^,)* , !!''^_/f-. 



A^a2,ßiii(7r^7r?)H- ^2^*3 sin (;r^/r*^) cos(^'J 
In der Zone der Axe tt^^c^OIO] ist: 

tan(00rÄ,0A3) = j; f^_^f \ 



A3 Ol sin {tt^ 7r2) -rf- A^ 03 3iD,(/P^^^) icps [7t^) 

//v i% . A , ^ > V Aa ch sin te* tt^) . , ., 

^ '^ Aia3 sm (TT^Tt^i smfTT^j . ' 

"..-■-••.' •. -- •. '• ' — > . ■ ■ ■ \ . 

tan (lOO^AiOAsJjsts t ■■■!■ h? . ^m ,,, , ■,. „ ,,. 

^ A, 03^/11 4- A3 0,^13 

A3 Ot sin (yr-^ yg^) sin (yr^) 

Aj 03 sin [Tt^Tt^] + A3 Ol sin (tt^ tt^J cos [n^] 

In der Jone dör Axe^r* 5= [001]. ist: 

tan (400^A, A2O) = \ ?^\v " . 

A^Oi sin [it^Tt^] sin (tt^) 

Ai 02 sin (nr^TT*) + A2 Oj sin (yr^nr*) cos (tt^) 

cot (1 00* A, A, 0) =^ ^ ^ . ,"°^f ^\ 3, + cot (^3) 
tan(010^A^A2 0)= ^1 «2 V'^ 



^2^^122 + ^1^2^21 
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hl «2 sin (;t* tv^] sin (tt^) 



• ^2 üi sin (;r5;T*) + Ai Oj sin \7t'^7t^] cos (/r*) 

§9. 

Wir wollen jetzt den Zusammenhang der Indices einer Flttche «ait den 
Indices ihrer Normale aufsuchen. Zuvörderst können wir mit Hülfe der 
Formel (1 j in § 7 dieses Kapitels die Coordinaten der Normale ¥ einer Flache 
h^ d. h. nach § 4, wenn v^v^v^ die Normalen der Fundameatalfltfchen 
p^p'^p^ bedeuten, die Grössen: 

sin [Tt^TC^) cos {vv^) 
sin [Tt^Tt^) CCS [pp'^) 
sin (jt^TC^) cos {vp^). 

durch die Coordinaten der Flächen h, d. h. durch die Grössen: 

cos [P TT 1) , cos (y TT*} , COS [p 7C^) 

ausdrücken. Es folgt nämlich aus jener Formel, da: 

cos {v^ 7V^) = cos {v^ 7t^) = cos 90^ == 
ist: 

J cos [VV^) = cos {V^ 7t^) {Jii cos [V7t^] + «^12 COS [VTt^] + ^13 COS (y TT*)) 

oder, da nach Formel (15) in § 1 dieses Kapitels: 

cos [v^n^) = -;— 7-^-^ 
' sm (tt^ 7t^) 

ist : 

V-^ sin (tt^tt^) cos (yyi) = ^11 cos (y/r^) + .^12 cos (y tt^j _|. ^^ ^ cos(v?r*) 
In analoger Weise ergiebt sich : 

(1) Vj sin [ti^tv^) cos [vp*^) = J^x cos (vtt^) + -^m cos (y/r*) + ^§^ cos (vtt') 
y]^ sin [Tt^Tt*^] cos (j'v^) = ^jj^ cos [vtv^) + .^32 cos [vtc^ + ^33 cos (v/r*) 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit : 

cos (V TT^) , cos [V 7t^) , cos (j' TT 3) 

so erhält man : 

sin [Tt^Tt^) cos [vp^) cos [vtc^) + sin [tc^tz^) cos[pv^) cos (vtt*) 

+ sin [tv^tt^] cos (yi'^) cos (vtt*) 

S J^^ cos (y ;r*) cos ^i/ rr*^) 

oder nach Formel (5) in § 6 dieses Kapitels : 

= V^ = sin (tt^ Tt^Tt'^) 

Wir wollen die Coordinaten der Fläche h und die ihrer Normalen v be- 
ziehungsweise mit : 

UiU^u^^ und P\V2^z 



§ 9. Zusammenhang der Indices einer Flüche mit den Indices ihrer Normale. %\ 

bezeichnen. Dann können wir das so eben erhaltene Resultat in folgender 
Weise aussprechen : • i 

Die aus den Coordinaten einer FliUme und den Coordinaten ihrer Nor- 
male gebildete ganze homogene Function aks ersten Grades : 

f^^, wie auch die Fläche gewählt werden mSge^constant und zwar gleich dem 
Sinus der von den Fundammioikantm gebadeten Ecke, 
Durch Auflösung der Gleichungen (4) in Bezug auf: 

eos {v^^)f cos {^M , cos (y tt*) 

oder direct aus Formel (5) in § 7 miUBefttcksicIiligung der Formeln (l6) 
und [17) in § 4 dieses Kapitels erhält man die umgekehrten Transforma- 
tionsgleichungen: 

y^cos{yn^)'^ sin{7t^7t^) cos{y v^)-\- C12 sin{n^n^) cos(y y^) -\- Cis s\n{n^7t^) cos{yy^ 

{2)yjJcos{y7t^*si Cfi s\n(n^n^) cos(»'i'*)-:t*. sinin^n^) cos(i'i'*)-|-C28 s\n{n^n^) cos{yy^ 

y^cos(K;r8j-«C|i 8m{n^n^) (ios[yy^)+c^ sin{M^n^) posi^yy^]-^ 3'mlu\7t^} GQS{yy^ 

^rs^tzi man in (4) die Goordinatea der Fläche h und ihrer Normale v 
durch ihre Werthe , ausgedrückt durch die Indices von h und v und die 
Kry Stallelemente, für die man nach den Formeln (9) und (40) in § 7 dieses 
Kapitels erhält : ^ ä- 

cos(vW*J==— * 






so ergiebt sich : 



sin (p*) >co8 (yj^)«= . ■ .■*7i— *^ 



i±^ 



(3) Paii?j = ^«5^ + ^M^ + ^M^ 

«l «2 «3 

^«3% = ^31 — + ^32 I^ + ^33 -^ 

worin: _ 7 — ^ — - — ^^ 

P = yj 1/ _^!i^ 

r Sc^j^a^aj^riitu, 

gesetzt ist. Auf dieselbe Weise erhält man aus (2] die Umkehrung der 
Transformationsgleichungen (3j, nämlich: 

«1 
h^ 

(•*) <? -- — C2i Ol IJ1 + aj IJ2 + C23 03 1/3 

«2 

^Ä3 

V -- = C31 Ol l?i + C32 02 1?2 + 03 ^3 
O3 



92 Sechstes Kapitel, 

worin : 

gesetzt ist. Aus der Relation : 

erhalt man durch die angegebenen Subsiitationen : 




(5) ^Vi+ ^^2-^-^^^—]/ -^^^-^ j 

Durch die Gleichungen (3) bis (5) ist der gesuchte Zusammenhang der In- 
dices einer Fläche mit den Indices ihrer Normale ausgesprochen. 

§ <o. 

Bedeuten Ui 112113 ^^^ Coordinaten einer Fläche h und §1 ^2^3 di® Coor- 
dinaten einer Kante rj , so nimmt die ganze homogene Function des ersten 
Grades: 

den Werth Null nur für die der Fläche h parallel laufenden Kantenrioh- 
tungen rj und nur für die der Kapte 17 parallel gehenden Flächen h an. 
Diejenigen Kanten 1^, für welche diese Function einen von Null verschiede- 
nen Werth erhält, schliessen mit der Fläche h einen von 0^ oder 480® ver- 
schiedenen Winkel ein. Wir wollen jetzt d«a Zusammenhang des Werthes 
jener Function mit der Grttsse dieses Winkels aufsuchen und werden lu 
diesem Zwecke den Cosinus des Einfallswinkels einer Kante rj in Beziehung 
auf die Fläche h durch die Coordinaten von 1; und h ausdrücken. Bedeutet 
V die Normale der Fläche h, so ist (17 y) der Einfallswinkel von i; in Bezug 
auf h. Aus der Formel (5) in § 7 4ieses Kapitels ergiebt sich : 

3 

^ co8{r]v}= 2 c^ sin (p') sin (p*) cos [rjv^] cos (yy*) 

oder, wenn man die Coordinaten der Normale v mit Vi v^v^ bezeichnet : 

^cos(i7f)= J CiJtSiVk 

Ersetzt man hierin die Coordinaten der Normale v durch ihre in den Formeln 
(\) des vorigen § angegebenen Werthe, so erhält man: 

yj ' Jcos{rj v] = I Cjjt ^i Jijk ui 

:» s 

Hierin ist die letzte Summe = fUr 1 ^ A und = J für 1 = i. Demnach 
bleibt : 
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(1) yj COS {riv)= Wiii + Wi^a + ^3^3 

(1. h. die aus den Coordinaten u^a^^ einer Fläche h und den Coordinaten 
f 1 ^2 ?3 ^«wer, zu h nicht ^parallelen Kanfe rj gebildete ganze homogene Function 
des ersten Grades : ~- " 

«^?l4-W2?2 + ^?3 

ist gleich dem Product aus dem Sirius^ der v&n dmk Fundamentalkanten gebil- 
deten Ecke in den Cosinus des Einfallswirikels der Kante r] in Bezug auf die 
Flüche h. - . 'L 

Gleichzeitig ergiebt sich, dass die GrOssenverbinduDgeD : 

%?1 4-W2?2 +t/3?3 

- ^ 

worin ^M'^^s die Coordinaten einer Kante rj bedeuten, dieselben oder 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzea, je oaohdem die Kanten tj und 17' auf 
derselben Seite oder auf verschiedenen Seiten der Fläche h liegen. 

Werden in die Relation (1) die Indibes der Fläche h und der Kante 17 
eingeführt, so resultirt : 

(2) S cos [vjv) ^ Äi 171 -f h^f]i 4- A3 ^3 
worin : 



ih' ^<^ik^i^kViVk 




-•— »* 



J 

gesetzt ist. In dieser Formel (2r) ist die Formel (iS) des vorigen § als der 
specielle Fall, wo: 

cos (i/v) :===: cosO^ =i= f 
ist, enthalten. 

Die bisherigen Resultate dieses Kapitels gestatten uns die im fünften 
Kapitel begonnene Untersuchung über die Transformation der Indices fort- 
zuführen und insbesondere die neuen Axeneihheit^n durch die bei einer 
solchen Transformation gegebenen Gi^toseti auszudrücken. 

Wir haben die neuen A!ien xnii g)^j q)^^ q>^ und die neue Einheitsfläche 
mit k bezeichnet. Es seien &i, b^^ b^ die neuen Axeneinheiten und x die 
Normale der Fläche k^ so ist nach Formel (4) in § 4 dieses Kapitels: 

4 { \ 

Ol : Öo I Oo ^=s ; 77 : , _, : •. rr 

C08(xy^) C06(xqp2) C0S(xy*) 

Man findet also die neuen Axeneinheiten, Wenn man die reciproken 
Werthe der Cosinus der Einfallswinkel unserer neuen Axen in Bezug auf 
die neue Einheitsfläche durch die alten Axeneix^heiten 04020$, die Winkel 
zwischen den alten Axen n^Tt^Tt^ 4ind die alten Indices der Axenebenen 
ppp und der Fläche k darstellt. Nach Formel (2) des vorigen § ist : 
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COS (x«)<) = . |A-/»Pt 

V9(A-)A9') 

YJ 

'"'■"'^= mm-""'' 

-tr. "^ rr^ 

worin nach der in § 7 eingeführten Bezeichnungsweise : 

Hieraus folgen die Verhältnisse der neuen Axeneinheiteü *) : 



Nach Formel I in § 3 des fünften Kapitels sind die neuen Indices f| ^<s 
einer Flache h : 

und nach § 4 dieses Kapitels sind die neuen Axenabschnitte der Fläche h : 



*1 «2 ^3 



Demnach erhält man fttr die Verhältnisse dieser Abschnitte : 



5i > . 6, _ V/-(y»j yf[<pt] T//-(y») 

§12. 

Aus Formel (4] , Seite 83, ergiebt sich, dass zwei Flüchen : 

A = {Aj Aj Aj} und A' = (A', A'jA',} 

senkrecht aufeinander stehen, wenn die Indices ÄiÄ2^3 ^^^ h\h\h\ die 
Gleichung : 

welche in Bezug auf jedes System von Indices vom ersten Grade ist, be- 
friedigen. Sollen in einem Krystailflachencomplex zwei auf einander senk- 



*) Diese Formeln sind zuerst von A. T. Kupff er abgeleitet worden. Hradbaeh 
der rechn. KrystaHoDomie. Petersburg. 4894. S. 494. Später wurden sie von C F. Nati« 
mann reprodudrt Eleu, der Ibeoret. Krtistallogr. Leipzig. 1856. §§ 4t— >4a. 
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recht stehende Flachen vorhanden sein, so müssen also die sechs, aus den 
fünf Elementen des Complexes : 

' a^ : di : Ö3 und (tc^^^}, (tt* tt*}, '[Tt^TT^] 

gebildeten Grössen : 

/ox ^1% ^n ^%% ^n ^91 ^\t 

welche im Allgemeinen irrational sind, durchs die vorstehende homogene 
Gleichung (4) des ersten Grades mit ganzzahligen Coefficienten verknüpft 
sein. Bezeichnen wir die Coefficienlen in (i) mit : 

. ! ■ ■ .M • • . ; : . ! , ■ ■ ;■.■■• ' ■ . . ■ ■ 

SO können wir die Gleichung (1) schreiben: 



(3) 



^ ^r,,= 0, 



Besitzt ein Krystallflächencomplex zwei auf einander senkrecht stehende 
Flächen, so besteht also stets eine Uaeare bomogeoe: RelaUon (3) mit ganz- 
zahligea CoefQcijenten zwischen 4en unter (2) aufgeführten Grössen^ Umge- 
kehrt ist das Bestehen einer solchen Relation zwar eine nothwendige, keines- 
wegs aber eine hinreichende Bedingung für das Vorhandensein eines Paares 
senkrecht auf einander stehepder Flächen. D^nn die ganzzahligen Coeffi- 
cienten r,jt in der Gleichung (3) sinü gewissen Bedingungen unterworfen. 
Zimächst muss die auß ^^x^ Zahlea r^^ gebildete i)eteripiu«ute veri^c^win- 
den, denn es ist: , , 

hl A'2 "i** ^i'^'i ^2 ^'2 "H" ^ Ä'2 ^ ^ ^'2 "f" ^2 ^ s 
Ai A'3 4- A3 h\ ' A2 A'3 -H A3 A'i Ä^ A'8 + A3 A'3 

Femer müssen die den Zahlen r^j, r22^ r33 aus der Diagonale dieser 
symmetrischen Determinante qidjuiigirten Unlerdelerminanten vollständige 
Quadrate sein, denn es ist : 



^11^2^3 

^21 ^22 »'28 

i ^31^32^83 



= i 



= 



'*22 ^'23 
^'32 ^'33 

^33 ^31 
^13**11^ 



= (Ä2A'3 — AsA'i)^ 

= ^(Ä3A'l-ÄiÄV2 

= — (AiÄ'2 — *2^'i;^ 



A 



Daher können wir den Satz aussprechen : sind die sechs Grössen 

! . ■ . • . . ' ■ . ' T . . . . . ■ . f. . . . ■ ■ 



2/; 



ik 



o^ajt 



durch eine homogme Gleichung des ersten^ Grades imU^gcmzuahligen C&effi^ 
cienten r^^ x^erbundmf j^ enthiiU der Krystallfläthtnconiplex dann und nur 
dann ein Paair von auf einander senkreiJU stehenden Fläche^ wenn die aus 
den Coefficienten r,^ gebildete Determinante versehwindet und ausserdem die 
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den CoefficierUen r, ^ , r22 , rgj adjungirten Unterdeterminanten voUsiänäige 
Quadrate sind. 

Id analoger Weise ergiebt sich aus Formel (8), S. 84, dass zivei Kanten : 

n = [^1 m %] und n = Wi n\ n\] 

senkrecht auf einander stehen, wenn die Indices iq^ 1^2 1;) und 17'^ rj'2 fj'z die 
Gleichung : 

welche in Bezug auf jedes System von Indices vom ersten Gr^de Ist, be^ 
friedigen. Sollen in einem Krystallflächencomplex zwei auf einander senk- 
recht stehende Kanten vorhanden sein, so müssen die sechs, aus ilen fbnf 
Elementen des Complexes gebildeten, im Allgemeinen irrationalen Grossen: 

(2*) Giaij a^a^^ 0303, 0230203, 031030^, ^120102 

durch die vorstehende homogene Gleichung {\*) des ersten Grades nift 
ganzzahligen Coefficienten verknüpf sein. Bezeichnen wir die Goefficienten 
in [\*) mit: 

^1 »?'i — ft 1 ; ^2 ^'2 — Qn » % Vi\ = ?33 

^2^3 + % V2 =^ ^?23> %^'l + ^1^'3 =^ 2?31 > »?1 ^'2 + 172l?'i = *ftj 

SO können wir die Gleichung (1"^) schreiben: 

3 
(3*) 2 Cij,aiai,Qij, = 

Auch die ganzzahligen Coefficienten q^i^ dieser Gleichung sind gewissen 
Bedingungen von derselben Form, wie die vorhin abgeleiteten, unter- 
worfen ; so dass wir zu dem Satze gelangen : sind die sechs Grössen c^ o^aj^ 
durch eine homogene Gleichung des ersten Grades mit ganzzahligen Coeffi^ 
cienten q^^ verbunden , so enthält der Krystallflüchencomplex dann und nur 
dann ein Paar von auf einander senkrecht stehenden Kanten^ wenn die aus 
den Coefficienten q^ gebildete Determinante verschwindet und amserdem die 
den Coefficienten Qi^ , ^22 7 ^33 cidjungirten Unlerdeterminanten vollständige 
Quadrate sind, 

§13. 

Wenn auf einer Flache h = (^1^2*3} zwei Flachen: 

Ä' = {h\ Ä'2^'3} und h" = {A"j K'^K*^ 

senkrecht stehen, so stehen gleichzeitig unendlich viele Flächen auf h senk- 
recht, nämlich alle Flächen der durch h' und h" bestimmten Zone [V h'^. 
Sind die Elemente des Krystalles und die Indices der Fläche h bekannt, so 
findet man die Gesammtheit der zu der Fläche h senkrecht stehenden 
Flächen auf folgendem Wege. Aus den Gleichungen, welche naoh (1)^ 
Seite 94 , zwischen den Elementen des Krystalles und den Indices der 
Flächen A, h' und K' bestehen : 
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(2) 1 J^A.A"4 = 

ergeben sich die VerhältDisse der Indices der Durchschnittslinie [h' h"]: 
h 2 A' 3 — Ä'3 Ä' 2 • Ä'3 Ä"i — Ä'i Ä' 3 : h\ K\ — h\ h!\ = 

Demnach geht die Gleichung einer beliebigen Fläche { = {l^ l^ 1^ aus der 
Zone [KhT]: 

(Ä'2 A'3 — Ä'3 A' 2) k + (A'3 A"i — h\ K\) I2 + (A'i A"2 — A'2 A"i ) ^ = 
über in ; 

(3) i -^h:U = 

woraus nach (4), S. 94, folgt, dass die Fläche l ebenfalls senkrecht auf der 
Fläche A steht. Die Gleichung (3) ist eine unbestimmte Gleichung des 
ersten Grades in Bezug auf die Indices Ix I2 Iz der Fläche /. Man findet daher 
die Indices aller auf der Fläche A senkrecht stehenden Flächen durch Auf- 
lösung der Gleichung (3) nach/i/s^* 

Bezeichnet man die ganzzahligen Coefficienten in der linken Seite 
von (3): 

so muss nach § 4S die aus den Grössen t^j^ gebildete Determinante ver- 
schwinden. Da die Fläche / in der Zone der Flächen A' und A'' liegt, so 
können nach § 4 des dritten Kapitels die Indices von / durch die Indices 
von h' und h" und durch einen Parameter k dargestellt werden : 

/, = h\ + lh\ 

I2 = Ä'2 + AA"2 

^ = A'3 + AA'3 
Demnach ist : 

2t.* = (A.A'k + AfeA'.) + i. (A.A"* + AfcÄ".) 
oder, wenn man : 

A^ h\ 4- Ajt hj = 2 r^fc 

*|A"fc+ AjtA^= 2Sik 
setzt : 

hk = ^ik + ^^ik 

Die aus den Grössen ^,-^ gebildete Determinante lautet nun : 

r^x + lsu rx2 + ksi2 ^,3 + ^513 

^2\ "4" ^^21 ^22 "f" ^^22 ''23 "i" ^^23 
^31 "f" ^*31 ^32 +-^^32 ''33 + ^hz 

oder entwickelt: 

(4) {R + i«^ + i2(S^ + A3® = 

worin : 

L i e b i ■ e h , 0«omet7. Krygtallogr . 
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^1 ''12^13 
9i = r^i r22 r23 

^31 ^32 ^'33 

^11 ^12^13 
9i, = »21^22^23 4- 
^31 ^32 *33 

^11 ^12*13 
®r = ^21 ^22 ^23 + 
^31 ^32 h'd 



, ® = 

n 1^12^3 
^21 ^22 ^23 
^31 ^32 ^33 

^f 1^12*13 
«21 r22 *23 



^11 ^12^13 
«21 «22 ^23 
^31 *32 *33 

^11 ^12 ^'13 

+ hl ^22 ^23 

^31 ^32 ^33 

4- %522^23 
^3 1*32^83 



*31 ^32 ^33 

gesetzt ist. Wenn die in (4) auf der linken Seite stehende GrOssenverbm- 
dung der Null gleich sein soll, so müssen gleichzeitig : 

« = 0, (S = 0, {R, = 0, @^=:0 

sein. Dass 9{ und ® verschwinden müssen, geht nach § \2 schon daraus 
hervor, dass, wie vorausgesetzt wurde, die Flachen h' und h" auf der 
Fläche h senkrecht stehen. In diesem Falle müssen aber auch nach § 12 
die den Coefficienten r^i, r22, r^^ und s^, $22, S33 in 9t und @ ad^angirten 
Unterdeterminanten vollständige Quadrate sein : 



= — (Ä2A'3 — h 



»A'2)^ 


S22S23 

*32 *33 


= _(A,Ä'',-A,AV 


lA's)', 


^83 *81 


- - {hzh\ - h,h\]* 


^A'i)», 


Sil ^12 
Ä21 S22 


--(Ai^j-AjA",)« 



^22 ^23 
»'32 ^83 

^33 ^31 
^13^11 

ni ^2 
''21 ^22 

Da die Flächen A' und h" nicht zusammenfallen dürfen, so dürfen die 
vorstehenden Unterdeterminanten von 9t und ® einander nicht proportioDal 
sein. Das Ergebniss dieser Betrachtung können wir durch den Sali aus- 
sprechen : sind die sechs Grössen — ^ durch zwei homogene Gleichungen 
des ersten Grades mit ganzzahligen Coefficienten r^^ und s^^ verbunden : 

— ^ ^ik 



3 



= 



ijk=i a.Uf. 



ik 



Sik = 



so enthält der Kti^stallßüchencomplex dann und nur dann eine zu einer Flüche 
senkrechte Zone, wenn die Determinanten ^i, ® und die Determinantenver^ 
bindungen 91,, ©^ verschwinden und ausserdem die den Coefficienten rji, 
^M> ''33 ^^^ ^11» h2i ^33 "* SR WC? ® adjungirten Unterdeterminanten einander 
nicht pj^oportional sind. 

Die in den § 19—48 bewiesenen Sätze wurden zuerst aufgestellt von H. St. Smith 
(On the conditions of perpendicularity in a parallelepipedal System. Proeeed. Crist. 
Sog. London 4 877, 40. Proeeed. Math. Soc. London. 4877, 8, 88 — 408.), der auch die 

Fälle, in denen die sechs Grössen — ^ durch drei, vier oder fünf homogene Glei- 

chungen des ersten Grades mit ganzzahligcn Coefßcienten verknUpfl sind, ausführlich 
behandelte. 
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Siebentes Kapitel. 

§ 1—4. Die Linearprojection. 



§<• 

Id dem zweiten Kapitel ist auf den projeetivischen Characler der 
Linearprojection hingewiesen und angedeutet worden, dass diese Projection 
ein Httifsmittel zur graphischen Darstellung des Zonen'^usammenhanges der 
Flächen eines Krystallformencomplexes darbiete. Es soll jetzt gezeigt 
werden^ dass die Linearprojection auch als ein constructives Verfahren zur 
Bestimmung der Lage von Flächen und Kanten aus deren Indices, oder um- 
gekehrt zur Bestimmung der Indi- 
ces von Flächen und Kanten aus 
deren Lage benutzt werden kann. 

Aus den projeetivischen Eigen- 
schaften der Linearprojection er- 
giebt sich, dass die Schnittgeraden 
der Flächen und die Schnittpunkte 
der Kanten mit den Indices der 
entsprechenden Flächen und Kan- 
ten bezeichnet werden können, wie 
übrigens auch die Projectionsebene 
gelegen sein möge. Auf diese Be- 
merkung stützen sich die Lösungen 
der folgenden Aufgaben. 

Es seien die Schnittlinien und 




Fig. 34. 



die Indices von vier Flächen , welche nicht zu je dreien einer und der- 
selben Geraden parallel gehen : 

r=AAr3, r^nnn, r"=r"inn, ä=a-,ä-,ä-3 

sowie die Schnittlinie einer fünften Fläche t gegeben (s. Fig. 34). Es sollen 

die Indices der Fläche : 

f = /j ^ ^ 

gefunden werden. — Man bezeichne die von diesen Flächen gebildeten 
Kanten : 

\f'r"]=9', (r"n='P", [rn^v'" 



W] =■".'. 



j't 



j*f 



[tf] =^', [tn =r", {ir"] = v' 

Dann liegen in den Flächen /", f", f" je vier Kanten , deren Doppel- 
verhaitnisse : 
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[fp (p y(. t\, \(p (p X T^i, ((p fp ^ ^ ) 

rationale Zahlenwerthe sind. Wie wir in § 5 des vierten Kapitels gesehen 
haben , können diese Werlhe durch Construetion mit Hülfe eines Lineals 
und Anwendung eines beliebigen Maassstabes ohne Kenntniss der Winkel, 
welche jene fttnf Flachen unter einander einschliessen , ermittelt werden. 
Bezeichnet man nun : 

(p\ k\ + (p'2 A'a + qp'3 h = ^\ 

V'\ h + fpy *2 + <py *3 = Ä2 

(p"\ kl + (p"\ kl 4- (p"'z **3 = ^'3 

so ist nach § 4 des vierten Kapitels : 

SP V. ^ ^^ - A3 y'V, + rp^'.t, + (p^h 
/^'" r«' v" ^"\ —^Vj h + V \ h + (p ' z h 

Up' cd" '/" t") = "i y '» ^ » + ^P"^ ^a + 9>''z h 

Ä2 y'i «1 + qp'2^ 4- qp'3 ^ 

Man erhalt also drei Gleichungen des ersten Grades für die Indices 
h hhj ^'on denen je zwei zur Bestimmung der Verhältnisse dieser Grössen 
genügen. 

Sind die vier zu Grunde liegenden Flächen insbesondere die drei Fun** 
damentalflächen und die Einheitsfläche : 

so findet man , w ie in § 5 des vierten Kapitels ausführlicher dargelegt 
wurde, die Verhältnisse der Indices einer fünften Fläche h unmittelbar 
durch Construetion der Werthe von je zweien der Doppelverhältnisse, durch 
welche in § 3 des zweiten Kapitels die Verhältnisse der Indices der Fläche 
h ausgedrückt wurden. 

Die Umkehrung der so eben behandelten Aufgabe besteht darin, dass 
die Schnittlinie einer Fläche t, deren Indices bekannt sind, construirt wer- 
den soll , wenn ausserdem nur noch die Schnittlinien und die Indices von 
vier Flächen, fTT" k^ welche nicht zu je dreien einer und derselben Ge- 
raden parallel gehen, gegeben sind. — Mit Hülfe der Indices berechne man 
die rationalen Zahlenwerthe der Doppelverhältnisse: 

(9,>"'x't'), (<p'>'xV'), (9.>"/"t"') 

und construire dann in den geraden Punktreihen, welche Schnittlinien der 
Flächen fTT sind, die Punkte tV't'". 

Analoge Betrachtungen können mit fünf Kanten angestellt werden. 
Das Ergcbniss dieser Untersuchung wird durch den folgenden Satz ausg€^- 
sprechen : 

Wenn von irgend vier, nicht zu je dreien einer und derselben Geraden 
oder Ebene parallel gehenden Flüchen oder Kanten eines Krystalles die Lage der 
Schnittlinien oder Schnittpunkte in einer Linearprojection und die Indices pe- 
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geben sindj so können die Indices aller übrigen Flächen und Kanten — oder, 
wenn die Indices aller übrigen Flächen und Kanten gegeben sind, die Schnitt- 
linien und Schnittpunkte derselben — gefunden werden allein mit Hülfe des 
Lineals und eines beliebigen Maassstabes ohne Kenntniss des Centrums des pro- 
jicirenden Bündels oder der Winkel^ welche die Flächen und Kanten desselben 
unter einander einschliessen, oder des Systems, dem der Krystall angehört*). 



§2. 

Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse entsprechender Elemente 
des Bttndels und der Linearprojection ergeben sich Formeln, welche die 
Distanzen der Schnittpunkte durch die Winkel der entsprechenden Kanten 
und die Winkel zwischen den Schnittlinien durch die Winkel zwischen den 
entsprechenden Flächen oder umgekehrt diese durch jene ausdrücken**). 

Es seien ««'«"«'" vier Kanten eines 
Büschels, AA'A'Ä" ihre Schnittpunkte auf 
der Projectionsebene (Fig. 35] . Dann ist das 
Doppelverhältniss : 

oder: 



AA 



A'A 




Fig. 35. 



Ar' = u 



sin ja a") sin (a a") _ A A" 
^^^ sin(aV') ' sin {a'a"')~A'A" 

Bezeichnet man die Winkel : 

(a a) = ly, , (a a") = ijj , (a a'") = rj^^ 

und die Strecken: 

AA' = ti, AA"=t2, 
so ist : 

(aV) ={a'a)-\-(aa") = r]i — r^ 
[a'a"') = [a'a] + (a a'") = % - Vi ' 
A'A" = A'A + A A" = «2 — 'i 
A'Ä" = A'A + AA'" =t3 —ti 

und die Doppelverhältnissgleichheit (1) ergiebt: 

h — h . ts — <i ^ sin {rj^ — rjt) sin (i^g — i;, ) 
h h s'D Vi Vs 



oder: 

(2:. 



^2 tx t^ cot 1^2 cot *?! 

h — h h cot % — cot rji 
Werden die Nenner dieser Gleichung fortgescbafift, so folg : 



♦) Dieser Satz wurde von W. H. Miller aufgestellt. On the employment of the 
gnomonic project. of the sphere in crystallogr. Phil. Mag. London. July 1859. Art. 4 7 — 23. 
♦♦) Vgl. M. Websky. Monatsber. Berlin. Akad. 4 7. Jan. 4876. Zeitschr. für Kry- 
stallogr. 4 879. 4t, 208. 
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3 U h — h <^<'t 'ii -r- hh — t\ cot rj -f- ^ /i — /j* «K ij, = 
^Kler. wenn man : 

h — h = 7, — /3 -f ^ — ^ 
setzt : 

4 h — i\ _ h coXrn — k co^ ^ii 

h — k h cot ^,z — 'i cot rj 

Ein Kantenbüschei ist nach § 2 des vierten Kapitels durch drei seiner 
Kanten aa' a'% also auch durch zwei seiner Winkel i^i ij^ bestimmt. Daher 
i»ind die einer geraden Punktreihe angehörenden Schnittpunkte in der 
Linearprojection durch drei derselben. AA'A"^ also auch durch iwei 
Strecken t^t^ bestimmt. Mit Hülfe einer der Formeln [4) . . (4} kann fllr 
irgend eine vierte, durch den Winkel 1^3 gegebene Kante die Strecke t| 
und damit der zugehörige Schnittpunkt gefunden werden. Umgekehrt 
kann für irgend einen vierten, durch die Strecke t^ gegebenen Schnitt- 
punkt der Winkel ry3 und damit die zugehörige Kantenrichtung ermittelt 
werden. 

Es seien aa' ii' d" vier Flachen eines Büschels, SiafarfT ihre Schnitt- 
linien mit der Project ionsebene. Dann ist: 

(aa'a"a'") = ;«a'rr') 
oder : 

sin (g d'] sin [a c!"] _ sin % r) sin (« 81"^) 

• ^ sin o'a") ' sin (a'a'"i "~ sin %"&') '' sin («'»'") 

Bezeichnet man die Winkel : 

ad] ==§,, (aa") = ^^, (ad'') = §, 

a «') = 5, , (a r ) = s^ , m r ' ; = s^ 

so ist : 

d d') = ,S - §, , [d d") =§,- S^ 

(a' r ;; = ^2 — 5, , (w r ') = s, — s, 

und 5) geht über in : 

cot It — cot ^2 cot Si — cot $2 

cot f , — cot ^;, cot s, — cot ^3 
oder: 

fi cot ifi cot ^2 cot Sy. + cot ^2 /*0t 5;, COt Sy) -\- COt $3 ( COt S^ 001^2} = ^ 

In Folge hiervon gilt für FlUchenbUschel ein, dem vorhin für Kanten- 
büschei aufgestellten Satze entsprechender Satz. 

§3. 

Ks ist üblich zur Projectionsebene einer Linearprojection eine Ebene 
/u wilhlen, welche einer der Fundamentalfliichen parallel lauft. Diese Wahl 
ist namentlich vortheilhaft für die Verwendung der Linearprojection zum 
perspoctivischen Zeichnen der Krystalle. Ist die FundamentaUlache zugleich 
Sxnunotrieebene oder sieht sie senkrecht zu einer Synmietrieaxe des Kry- 



g I — i. Die Liaearprojection. 



108 



Stalles, so werden durch die LiDearprojectioD auch die Symmetrieverhtlll- 
nisse der Anschauung unmittelbar zuganglich. 

Beansprucht die Ausfuhrung einer Projection auf eine beslimmte Ebene 
mehr Raum als zur YerfUgung steht, so entwirft man nach dem Vorschlaue 
von F. E. Neumann gleichzeitig Projectionen auf verschiedene Ebenen*). 

FUr jede Lage der Projectionsebene können mit Rücksicht auf den 
projectivischen Charakter der Linearprojection die Gleichungen der Schnitl- 
linieu und Schnittpunkte aus den GleicbuDgen der entsprec^nden Flachen 
und Kanten abgeleitet werden. Wir beschranken uns an dieser Sl«lle au 
die Betrachtung einer Linearprojection, deren Ebene parallel zur Funda- 
menialflache p' = 001 geht. 

Die Projectionsebene soll die Fundamentalkante tt^ in dem Punkte P 
(s. Fig. 36) so schneiden, dass die Entfernung dieses Punktes von dem 




Fig. BS. 



Hittelpunkte des Bündels />0 = c = der Längeneinheit ist. Die Funda- 
menlalllachen p* und p"^ schneiden die Projectionsebene in den Geraden a 
und b, welche parallel zu den Fundamentalkanten ^i und n^ sind. 

Die Einheitsflache e" und die Flache h des BUndels schneiden a, b in 
den Punkten A, B und M, N. Die Schnittlinien E und H der Flachen.eC 
und k gehen parallel den Geraden e^ und <a' (vergl. S. 16]. Aus §3 (1) des 
zweiten Kapitels folgt, dass : 



*] Vgl. E. Weiss. Üeber die krystaliogr. Entwickl. d. Quarzsyslem 
n aturf. Ges. Halle. 4880. 5, S. << des Sep.-Abdr. 
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. . , PA PB . 

Die hierin auftretenden , von der Geraden H auf a und b eraeugten 
Abschnitte P3t und P.Vsind die Plttck er 'sehen Coordinaten der Schnilt- 
linie H der Fläche h. 

Die Einkeitskante d^ und die Kante tj des Bündels schneiden die Pro- 
jectionsebene in den Zonenpunkten ^ und H. Die durch diese Punkte 
parallel zu den Fundamentalflächen p^ and p^ gelegten Ebenen sdineiden 
a, 6 in den Punkten ^, B und M. N. Nach § 5, m des ziiv'eiten Ka- 
pitels ist : 

— \ = {ooPAA) = 



— n = [00 PBB) = 



PA 

PB 
PB 



und demnach : 

PA = —PA, PB = —PB 

Mit Rücksicht hierauf ergiebt aus § 4 (2) des zweiten Kapitels, dass : 

PM PN . 

*?! • '?2 • »Ja = — -pj ' — -pß ' ^ 

Die hierin auftretenden, parallel a und b genommenen Abstände des 
Punktes H von b und a sind die Cartesischen Coordinaten des Schnitt- 
punktes H der Kante rj *) . 

Die Bedingung dafür, dass die Kante ri in der Fläche h liegt : 

geht durch Einführung der vorstehenden Werthe für die Indices Über in : 

PM PN 

d. i. eine Relation zwischen den Coordinaten einer Schnittlinie und den 
Cooi*dinaten eines auf derselben liegenden Zonenpunktes, welche in diesem 
speciellen Falle allerdings auch aus der Fig. 36 direct abzulesen ist. Denn 
es ist Dreieck MHM ähnlich Dreieck MNP und demnach: 

P M — PM _ PN 
PM ~ PN 

woraus sofort (1) hervorgeht. Setzt man der Kürze wegen : 

PA = a, PB = b 

h* hn Vä tu 



so ist 



m n Li V 

*) Vgl. über diese Ableitung! \V. Fiedler. Darst. Geom. 9. Aufl. 4875, (84. 
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und (1 ) geht über in : 

(2) ^ + ^ = 1 

oder in : 

(3) inv + n^ = /ti/ 

Die Gleichung einer Fläche oder Kante wird durch die Einführung der 
Verhältnisse der Indices an Stelle der Indices selbst unsymn^etrisch^ — ein 
Uebelstand, welcher sich auf die an eine Linearprojection anknüpfenden 
Rechnungen überträgt. 

Aus (3) folgt: 



m = — (v — n] 



n = — lu — m) 

Die Goordinaten — = x und 

m 



^ = 



V = 



mv 



V — n 



n^ 



^i — m 
a 



b 
n 



-=y der Schnittlinie, welche durch — = rj des Zonenpunktes , der den 



6 
y 



Die Goordinaten — = f und 




Fig. 37 



Fig. 38. 



die Zonenpunkte — und — — jzeht, 

(s. Fig. 37), ergeben sich durch 
Elimination aus: 

X fx y V 
x^i yv 



Schnittlinien und — — ffemein 

m n m n ^ 

ist (s. Fig. 38), ergeben sich durch 

'Elimination aus: 



a ' 



106 



Siebentes Kapitel. 



X 

(4) 



V 

4'-. 

V 



a b 



a h 

a b 
a b 



/«v — f.i V a 



/«v' — /« v b 



Haben die Coordinalen zweier 
Zonenpunkte — und — — dasselbe 
Verhällniss, d. h. ist: 

so geht ihre Verbindungslinie durch 
den Mittelpunkt P und umgekehrt. 
Hieraus folgt, dass das Verhältniss 
der Coordinaten einer durch den 
Mittelpunkt gehenden Geraden einen 
bestimmten Werth hat. Dasselbe ist: 

y jii fi' [v — v) 6 \i b 

vv [\i — [i') a 



X 



V a 



Das Verhältniss der Coordinaten 
einer durch den Mittelpunkt gehen- 
den Schnittlinie ist also durch die 
Coordinaten irgend eines ihrer 
Punkte auszudrücken : 

a b 

^ fit V 

Ist V = v\ resp. f.i = /t' , so 
fieht die Schnittlinie parallel der Ge- 
raden a, resp. b ; die entsprechende 
Flache liegt also in der Zone der 
Fundamentalkante tt*. resp. /r^. 

Liegt einer der beiden Zonen- 
punkte, welche eine Schnittlinie be- 
stimmen, in der Geraden a. resp. 6,* 
so ist die von Null verschiedene Co- 
ordinate dieses Zonenpunktes gleich 
der ersten, resp. zweiten Coordinate 
der Schnittlinie. 



b ■ 



n 
b 
n 



— I 



-— 1 



m n 

a b 

tu fi 

a b 



n — n 



nm 



T-rö 



n m 



»? = 



a 




m n 




'ab 


a 


• 


m'n' 




a b 



m' 



•m 






nm — nm 



Haben die Coordinaten zweier 

Schnittlinien und —, -7 dasselbe 

m n m n 

Verhältniss, d. h. ist: 

m : n sss: m' : n' 

so sind die Schnittlinien einander 
parallel und umgekehrt. Hieraus 
folgt, dass das Verhältniss der Co- 
ordinaten eines unendlich entfemten 
Zonenpunktes einen bestimmten 
Werth hat. Dasselbe ist: 



n 



n a 



n a 
m b 



rj m — m b 
Das Verhältniss der Coordinaten 

des auf der Schnittlinie unendlich 

mn 

fern liegenden Zonenpunktes ist also 

durch die Coordinaten dieser Linie 

auszudrücken : 






a 

' m 



6 
n 



ist m = m', resp.' n =s n' , so 
liegt der Zonenpunkt auf der Gera- 
den a, resp. 6; die entsprechende 
Kante liegt also in der Fundamental- 
flache p^, resp. p*. 

Geht eine der beiden Schnitl- 
linien , welche einen Zonenpunki 
bestimmen, parallel zu der Geraden 
a. resp. 6, so ist diejenige Coordinate 
dieser Schnittlinie, welche nicht 
einen unendlich grossen Werth be- 
sitzt, gleich der zweiten, resp. ersten 
Coordinate des Zonenpunktes. 
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Die Coordinaten der Schnittlinie, 
welche Verbindungslinie der Zonen- 
punkte der Kanten : 





resp.: 
und 



m = l. 







— ab 



Die Coordinaten des Zonenpunk- 
tes, welcher Durchschnittspunkt der 
Schnittlinien der FlSichen : 



i JA ab 
MO = — : — : c 
oo oo 

OO oo 



resp. : 



und hihqh^ = — : : c 
* * m n 





w^ ^/^ 



Fig. 39. 



Fig. 40. 



ist (s. Fig. 39], erhält man, wenn ist (s. Fig. 40), erhält man, wenn 
man in die Ausdrücke für x und y man in die Ausdrücke für ^ und 17 
auf S. i 06 : 

^' = , 1/' = 
resp. : |m' = , v' = — 



setzt; also: 
resp.: 



Die Schnittlinien der Flächen — 

00 



auf S. 106: 

m' = 00, 
resp. : m' = 00 , 

setzt; also: 

m — n ' 



n = 00 
n' = — 00 



— b 



m 



n 



resp.: 



a 



;r+U' '? = ;r+ii 



: c und — : — : c sind die Dia- 

00 00 00 



gonalen der Parallelogramme, deren Seiten ihrer Richtung und Länge nach 
durch : 

r Pa , Pb und Pa , Pb 

bestimmt sind. Die Längen der Diagonalen dieser Parallelogramme seien be- 
zeichnet mit d und d' (s. Fig. 41 S. 108). Dann sind die Abschnitte, welche 

die Schnittlinie einer Fläche h auf den Geraden — ; 



00 



und — : — er- 

00 00 00 



zeugt : 
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d ^ d' 
und 



in + w m — n 

denn es ist (vergl. Fig. 40 und 41): 



a : d = 



a 



a:d' = 



m -{- n Q 
a 



: — , also Q = m + n 



m — n o 



: — , also o 



= m — n 




Fig. 44 



CL b 

Sollen die Zonenpunkte — — , 

-7 -T , —Tt-Tt auf derselben Schnitl- 
linie xy liegen, so niuss: 

1-^4-1^ = 1 
X (i y V 

X (i y V 

\ a \ b _ 

-r ' tt "T" ~ "Tf — ' 
X fx y V 

folglich die Bedingung . 



\ 


4 


I 








1 




u 

• 


i' 






4 


1 


; 




t 


f 


1 i 


= 


f^ 


^ 






1 


4 










i 




ff 


f# 






/' 


v 


1 





oder: 



Sollen die Schnittlinien , 

171 II 

a b a b , „ . ^ 

wT /7 ' n^' iT' ^^'^^'^ Zonenpunkt §i? 

gemein haben, so muss: 



m n 

a b ' 



1 



m 



a 



tt 



n 



jt 



I + T "? = < 



folglich die Bedingung: 



m' 
m' 



tt 



n i 

n' r = 

n" 4 



oder: 
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/< 



1 

V 



I 



I 



1 1 






1 



1 1 



^* 



ff 



ff 



U 1/ 



V 



= 



oder: 



tt 



i5) ■ '4 



f/ 



ff 



|U |U l' V V 

ft """■ 7 f 
^ |/ |/ V 

erfüllt sein. 

Setzt man in (5) ^" = oo, resp. 

v" = oo und trägt die alsdann aus 

5) sich ergebenden Werthe von i/', 

resp. \i\ in die Zonenpunktcoordi- 

naten : 

a 6 ah 

Tt » resp. ff 
oo V ' '^ ^ oo 

ein, so erhält man die Goordinaten 
des Zonenpunktes derjenigen Kante 

aus dem Büschel der Kanten* — und 

— , -7 , welche der Fundamental- 
/t V 

flache p* resp. p^, parallel geht, 

nämlich : 



a_ \iv — ^iv ^ 

oo ^ VV^'^i ill') 

u V — \i'v b 

/«iu'(v' — v) ' oo 



resp. 



(Vgl. Fig. 37.) 



m n \ 

w! — m n' — n 
m" — m n" — n 



= 



oder: 



m 



m 



n 



n 



m n 



ft 



n 



m - 

erfüllt sein. 

Setzt man in (5) m"=0, resp. 
n"= 0, und trägt die alsdann aus 
(5) sich ergebenden Werthe von n", 
resp. m", in die Schnittliniencoordi- 
naten : 

ab ab 

^'' ^^^^' W Ö 

ein, so erhält man die Goordinaten 
der Schnittlinie derjenigen Fläche 

aus dem Büschel der Flächen 

mn 

und —7 -7 , welche der Fundamen- 
m n 

talkante tt*, resp. tt^, parallel geht, 

nämlich : 



oo a, 



m 



m 



resp. 



nm 
n — n 



n m 



nm — n m 
(Vgl. Fig. 38.) 



a, oo6. 



§*• 



Beispiel. 

Der Zonenzusammenhang der Flächen des Olivinkrystalles Fig. 42, 
S. MO aus dem Meteoreisen von Krasnojarsk in Sibirien wird durch die 
Linearprojection Fig. 43, S. 1H veranschaulicht*). Die Verhältnisse der 
Axeneinheiten des Olivins sind : 

a:b : c = 0,4658 : \ : 0,5866 

Die Symbole der projicirten Formen sind mit Rücksicht darauf, dass 



*j N. von Kokscharow, Materialien zur Mineralogie Russlands. Petersburg. 
4 870. (6), 4^ Tafel 75. Fig. 4. 
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die Linea rprojeclion auf die Ebene der Axen a und b entworfen ist, die 

von c gehen : 



projicirenden Ebenen alsti durch den Endpunkt der Einheit 

[100) = 



\. OO / 

[ooa : eob : i 

lOO OO / 

ab \ 
OO = 2oo ■ *) 

-.-*-:.! 
lOO 3oo / 

[ooc ■ b : c) 
,a : I : c) 

■.b:c) 



Die erste Reihe dieser Tabelle enthält die BuchstabenbeieidinuQgeD 
für die nebenstehenden Formen. 

Die LiDeBq>rojectioD wurde von F. E. Neumaon*) ersonoen und nent von 
G. nose**>>Dgewendet. Von Fr. A. Quenstedt"») wurde sie spiler «lunUirlich ent- 
wickell und iD umtsssender Weise für die Zneclie der geometriscben Kryilallographlc 

verwerlbct. Er bezeichnete die Coordinsten einer Sc linit (flache aiiseinelD mit .die 

eines Zonenpunliles mit «la nb, so dass die Ausdrücke rur:c)i und ft; lauten : 




•) BeilrSge zar Kryglallonamie. ISiS. H7. 

**) L'elwr einige neue Formen des regulären KrystaiU^tems. Pogg. Ann. ISH. Ur 
4SI. Taf. IV. 

***) Danilellung und Entwicketung der Krjslellverbttitnisse roillelsl «iner Pra}ec- 
lionsmethode. l'ogg. Ann. IH35. 84, S03, S3t. Enlwiclielung und Berechnung d«i Datc- 
llllis nach dieser Uelhode. Ib. 86, ItS. Bemerkung Über eine abgekUnte ProJectloD. 
ib. Id. I7S. Methode der Krj^lallograpbie. Tübingen tSiP. Beitrtlge lor recbBeudea 
Kr>'«lallographie. Aksd. Progr. d. philosoph. FaculUI. Tübingen 1B48. Haodbach der 
Mineralogie. 48BS. S. Aufl. Mti. B. Aufl. IS7S. GrunddH der beatlmmendm und 
rechnenden Kryslallographie. Tübingen, <S'I. 



§ 1 — *. Die Lioearprojeclion . 



f,'y — /tr' fiv — fty' 

Die Formeln (1) und {%), deren Ableitung schon Chr. S. Weiss') gab, bezeichnete 
Oneaitedt als SecUonslinientormel und ZonenpuDkIfoimel**). 




Die auf der Scbniltlinie der -SHule' a ■ b : ix c gelegenen Zonenpunkle nannle 
QocDsiedt nach Weiss*") »ICanlenzonenpunkte' und die lUr solche Punicle gelleode 
'Pecielle Form der Zonenpunktformel beieicbnete er al> »Kantenzonen-Geselia. 



*) Abhandi. Berlin. Almü. ISIO. 169. 
") Melh. d. Krysl. 18(0. 68. 
"*1 l'eber d. Theorie des Epidotsyslems. Abhandl. Berlin. Akad. I 
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Achtes Kapitel. 

§ 1. Die Folti^iir eines Knstallpolyeders. § 2 — 9. Eigensclialten einer 
stereo^aiihifrchen Projection der Polfi^r. § 6. Eigenschaften des Mittel- 
pnnktes der Projection eines Zonenkreises. § 7. Eigenschaft der ProjectioB 
des Poles eines Zonenkreises. § 8 — 11. Conslmction der stereographisefaen 
Projection einer Poliignr. § 12. Die gnomonische Projection einer Polfignr. 

§ 13. Historisches. 



Für die Lösung aller Aufgaben über den Zonenverband der Flächen 
eines Krystalles gewUlirty wie wir gesehen haben, die Linearprojection ein 
leicht herzustellendes graphisches HUlfsmittel. Allein sie beansprucht in 
vielen Füllen einen so grossen Raum zu ihrer Ausführung, dass sie dadurch 
an praktischem Werthc verliert. Daher ist ein Verfahren zur Übersicht- 
lichen Darstellung aller Krjstallflächen und ihres Zonenverbandes in einem 
endlich begrenzten Bilde, wie es die von F. E. Neumann in die Krystat- 
lographie eingeführte stereographische Projection der Polfigur eines Kry- 
stalles darl)ietet, für die geometrische Untersuchung der Krj'stalle unent- 
behrlich. Wir wollen in diesem Kapitel die für unsere Zwecke in Betracht 
kommenden Eigenschaften und die Regeln zur Ausführung der in Rede 
stehenden Projection angeben. 

Wir stellen uns vor, dass die Flachen eines Krystallpoly^ers um die 
Strecke r von einem und demselben Punkte (S im Innern des Polymers 
entfernt seien. Dann kann dem PolyOder eine Kugel mit dem Mittelpunkte 
Q und dem Radius r eingeschrieben werden. Der Rcrührungspunkt einer 
PolyOderfliichc mit der Kugeloberflache, der zugleich der Fusspunkt der 
von (S auf dio PolyOderflUche geföllten Normale ist, wird der Pol dieser 
Fluche genannt. Die Gesammtheit der Flachenpole eines Krystalles heisst 
die Pol figur desselben. Die Flachen einer Zone Hefern Pole die in einem 
llauptkreiso der Kugel, dem sog. Zonen kreise jener Flachen liegen. Die 
Richtung der Zononaxe bestimmt die beiden einander diametral gegenüber^ 
liegenden Pole dos Zonenkreises. Wir werden Flachenpole und 
Zonenkreise mit den Huchstaben bezeichnen, welche die ihnen entsprechen- 
den Flachen und Zonenaxen tragen. 

Ist der Radius r = 1 , so ist der sphärische Abstand zweier Flachen- 
pule h und A', d. i. derjenige, über welchem sich die Kante der beiden lu- 
geh(irigen Flüchen h und h' befindet, gleich dem Bogen des Normalenwin- 
kels, also auch gleich dem Bogen des Flachenwinkels {h h'^ und der sphä- 
rische Abstand der Pole zweier Zonenkreisc ?; und 1;' gleich dem Bogen des. 
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Winkels zwischen den entsprechenden Zonenaxen. Da auf Grund dieser 
Eigenschaft die Grössen der Flächen- und Kai\tenwinkel in die Polfigur 
leicht eingetragen werden können, so gewährt diese Figur eine auf anderen 
Wegen nicht erreichbare Uebersicht der bekannten und der noch zu be- 
rechnenden Winkel eines Krystallpoly Oders. Sie ist, wie F. E. Neumann 
bemerkt hat, der natürliche Ausgangspunkt für den Gebrauch der sphäri- 
schen Trigonometrie bei der Krystallberechnung und soll daher in diesem 
Sinne später verwendet werden. 

Wir haben gesehen (S. 14), dass zur Bestimmung der Lage einer 
Ebene oder einer Geraden eines Bündels die Angabe zweier Winkel er- 
forderlich ist; und dass es im Allgemeinen für die zu bestimmende Ebene 
oder Gerade zwei von einander verschiedene Lagen giebt. In analoger 
Weise ist die Lage eines Punktes auf der Kugeloberfläche durch zwei Bogen 
im Allgemeinen zweideutig bestimmt. Sind für einen Punkt c die sphä- 
rischen Abstände (ca) und (c6) von zwei festen Punkten a und b gegeben, 
so ist c einer der beiden Durchschnittspunkte der um a und b als Mittel- 
punkte mit (ca) und [cb) als sphärischen Radien beschriebenen Rugelkreise. 

Wie nun die Lage einer Ebene h eines Bündels nach § 4 des sechsten 
Kapitels eindeutig bestimmt ist durch die beiden Verhältnisse der Cosi- 
nus der drei Winkel, welche ihre 
Normale v mit den Axen jt^Tt'^Tt^ 
einschliesst, so ist auch durch die 
beiden Verhältnisse der sphärischen 
Abstände eines Punktes der Kugel- 
oberfläche von drei festen Punkten 
derselben die Lage des ersteren 
Punktes fixirt. Gehen die Krystall- 
axen Tt^Tc'^Tt^j deren Einheiten 
sich wie o^ : 02 : 03 verhallen, vom 
Mittelpunkte der Kugel aus und 
sind OHij O//2, OH^ die Axen- 
schnitte einer zur Ebene h = 
(Ä, Ä2Ä3) parallelen Ebene (Fig. 44), 
so finden die Beziehungen statt : 




Fig. 44. 



(1) n\r '' 



1 



1 



hl hl A3 



OHx ' OH2 ' OH^ Ol 02 ' 03 



cos {v7t^) : cos (v/r2) : cos (v/r*) 



Die hierdurch eindeutig bestimmte Richtung der Normale v schneidet 
die Kugeloberfläche in dem Pole der Fläche h. 

Man kann jedoch die Lage eines Poles h durch zwei von einander un- 
abhängige Grössen bestimmen , wenn man von einem festen Pole p und 
einem durch diesen gelegten Hauptkreise 7t ausgeht. Dann hat man den 
sphärischen Abstand (ph) und den von den Hauptkreisen ph und tt einge- 
schlossenen Winkel anzugeben , wenn die Lage des Poles h beschrieben 
werden soll. Sind nun noch der Sinn, in welchem die Bogen von p aus auf 

L i e b i 8 c h , Geometr. Krystallogr. g 
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dem Hauptkreise ph und der Drehungssinn, in welchem die Winkel mit 
dem Scheitelpunkte p auf der Kugel beschrieben werden sollen , bekannt, 
so bestimmen der Bogen [ph) und der Winkel [ph^n) die Lage des Poles h 
eindeutig. Man nennt diese beiden Grössen die Polar coordinaten 
des Poles h. 

Wir wollen nach dieser Bestimmungsmethode die Lage des Poles einer 

Krystallfläche h^=[h^h^ A3) 
beziehen auf den Pol p* der 
Axen ebene {001} und den 
Hauptkreis n^, dessen Ebene 
auf der Axe [400] senkrecht 
ist. Es entsteht jetzt die 
Aufgabe , die Beziehungen 
zwischen den Krystallele- 
menten, den Indices der 
Fläche h und den Polarcoor- 
dinaten ihres Poles aufzu- 
suchen. 

In Fig. 45 bedeuten 
TT* TT^/r^ die Punkte, in denen 
die von dem Kugelmittelpunkt 
ausgehenden Axen die 
Kugeloberflfiche durchstos- 
sen,pip2p3 die Pole der Axen- 
ebenen [\ 00},{04 0},{004} und 
h den Pol der Fläche [h^ h^ h^. 
In den sphärischen Dreiecken : 




Fig. 45. 



hj'C^p' 
h /t^p'^ 
hjt^p^ 



h Tc'^p^ 

fiTt^P^ 



die den Eckpunkt h gemein haben, sind die dem Punkte gegenüberliegen- 
den Seilen = 90^ Ferner sind auch die Summen der Winkel : 

{;t^p2h) 4- [hp^p^) = (jt^pH) + ;ä/>3;>2) = 900 
[Tt^pH) + (hp^p^) = (/r2pt//) + (Äpip^^ = 90 
Ir^pi h] + [hp^p'^) = [iT^p^h] + [hp'^p^) = 90 

In dem sphärischen Dreieck hit^p'^ ist nach Formel (2) in § 3 des 
sechsten Kapitels : 

cos [h 71^) = cos (/r*y>2) cos [p'^h\ — sin (/r'p^) sin /PA) cos [H^p^h) 

worin .t* den Gegenpunkt von rc^ bedeutet. Nun ist [/r*/>*) = 90<> und 

— cos [H^p'^h] = cos [hp'^jc^] = cos [[hp^p^) — OO'^} = sin fip^p^) 

folglich : 

cos h Tt^] = sin [p^h] sin hp^p^] 

In dieser Weise findet man folgende Relationen : 
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cos (Ä/r*) = sin {p^h) sin (hp'^p^) = sin (p^h) sin [hp^p^) 

(2) cos (hn^) = sin {p^h) sin (hp^p^) = sin ^p^Ä) sin [hp^p^) 

cos (ÄTT^j = sin ip^h) sin [hp^p^] = sin (p^Ä) sin [hp^p^) 

Bezeichnet man mit {p^), [p^), (p^) die Aussenwinkel des sphärischen 
Dreiecks p^p^p^, so ist die Summe der Winkel : 

(p2pi A) 4- (Api;>3) =1800— (p>) 
(p3p2A) 4- (A/?2pi) = 480 — (p2) 
(/>ip3/i) + (Äp3p2) = 480 — (p'^j 

Demnach ergiebt sich aus (1j und (2): 

cos(Ä7r2) ^2 % sin {(p^) + (Äp*p^,} 

cos [h Tt^) A3 a^ sin hp^p'^j 

cos(Ä 7t^) A3 üi sin ((p2; + (hp'^p^)} 

cos [h 71^) Ai a^ sin [hp^p^j 

cos [h/c^] hl a2 sin {(p^) 4- [hp^p^]} 

cos [h 7t^) A2 ttj sin [Ä p^p^] 

Wird auf beiden Seiten einer jeden dieser Gleichungen die Einheit 
addirt und subtrahirt, so erhält man durch Division der so entstandenen 
Ausdrücke und mit Rücksicht auf die bekannten Formeln : 

sin a? + sin y tan ^{oc -{- y) 

sin X — sin y tan \{x — y] 

J _L> fori 'T^ 

. . Z: = tan ( i5« + -D; = — tan (135« — D) 
1 — tan 1) \ I , V 

folgende Relationen : 

tan|(Ä/>ip2) + i|^j = tan i^ tan (135»— 1),) 

(3) tan |(Ä p Jp3) + Mj. = tan i^ tan (1 35 - l)^) 

tan|(Ap3p.) + ^j = tan M tan (135 - "Ds) 

worin "Di 'S} ^3 bestimmt sind durch : 

tan3^i=J?^' 
A3 a2 

(4) tan 1)2 = J^ ^ 

tanD3 = ^^^ 

Ä2 Ol 

Auf Grund dieser Beziehungen verfährt man bei der Berechnung 
der Polarcoordinaten (p'^h) und (p^Ä^/r^) des Poles A aus den Indices 
^^^3 und den Kry Stallelementen : 

8* 
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a, : 02 : 03, (/r^TT») «= (pi), (tt^tt^) = (p»), (Tr^Tr») ^ (p3) 

in folgender Weise. Man berechnet zuvörderst aus (4) die Werthe von ^©2 
und D3, darauf aus (3) die Winkel [hp^p^) und (hp^p^). Dann kennt man 
in dem sphärischen Dreieck hp'^p^ eine Seite (p^p^) = (/r^) aus der Formel : 

f^n2 M — sinP. sin P — (pi) 

2 sin P — (p2) . sin P — (p3) 

worin : 

2 P = (pl) + (p2) + (p3) 

gesetzt ist, und die beiden anliegenden Winkel : 

(ÄpV)== ^800 — (p3p2/,) 

(p2p3/i)= (p3) _(/ip3pl) 

Demnach kann die Seite [p^h) berechnet werden. Schliesslich findet 
man den Winkel: 

(p3Ä*7ri) = (/ip3p2)= 1800 — (pU^Ä) 



7^ 



Die centralperspectivische Abbildung der Polfigur eines Krystalles von 
einem Punkte der Kugeloberfläche aiis auf eine zum Radius des Punktes 

normale Ebene betest eine 
stereographische Pro- 
jection der Polfigur. 
Es ist zweckmässig, die 
Projectionsebene dur^ den 
Mittelpunkt S der Kugel zu 
legen. Dann erfüllt die Ab- 
bildung derjenigen Hälfte 
der Kugeloberfläche, welche 
um den Gegenpunkt ff von 
herum liegt, die Fläche 
des Aequatorialkreises oder 
Grundkreises, d. i. desjeni- 
gen Hauptkreises der Kugel, 
in welchem die Projections- 
ebene die Kugeloberfläche schneidet. Wir wollen uns die Projection über 
dem in der Ebene der Zeichnung liegenden Aequatorialkreise convex, dem- 
nach 0, das Centrum der Projectionsstrahlen, unter der Ebene der Zeich* 
nung befindlich vorstellen. 

Man wählt zur Projectionsebene stets die Normalebene einer möglichen 
Krystallkante. Dann liegen also in dem Aequatorialkreise die Pole der 
Flächen aus der Zone dieser Kantenrichtung. 

Die Projection ff des Flächenpoles h muss in der Meridianebene hdO 
von h liegen (s. Fig. 46). Bezeichnet man den Winkel (O'dh) mit n, so isl 








Fig. 46. 
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Winkel (0'0A)=s-, folglich die Entfernung der Projection ^ von dem 

Mittelpunkt <S. der Kugel : 

i'l) SO = r tan I 

Die Projectionen ^ und ^ von Pol und Gegenpol liegen in der Meridian- 
ebene dieser Pole auf einer durch den Mittelpunkt S gehenden Geraden 
und zwar auf verschiedenen Seilen von d; dasProduct ihrer Entfernungen 
vom Mittelpunkt S ist constant und gleich dem negativen Quadrat des 
Kugelradius, denn es ist, wie aus Pig. 46 ersichtlich : 



(2) 

folglich : 
(3, 



es = - 



5» -85= 



§3. 

Eine der wichtigsten Eigenschaften der stereographischen Abbildung 
einer Kugelob erOSche besieht darin, dass die Projectionen aller 
Kugelkreise, welche 
nicht durch das Cen- 
trum der Projec- 
tionsstrahlen gehen, 
wieder Kreise sind. 

Der Beweis dieses 
Salzes ergiebt sich*) aus 
der Betrachtung von Fig. 
47. Es sei m die Spitze 
des Kegels, der die Kugel 
in dem abzubildenden 
Kugelkreise berührt. Eine 
der durch mO gehenden 
Ebenen schneide diesen 
Kugelkreis in den Punkten hk und die Kugel in dem Kreise Ohk, in dessen 
Ebene die nebenstehende Zeichnung ausgeführt ist. Die Gerade hk treffe 
die Gerade mO in dem Punkte m' und die in an die Kugel gelegte Tan- 
gentenebene in dem Punkte n. Dann ist n der Pol der Geraden m in Be- 
zug auf den Kreis Ohk; denn die Gerade hk ist die Polare des Punktes m 




•) Nach W. Fiedler. Darstellende Geometria. 9. Aufl. 4STB. 8. ITG. — Andere 
beweise s. bei J. Graiilch. Lehrb. d. KrysUUogr. )8SS. j 380. V. vod Lang. Lebrb. 
dar Kryslaiiogr. 4S66. { 83. E. ReuBcb. Die stereogr. Proj. 1884. { t. R. Baltzer. 
Etem. d. Math. S. Aufl. 4870. 2, 118, IBS— 1BB. 
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{hkm'n) = [f)lm'oo) 



und die Tangente On die Polare des Punktes in Beziehung auf denselben 
Kreis. Demnach ist das Doppelverhaltniss : 

(hkm'n)= — i 

Den Punkten hkm'n der Geraden hk entsprechen in der Projections- 
ebene die Punkte fflni' und ein unendlich entfernter Punkt. Folglich ist: 

_l^ . 

im 

also m" die Mitte von ^I. Dies gilt für irgend eine unter den durch die 
Gerade m gehenden Ebenen. Es ist demnach in der That die Projection 

des abzubildenden Kugelkreises wieder ein Kreis und 
zwar ist der Mittelpunkt des letzteren Krei- 
ses die Projection der Spitze des, dem 
ersteren Kreise zugehörigen Tangenten- 
kegeis. 

Die Ebene der Zeichnung in Fig. 48 sei die durch 
die Geraden mO und 00' gehende Ebene, welche den 
abzubildenden Kugelkreis in den Punkten dd' und die 
Projection desselben in den Punkten bb' schneide. Be- 
zeichnet man die Winkel : 

:0'Qd) = u, 




so ist: 



Fig. 43. 

also der Durchmesser: 



lan ^ = — 
2 r 



> 



(0'(5d') = M' 

u' b'6 
tan ~ = — 
2 r 



tfc' = be + ßb' 

= r(:an-qitan^) 

^'"(2+2) 






u u 
cos - cos -^ 



je nachdem die Punkte b und t' auf derselben Seite oder auf verschiedenen 
Seilen des Mittelpunktes ß liegen. 

Die Abbildungen der durch das Centrum der Projectionsstrahlen 
gehenden Kuf^elkreise sind die Durchschnittslinien der Ebenen dieser 
Kreise mit der Projectionsebene. 

Eine wichtige Eigenschaft der stereographischen Projection, auf die 
wir jedoch hier nicht naher eingehen können, besteht darin, dass die 
kleinsten Flachenelemente der Kugeloberflache den entsprechenden Flachen- 
theilen ihrer Abbildung geometrisch ahnlich sind. Die stereographische 
Projection ist eine con forme Abbildung. Der Winkel zweier Kugel- 
tangenten in einem Punkte h der Kugeloberflache ist dem Winkel gleich, 
den die Projectionen der Tangenten im Punkte 1^ einschliessen. Daher 
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schneiden sich die Projectionen zweier Kurven unter demselben Winkel, 
den die Kurven bilden, oder m. a. W. eine sphärische Figur und eine 
stereographische Projection derselben sind isogonal"). 

§»• 

Ist der abtubildende Kugelkreis ein Hauptkreis, so gebt der 
Tangentenkegel in einen Cy linder über. Man erhalt den Mittelpunkt 
der Projection eines solchen 
Kreises als Schnittpunkt der 
von dem Centrum der Pro- 
jectionsstrahlen parallel zur 
Axe des Cylinders gezogenen 
Geraden und der Projections- 
ebene. 

In Fig. i9 sei pp die 
Normale des abzubildenden 
Hauptkreises, der die durch 
die Geraden 00' und pp 
gehende Ebene der Zeich- 
nung in den Punkten h und h 
schneide. Der durch paral- 
lel zur Normale pp, d. b. zur 




Flg. iS. 



Axe des dem Hauptkreise zugehörigen Cylinders gehende Projectionsstrahl 
treffe die Projectionsebene in dem Punkte m, dem Mittelpunkte der Pro- 
jection des Hauptkreises. Der Radius i des Projectionskrelses ist : 

Demnach ist die Entfernung des Miltelpunktes m von dem Gentrum des 
Aequalorialkreises : 

Bezeichnet man den Winkel, den die Normale S 0' der Projectionsebene 
mit der Normale Q.p des abzubildenden Hauptkreises einschliesst : 



80 ist Winkel : 




(O'SJ)=K + 90«, 


(O'S*)=i,-90» 


S(0'0«)= v + 90', 


S(0'0*)=»- 90« 


Da nun : 




lan(0'05)=^, 


lan (0'0W = y 


so orhalten wir : 





•] Vgl. hierüber u. A. B. Bb 
E. Reaaob. Die stereogr. Proj. 18 



Elem. der Methem. 3. AnB. (870. 
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g^ = r tan \{v + 90»), (5^ = r tan \[v — 90«) 

Also ist die Entfernung (Stn ausgedrückt durch den Kugelradius r und 
den Winkel v: 

gm = ^ [tan ^ (v — 90») + lan-^ (v + 90©)] 
r sin t; 



2 cos i (v — 900) cos \[v + 900) 
= ?' tan V 
und der Radius r ausgedrückt durch dieselben Grössen : 

r = ^ [— tan i (v — 90») + tan \(v + 90«)] 

r 4 



2 cos ^ (v — 90«) cos \[v + 900) 
r 



cos V 

Dieselben Werthe für @m und r erhält man aus dem bei S recht- 
winkligen Dreieck Odm. Denn es ist: 

Ont= l^m = m^= x 
(eOm) = t; 
also in der That : 

gm = r tan v, Ont = r = 

cos V 

Die Kreise der Projectionsebene, welche stereographische Abbildungen 
von Hauptkreisen der Kugel sind, schneiden den Aequatorialkreis in je 
zwei einander diametral gegenüberliegenden Punkten desselben. Umge- 
kehrt ist jeder Kreis der Projectionsebene, der einen Durchmesser des 
Aequatorialkreises als Sehne überspannt , die stereographische Abbildung 
eines Hauptkreises der Kugel. Da die Pole der Flächen einer Zone auf einem 
Hauptkreise^ der dann Zonenkreis genannt wird, liegen, so müssen also 
die Projectionen dieser Pole auf einem Kreisbogen liegen, der einen Durch- 
messer des Aequatorialkreises zur Sehne hat. 

Die Abbildungen derjenigen Hauptkreise, welche durch das Centrum 
der Projectionsstrahlen und dessen Gegenpunkt 0' gehen, sind unbegrenzte 
gerade Linien durch den Mittelpunkt g der Projection. Diese Geraden 
fallen mit den Schnittlinien der Ebenen ihrer Kreise und der Projections- 
ebene zusammen. 

§5. 

Das im vorigen Paragraphen beschriebene Verfahren zur Construction 
des Mittelpunktes der Projection eines Zonenkreises führt uns auf einen 
bemerkenswerthen Zusammenhang der Linearprojection eines 
Krystallpoly^ders mit der stereographischen Projection 
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der Polfigur desselben*). Denken wir uns die Geraden und Eb^kot, 
welche den Kanten und Flächen des Polyeders parallel laufen und das 
Syst^n der Zonenpunkte und Schnittlinien in der Linearprojection auf der 
Projeciionsebene der stereographischen Projection erzeugen , durch den 
Punkt O gel^y so bllt der Zonenpunkt einer Kante mit dem Mittelpunkte 
der sterec^raphischen Projection des Zonenkreises derselben Kante zusam- 
men. Demnach ist die Yeii>indungsgerade der Mittelpunkte der stereo- 
graphischen Projectionen zweier Zonenkreise in der Linearprojection die 
Schnittlinie derjenigen Fläche , deren Pol der Schnittpunkt der beiden 
Zonenkreise ist. Dieser Zusammenhang kann auch so ausgesprochen wer- 
den : die Schnittlinie einer Flache in der Linearprojection ist der geome- 
trische Ort der Mittelpunkte der slereographischen Projectionen aller 
Zonenkreise, welche zu den in der Fläche gelegenen Kantenrichtungen ge- 
hören und demgemäss durch den Pol der Fläche gehen. 

Hierauf kann ein Verfahren zur Constniction der slereographischen 
Projection einer Polfigur mit Hülfe der zugehörigen Linearprojection ge- 
gründet werden (vergl. unten S. 430 — 434). 

§6. 

Durch die stereographische Projection der Polfigur eines Krystalles 
wird jeder KrystalUIäche ein Punkt, die Projection ihres Poles, und 
jeder Krystallkante ein Kreis, die Projection ihres Zonenkreises, in der 
Projectionsebene zugeordnet. In Folge hiervon gehört aber auch in der 
Projectionsebene zu jeder Kante ein Punkt, nämlich der Mittelpunkt 
der Projection ihres Zonenkreises, und zu jeder Fläche eine Ge- 
rade; denn wie aus der in § 4 angegebenen Constniction der Projection 
eines Zonenkreises hervorgeht, ist der geometrische Ort für die Mittel- 
punkte der Projectionen aller Zonenkreise eines Büschels, d. i. aller Zonen- 
kreise, die einen Pol und dessen Gegenpol gemein haben, eine Gerade, 
nämlich die Schnittgerade der durch O senkrecht zu dem Kugeldurchmesser 
jenes Poles gelegten Ebene und der Projectionsebene. 

Seien nun iy, r/, rf^ rf* vier Zonenkreise eines Büschels und m, m', 
m'', m"' die Mittelpunkte ihrer Projectionen. Da die Geraden von nach 
diesen Mittelpunkten dieselben Winkel unter einander einschliessen wie 
jene Zonenkreise, so ist das Doppelverfaältniss : 
(l) 'i; r; r^" ir"") = (m ra' nf m"'] 

oder: 

. sin i; i;" sin i;i^^ _ mveT mflT' 

sm i; i; y sm i^ i^ ; mm m^ m: 

Es sei A der den Zonenkreisen des Büschels gemeinsame Pol und f die 

Projection desselben. Bezeichnet man die Verbtodongslinien [%, Fig. 50, 

S. 422): 

fm = Jf, fm' = jr, !m^=ir, IvsT = M^' 



•) Ygl. W. H. Miller. CrrsUllogr. ootieet. Pbll. Ma$. Umdcm, Itoy. 4«ef. 
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SO ist das Doppelverhältniss: 

(mm'm"m"') = (MM'M"M'") 

Ein fünfler Zonenkreis ? schneide die Zonenkreise rj^ rj\ ij", ij"' be- 
ziehungsweise in den Polen A, Ä', A", A"', dann ist auch: 

(2) {r]r]'rj"r]"'j = {hh'h"h"') 

Es sei } der Mittelpunkt der Projection des Zonenkreises ^. Dann sind 
die Verbindungslinien : 

jm = r, jm' = r, jm" = r, jm'" = T" 

die geometrischen Orte für die Mittelpunkte der Projectionen derjenigen 
Zonenkreise, welche beziehungsweise durch die Pole A, A', A", A"' gehen, 
und es ist : 

(mm'm"m'") = (7' rrr") 
folglich auch : 

(3) (AA'A"A'") = (rrrr'y 

d. h. das Doppelverhältniss von vier Zonenkreisen eines 
Büschels ist gleich dem Doppelverhältniss der Mittel- 
punkte der Projectionen dieser 
Kreise, und das Doppelverhältniss 
von vier Polen eines Zonenkreises 
gleich dem Doppelverhältniss der 
diesen Polen zugeordneten Geraden 
in der Projectionsebene. 

Drückt man die Doppelverhältnisse durch 
Indices aus, so ergiebt sich : 

Die Symbole der Kanten und 
Flächen eines Krystalles können 
übertragen werden auf die, den 
Kanten und Flächen in der stereo- 
graphischen Projection der Polfigur 
des Krystalles zugeordneten Punkte 
und Geraden. 

Auf Grund dieser Eigenschaft können 
in einer stereographischen Projection eines Krystalles dieselben Aufgaben 
gelöst werden, welche in § 1 des siebenten Kapitels mit Hülfe einer Linear- 
projection behandelt wurden. Es ergiebt sieh hier ein dem Satze auf S. 4 00 
— 101 vollkommen entsprechender Salz*). 




Fig. 50. 



§7. 

Zu jedem Zonenkreise gehören in der Projectionsebene ausser dem 
Mittelpunkte seiner Abbildung noch zwei andere Punkte : die Projectionen 



♦) Vgl. W. H. Miller. Crystallogr. Nolices. Phil. Mag. London. May. 4860. 
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seines Poles und dessen Gegenpoles. Von diesen letzteren Punkten wollen 
wir binforl denjenigen, der sich auf der oberen, den Punkt 0' einscbliessen- 
den Hälfte der Kugelob'erfiacbe befindet, kurz als den Pol des Zonen- 
kreises bezeichnen. In Fig. i9 ist p der, auf der oberen Kugelbalfte be- 
findliche Pol des Zonenkreises, dessen Ebene die Ebene der Zeichnung in 
den Punkten h und h schneidet. Der Abstand S f seiner Projection f> von 
dem Mittelpunkte E der Projection ist: 

Auf einer Eigenschaft des 
Punktes J), welche wir jetit ab- 
leiten wollen, beruht die Con- 
struction der sphärischen Entfer- 
nung zweier Punkte der Kugel- 
oberflüche ') . 

Zwei Bauptkreise ^ und n, 
welche wir uns der bequeme- 
ren Uebersicht wegen auf der 
Ebene der Zeichnung in Figur 
f>\ senkrecht stehend denken, 
besitzen zwei Paare von Pol 
und Gegenpol , 00' und pp, 
welche so bezeichnet sein sollen, 
dass die Pole und p, beziehungs- 
weise deren Gegenpole 0' und p, 
symmetrisch liegen zum Halbiningski 
des Winkels, den die Haupikreise q und tc in 
ihrem Du rcbscbnittsp unkte 0" bilden. Die Ver- 
bindungslinie der Pole und p ist Äxe eines 
Büschels von Kugelkreisen, von deuen jeder auf 
den Haupikreisen ^ und n gleiche Bogen ab- 
schneidet, letztere gemessen von dem Durcb- 
scbniitspunkt (f der Kreise q und n aus ; also : 
(rhi = (rk, 0" Ä-, = 0"k , A, A-, = A k. 
Werden nun der Haupikreis ^ zum Grund- 
preise einer slereographischen Projection der Fig. lt. 
Kugeloberflüche und der Pol desselben zum 

Ausgangspunkte der Projectionsslrahlen gewählt, so sind die Punkte felp die 
f'ojeclionen der Pole hkp, während h\ Äi 0" mit ihren Projectionen zusammen- 
f'illen (s, Fig. 52). Die Geraden p^Aj und pIA, sind die Abbildungen der 
''Ugelkreise p/iA, und pkky. Der Bogen ^f ist die Projection desBogens hk, 




n Laog. Lehrb. der Kryslailogr. 1866, a«S. 
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während der Bogen hi k^ mit seiner Projection zusammenfälU. Daraus er- 
giebt sich die Richtigkeit des folgenden Satzes : 

Sind ifl die Projectionen der Flüchenpole hk und if die Projection des 
Poles p des Zonenkreises tc ^ss:[hk]j so bestimmen die Verbindungslinien f) }f 
und ^I auf dem Grundkreise einen Bogen h^ A*i, der gleich dem Bogen hk ist. 

§8. 

Die angeführten Eigenschaften der stereograpbischen Projection einer 
Polßgur gestatten uns jetzt die auf die Construction derselben bezüglichen 

Regeln zusammenzustellen. 
Wir setzen dabei voraus, 
dass der Radius r des Grund* 
kreises bekannt sei. 

1) Projection eines 
Poles. Sind die Meridian- 
ebene eines Poles h und die 
Lage des Poles in ihr ge- 
geben, so findet man (Fig. 
53) die Projection 1^ des Poles 
als Durchschnittspunkt der 
Geraden Oh mit der Projec* 
^ tionsebene. In analoger 

Weise wird die Projection $ 
des Gegenpoles h von h als 
Durchschnittspunkt der Geraden Oh mit der Projectionsebene gefunden. 
2) Projection eines Zonenkreises. Zwei Flächenpole h und A-, 






Fig. 54 



Fig. 55. 



welche nicht einander diametral gegenüber liegen, bestimmen einen Zonen- 
kreis [hk]. Sind die Projectionen ^ und I der Pole h und A' gegeben, so 
muss die Projection des Zonenkreises [hk] nach S. 120 ein Kreis sein, der 
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durch ff und t geht und den Gnindkreis in zwei einander diametral gegen- 
ttberiiegenden Punkten schneidet. Man findet einen rar Constnictioii dieses 
Kreises erforderiicfaen dritten Punkt desselben, indem man die Projeciion 
des Gegenpoles h Ton h oder k von k oonstmirt. In Figur 54 ist die Pro» 
jection ff von h ermittelt worden, indem die Meridiandliene der Pole A und h 
um ihre Durchschnittslinie mit der Projectionsebene in diese letztere Ebene 
umgelegt gedacht und darauf die Gonstmction von % nach 4) ausgeftlhrt 
wurde. Die Richtigkeit der Construction ist daran zu prttfen, dass der 
Kreis durch die Punkte ^t^ den Grundkreis in zwei Punkten schneiden 
muss, deren Verbindungslinie durch (E geht *] . 

In dem besonderen Falle, wo die Flächenpole h und h' von dem Punkte 
ff, also auch die Projectionen ff und ff' derselben von dem Mittelpunkte 6 
der Projection gleich weit entfernt sind, vereinfacht sich diese Construction. 
Denn es ist die Gerade hh' parallel dem Durchmesser gg' des Grundkreises, 
in welchem dieser von dem Zonenkreise [hh'] durchschnitten wird; also ist 
auch die Projection ff ff' der Geraden hh' parallel zu gg'. 

Zieht man also (s. Fig. 55] durch den Mittelpunkt 6 der Projection den 
Durchmesser gg' parallel zur Verbindungslinie der gegebenen Punkte ff ff', 
so hat man vier Punkte zur Construction des Kreises gffff'g', dessen Mittel- 
punkt der Punkt m ist. 

3) Projection des Poles eines Zo- .„-— r-— ^e' 

D e nk reise s. Es sei die Projection } eines y^^^ \ y^v 
Zonenkreises ^ gegeben (Fig. 56 1 . Die Projection ^/ j y^/ \ 

p seines Poles p, d. i. die Projection des oberen /\ i 

Durcbschnittspunktes der zu T gehörigen Zonenaxe /...V;J> iTJ^ 

mit der Kugeloberfläche soll conslruirt werden, l 

Der Pol p liegt in einer durch 00' gehenden \ \ i jj I 

Ebene, welche in ß senkrecht auf 60" steht und \ \ i.y 

die Ebene des Grundkreises in der Geraden 5q ^^^Ox— -^^'"^ 

schneidet. Man denke sich die Ebene Offf um q' 

die Gerade (Sq in die Ebene des Grundkreises pjg 5g 

umgelegt, derart, dass nach 0" fällt. Ist dann 

g der Schnittpunkt von 0"q mit dem Grundkreise 

und qr gleich einem Quadranten, so ist der Schnittpunkt p der Geraden ff'r 

und ßq die gesuchte Projection des Poles p von ^. 

Hieraus geht zugleich hervor, in welcher Weise umgekehrt die Pro- 
jection \ eines Zonenkreises ^ zu construiren ist, wenn die Projection p des 
oberen Poles p von ^ gegeben ist. 

4j Projection des Hauptkreises, der durch einen Flächen- 
polA geht und senkrecht zu einem Zonenkreise ^ steht. Sind 
die Projectionen % und j des Flachenpoles h und des Zonenkreises ^ gegeben 



^} Eine Methode zur directen Bestimmung dieses Durchmessers des Gnindkreises, 
den die Projection des Zonenkreises \h\C\ als Sehne ttberspanneo muss, giebt Beusch 
an. a. a. 0. 16. 
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(s. Fig. 57; , 80 findet man die Projedion des Hauptkreises, der darch h geht 
und senkrecht auf ^ steht, indem man nach 3) die Projection p des Poles p 
von ^ aufsucht und dann nach S) durch ^ und p einen Kreis legt, weldier 
den Grundkreis in zwei einander diametral gegenüberliegenden Punkten 
schneidet, d. h. einen Kreis, welcher durch ^f> und die Projection p des 
Gegenpoles p von p geht. 

5) Construction der sphärischen Entfernung zweier 
Punkte hk der Kugeloberfläche, deren Projectionen ^I ge- 
geben sind. Diese Construction ergiebt sich aus 
der in § 7 bewiesenen Eigenschaft der Projection p 
des Poles p desjenigen Hauptkreises, der durch die 
beiden Punkte hk der Kugeloberfläche bestimmt 
ist (s. Fig. 58). Man construire also zuvörderst 
nach 2] den durch die gegebenen Punkte ^I gehen- 
den, einen Durchmesser des Grundkreises als 
Sehne überspannenden Kreis und bestimme nach 
3] die Projection p des Poles p. Darauf verbinde 
man den Punkt p mit den Punkten ^ und I. Der 
Bogen hl ki , welcher auf dem Gnindkreise durch 
die Geraden ptf und ))I abgeschnitten wird, ist 
gleich der sphärischen Entfernung hk. 

In analoger Weise constniirt man die sphä- 
rische Entfernung der Pole zweier Zonenkreise, 
deren Projectionen gegeben sind, und daraus findet 
man den Winkel , den die Ebenen der beiden 
Zonenkreise einschliesen. 

Hieraus ergiebt sich zugleich, wie die Pro- 
jection I eines Punktes k der Kugeloberfläche, der 
auf dem Hauptkreise tt von dem Punkte h den 
sphärischen Abstand h k besitzt, zu construiren 
ist. Sind die Projectionen von h und tt gegeben 
(Fig. 58], so construire man zunächst nach 3} 
die Projection p des Poles p von tt und verbinde 
p mit ff. Von dem Schnittpunkte h^ der Geraden 
p ff mit dem Grundkreise aus trage man auf die- 
sem Kreise den Bogen h^ ki=hk ab und ver- 
binde kl mit p. Der Schnittpunkt der Geraden k^p mit der Projection des 
Hauptkreises tv ist die gesuchte Projection I. 

6) Projection eines Punktes i, der von den Punkten A 
nndh', deren Projectionen ^ und ^' gegeben sind, die sphä- 
rischen Entfernungen q) und q)' hat. Auf der Kugeloberfläche 
ist k ein Schnittpunkt der beiden um h und h' mit q) und q>' als sphärischen 
Radien beschriebenen Kugelkreise, welche wir durch je drei ihrer Punkte 
aa' a" und bb' b" bestimmen können. Wir werden alsdann die Projection f 
des Punktes k als einen Schnittpunkt der Projectionen dieser beiden Kugel- 



Fig. 57. 
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kreise, welche nach § 3 wieder Kreise sein müssen, erhalten und haben 
demgemäss zunächst die Projeclionen aa'a" und b b'b" der beliebig zu 
wählenden Punkte aa a" und bb' b" zu construiren. Dies geschieht, indem 
wir durch den Punkt f} drei Kreise legen, von denen jeder einen Durchmesser 
des Grundkreises als Sehne überspannt, im Uebrigen jedoch eine beliebige 
Lage hat, und auf denselben nach 5] drei Punkte aa' a" fixiren, so dass: 

(Aa) = (/ia') = (Aa")=9 

ist. In analoger Weise legen wir durch 1^' drei Kreise, welche Durchmesser 
des Grundkreises als Sehnen umfassen, und bestimmen auf ihnen die Punkte 

f>W derart, dass: 

[K b) = [W V) = [K V')= tp' 

ist. Construiren wir nun zwei Kreise durch die Punkte aa'a" und bb'b", 
so ist einer ihrer Schnittpunkte die gesuchte Projection I"^). 

Diese Construction vereinfacht sich erheblich, wenn die Punkte h und h! 
auf dem Grundkreise liegen. Es ist dann leicht; die Mittelpunkte 




Fig. 59. 




mm' und die Radien rt' der beiden Kreise in der Projectionsebene, deren 
Darchschnittspunkt der Punkt I ist , anzugeben. Die Spitzen der Kegel, 
welche die Kugel in den um h und K mit q) und cp' als sphärischen Radien 
beschriebenen Kugelkreisen berühren, fallen mit ihren Projectionen, also 
mit den Centren der Abbildungen dieser Kugelkreise zusammen. Der Kreis 
mit dem Centnim m in der Projectionsebene schneide (Fig. 59) die Gerade 
A(S in b', so ist b' die Projection eines Punktes d! der Kugel von der Re- 
schafiTenheit, dass der Rogen h d! gleich dem gegebenen sphärischen Ab- 
stände q> ist (s. Fig. 60}. Rezeichnet man den zum Rogen hd! gehörigen 
Centriwinkel (Ä6d') ebenfalls mit (p und, wie in § 3, die Winkel: 

[0'^d) = u, (0'ed') = w' 
so ist: 



♦) V. von Lang. Lehrb. d. Krystallographie 1866, 297. Vierte Aufgabe. 
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u = 900+ y, u' = 900— q> 
also nach § 3 der Radios: 






. lu n\ 



"i u u' 
cos s- cos -s- 

r sin (jp 

~ 2 cos ^ (900 4- y) cos i (90<>— ^i') 
oder: 

(1) r = r tan tp 

und die Entfernung : 

em = eb' + b'm 



= rjlan j + lan <)p| 
sin (450 + I) 

cosUdO — ^leos rp 
oder: 

(2) em = —!— 

' cos 9) 

In analoger Weise ßndet man : 

(3) r' = r tan q)' 

(4) ßm' = — ^ 
^ ' cos q> 

Man hat also nur aus (1) . . (4) die Werthe von r, r', Sm, Sm', zu 
berechnen, auf den Geraden S/i und S/t' die Längen (Sm und Sm' ab- 
zutragen und um m und m' mit r und r' Kreise zu schlagen. Dann ist I ein 
Durchschnittspunkt dieser Kreise. 

Die Constructionen 5) und 6) lassen uns erkennen, dass es vorzüglich 
die in § 3 und § 7 beschriebenen Eigenschaften sind, welche die stereo- 
graphische Projection dem Krystallograpben werthvoii machen. Denn auf 
Grund dieser Eigenschaften können wir leicht und mit grosser Genauigkeit 
aus einer gegebenen stereographischen Projection der Polfigur 
eines Krystallpolyäders die wahren Werthe der Flächen- und Kantenwinkel 
desselben ableiten und umgekehrt sind wir, wenn dieFlächenwinkel 
eines Krystallpolyäders und der Zonenverband seiner Flächen gegeben 
sind, im Stande eine stereographische Projection der Polfigur des Polyeders 
zu construiren, ohne dabei die Krystallelemente und die Indices der Flächen 
zu benutzen. 
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§9- 
FUr die Conslruction einer stereographiscben Projection der Polfigur 
eines RnsUllpolyeders allein mit Hülfe seiner FlScheawinkel . and seines 
Zonen verband es mdge ein Beispiel vor Aagen geführt werden. Der in 
Fig. 61 dargestellte Äxioitkryslall wird omschlossen von den Flachen 
p, l, u, s, X, r and deren Gegenfladien. Die Fladieo p, l, u liegen in einer 
Zone und bilden die Winkel : 

(p'/) = 290 59', (ru)=l50 35' 
Die Lage von t wird bestimmt dorch die Winkel : 

(»'/)= 16« 5'. {$"u)=i»o 
Die Flache x liegt in der Zone [ps] and bildet mit t den Winkel: 

{x*s) = 14«5' 
Die Flache r liegt in der Zone [ui\ and bildet mit s den Winkel: 

(r'j) = 36« 30' 
Nach diesen Angaben soll die Polfigur des Asinitkrystalles derart pro- 




jicirt werden, dass die Pole von p, /, « in den Grundkreis fallen. — Man 
tragt zuvörderst in den Grundkreis, dessen Mittelpunkt der Punkt S und 
dessen Radius r = SS"*"' sei, die Pole p, /, u ein, so dass Winkel : 

ipai] = «9» 59', (/gu) = 150 35' 
ist. Darauf findet man die Projection des Poles von s nach § 8 (6) als den 
innerhalb des Grundkreises gelegenen Schnittpunkt zweier Kreise mit den 
Mittelpunkten a und B und den Radien r und r', welche dadurch bestimmt 
sind, dass: 
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ea = 



/• 



25 



cosXl^s, cos 160 5' 



= 26 mm 



r = r . tan 11"$) = 25 • tan 16© 5' == 7,2 mm 
r 25 



Cb = 



= 28,3 mm 



cos {u"s) cos 280 

r' = r . tan (us) = 25 . lan 28© = 43,3 mm 

Man construirt nun nach § 8 (2) die Projectionen der Zonenkreise [ps], 
[Is], [us], deren Mittelpunkte die Punkte m, n, o sind, und darauf nach 
§8 (3) die Projectionen p und q der Pole der Zonenkreise [ps] und [us]. Mit 
Hülfe dieser letzteren beiden Punkte findet man dann nach § 8 (5} auf 
den Zonenkreisen [ps] und [us] die Pole x und r, für welche: 

(r's) =360 30', tan (/51 =0,74 
[x"s) = U 5 , tan [x"s) = 0,25 

Zur Vervollständigung würden schliesslich noch die Projectionen der 
Zonenkreise [ux], [rx]j [/)r], [/r], [Ix] nach § 8 (2) zu construiren sein. 

§10. 

Sind die Krystallelemente und die Indices einer Flachet 
gegeben^ so ist die Aufgabe, die Projection ^ des Poles von h zu construiren, 

in folgender Weise zu 
lösen *) . 

Wir betrachten zu- 
nächst einen triklinen 
Krystall. Die stereogra* 
phische Projection seiner 
Poifigur soll auf die zur 
Axe 7c^= [001] senk- 
recht stehende Ebene 
entworfen werden. Dann 
muss also die Axe ^' 
mit dem Kugeldurch- 
messer Od ff zusammen- 
fallen (s. Fig. 63). Die 
Axenebenen n^7t^=:p^ 
und TT^/r* »= p' schnei- 
den die Projectionsebene 
i^ig- ^3- in zwei durch C gehen* 

den Geraden dW und 
Gä", welche den Winkel \S0^ —{p^p^] einschliessen. Die in der Projeo- 
tionsel)ene gelegenen Normalen dieser Geraden, welche den Wjnkel (p^p^ 



^ 




•; Nach V. von Lang. ^Lehrb. d. Krystallogr. 1866, 898. 
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hilden, schDeiden den Grundkreis in den Polen der Axenebenen p^ = 100 
und p2= 040 (s. Fig. 67, Seile 132). 

Die Fläche h schneide die Axen tt^tt^tt^ in den Punkten HKL, so dass: 

Ai Ä2 A3 

worin a^ 0^03 die Axeneinheiten bedeuten. Ihre DurchschnittsHnie mit der 
Projeclionsebene treffe die Geraden 6Ä' und S JT in den Punkten H' und IC; 
ihre Normale durchstosse die obere Hälfte der Kugeloberfläche in dem Pole A. 
Die Meridianebene dieses Poles schneide die Gerade IT IC in dem Punkte U 
und die Projectionsebene in der Geraden 6 U, dann findet man die Pro- 
jection 1^ des Poles h als Schnittpunkt von Oh mit dU, Die Lage von 1^ ist 
also bestimmt durch die Strecke dff auf der durch den Mittelpunkt 6 der 
Projection gehenden Geraden S^und durch den Winkel K'(S^U, den diese 
Gerade mit dK' einschliesst. Zur Ermittelung dieser beiden Grössen ist, 
da dh senkrecht zu LU und (5^7 senkrecht zu H'IT ist, nur die Keilntniss 
der vier Längen ßÄ', SAT', H'K\ SX erforderlich. Aus dieser Betrachtung 
«rgiebt sich, dass folgende Gonstructionen der Reihe nach auszuführen sind. 




Fig. 64. 




4) Man construire mit einer beliebigen Längeneinheit die Dreiecke 
Ä'6X, ISA, HdK, deren Seiten: 

Ä, /J2 ^3 

und deren Winkel : 

sind (s. Fig. 64) und errichte (EüT' und Q,H' senkrecht auf SL in (E. 

2) Man construire mit AX, LH, HK als Seiten das Dreieck HKL (siehe 
Fig. 65); bestimme auf den Seiten LH und LK die Punkte H' und Ä" als 

9» 
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Endpunkte der aus Figur 63 zu entnehmenden Längen LIT und LK' und 
construire mit Hülfe von SH' und SüT' den Punkt (6). Der Schnittpunkt 
von (S)I mit H' K' ist der Punkt U. [^]H' K' ist das um ffK' in die Ebene 
des Dreiecks HKL zurückgeschlagene Dreieck ^IT K\ 

3 j Man fölle von dem Mittelpunkte S eine Senkrechte auf L U (siehe 
Fig. 66] und verbinde deren Durchstosspunkt h auf der Kugeloberfläche 
mit dem Gentrum der Projectionsstrahlen. Der Schnittpunkt ^ von Ok 
und ^U ist die Projection des Poles h. 

4) Schliesslich ist mit Hülfe des Winkels K' (6) U aus der Figur 64 und 
der Strecke Sl^ aus Figur 65 der Punkt 1^ in der Projectionsebene zu con- 
struiren (s. Fig. 67). 

Das ganze Verfahren beruht, wie wir jetzt erkennen, darauf, dass zu- 




jtT—^ 




Fig. 67. 



Fig. 66. 



nächst eine Linearprojection des Krystalles auf die zur Axe 7t^ 
senkrecht stehende Ebene entworfen wird, wobei irgend ein Punkt L der 
Axe 7t^ zum Centrum des Bündels von Flächen , als dessen Schnitt die Li- 
nearprojection erscheint, genommen werden kann. Hat man den Punkt L 
beliebig aber fest gewählt , so ist damit auch die Lage der Schnittlinien 
der gegebenen Krystallflächen in der Projectionsebene bestimmt. Nach dem 
in diesem Paragraphen beschriebenen Verfahren kann nun leicht mit Hülfe 
der Schnittlinie H' K' einer Fläche h die Projection 1^ des Poles der Fläche 
gefunden werden. Umgekehrt kann man, wie hieraus ersichtlich ist, eben- 
so leicht von einer stereographiscben Projection der Polfigur eines Krystalles 
zu einer Linearprojection desselben übergehen. 

§44. 
Sehr einfach gestaltet sich die Construction der stereographischen Pro- 
jection der Polfigur eines auf rechtwinklige Axen bezogenen Krystalles 
mit Hülfe der Linearprojection. \ 
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In diesem Falle enthält die der Linearprojection und der stereographischen 
Projection gemeinsame Projectionsebene die Axen tv^ und tt^. Die Ebenen, 
welche das System der Schnittlinien in der Linearprojection erzeugen, seien 
durch den Punkt 0' der Axe tt^, des- 
sen Entfernung vom Mittelpunkt (S 0' 
= 03 ist; gelegt. Der Rugel'radius der 
Polfigur sei gleich a^ und das Centnim 
der Projectionsstrahlen befinde sich 
auf der Axe tt^ in der Entfernung 
SO =s — 03 vom Mittelpunkte. 

Unter diesen Voraussetzungen 
construirt man die stereographiscbe 
Projection 1^ des Poles einer Fläche h 
= {hl hl A3} mit Hülfe der Schnittlinie 
derselben in folgender Weise (vergl. 
Fig. 68] . Die Fläche h schneide die 
Axen TT* und n^ in den Punkten H 




und K derart, dass : 



Fig. 68. 



e^ = ^a„ 



h^ 



Dann muss die Projection 1^ auf der von 6 auf die Geraden HK gefällten 
Normalen SQ liegen. Man betrachte 
nun für den Augenblick die Ebene 
der Zeichnung als die Meridian- 
ebene des Poles der Fläche A, ziehe 
durch den Mittelpunkt S die Ge- 
rade 00' parallel zu HK und i^lle 
von S auf die Verbindungsgerade 
O'Q die Normale Sä, dann giebt R 
die Lage des Poles von h in der 
Meridianebene. Demnach ist der 
Schnittpunkt 1^ von OR mit SQ die 
gesuchte Projection des Poles der 
Fläche h. 

Ebenso leicht kann in diesem 
Falle die Projection des zur Kante 
ri gehörigen Zonenkreises constru- 
irt werden, wenn der Zonenpunkt 
H der Kante gegeben ist (s. Figur 
69) . In der Thai, zieht man durch 
den Mittelpunkt S die Gerade 

00' senkrecht auf Si^, so ist O'H die Kante ij, wenn man die Ebene 
der Zeichnung für den Augenblick als die Meridianebene des Punk- 
tes H betrachtet. Die durch S senkrecht zu 0' H gezogene Gerade zz 
ist dann die Schnittgerade dieser Meridianebene und der Ebene des Zonen- 




Fig. 69. 
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kreises von tj, während die durch (S parallel zu ff H gezogene Gerade 7t tv^ 
die Verbindungslinie von Pol und Gegenpol desselben Zonenkreises ist. In 
dem Durchschnittspunkte t der Geraden Oz und S// erhttlt man offenbar 
denjenigen Punkt der Projection des Zonenkreises von ij, der die grösste 
Entfernung von^ dem Mittelpunkte (E besitzt; der demselben in der Pro- 
jection des Zonenkreises diametral gegenüberliegende Punkt f ist Schnitt- 
punkt der Geraden Oz' und (S,H. Die durch parallel zur Geraden 7t 7$' , 
also auch zu O'U, gezogene Gerade triflft die Gerade dH in dem Mittel«- 
punkte m der Projection des Zonenkreises; denn Otit ist nach derunendlicb 
fernen Spitze des zu dem Zonenkreise gehörigen Tangentencylinders ge- 
richtet. Der um m als Mittelpunkt mit mt als Radius beschriebene Kreis, 
der auch durch die Endpunkte 00' des auf dH normalen Durchmessers 
des Aequatorialkreises gehen muss, ist also die gesuchte Projection des 
Zonenkreises der Kante rj. 

Es ist aus der Figur ersichtlich, dass die Coordinaten des Mittel- 
punktesm den Coordinaten des Zonenpunktes /f entgegen- 
gesetzt gleich sind. 

§12. 

Die centrale Projection der Polfigur eines Krystallpoly^ders vom Mittel- 
punkte der Kugel aus auf eine Tangentenebene derselben heisst eine g no- 
monisch e Projection der Polßgur. Die Projectionsstrahlen sind in diesem 
Falle die von dem Kugelmittelpunkte ausgehenden Normalen der Krystall- 
flächen. Man erhält also eine gnomonische Projection der Polfigur eines 
Krystallpoly^ders unmittelbar, indem man das Bündel der Flachennormalen 
des Polyeders durch eine, nicht durch das Centrum des Bündels gehende 
Ebene schneidet. Die Durchschnittspunkte der Flächennormalen mit der 
Projectionsebene werden Flächenorte genannt. Die gnomonische Pro- 
jection eines Kugelkreises ist ein Kegelschnitt, der aber nur in dem Falle, 
wo die Ebene des abzubildenden Kugelkreises der Projectionsebene parallel 
geht, ein Kreis wird. Dagegen ist die gnomonische Projection eines Haupt- 
kreises eine gerade Linie, nämlich die Durchschnittslinie der Ebene des 
Hauptkreises mit der Projectionsebene. Ist der Hauptkreis ein Zonenkreis, 
so wird seine Abbildung Zonenlinie genannt. 

Die gnomonische Projection hat ebenso wie die Linearprojection gegen- 
über der stereographischen Projection den Nachtheil, dass sie nicht wie 
diese letztere von einer Hälfte des Krystalles ein endlich begrenztes Bild 
darbietet. Dagegen besitzt sie den Vorzug Zonen durch gerade Linien dar- 
zustellen, sodass mit ihrer Hülfe leichter als in einer stereographischen 
Projection die Zonen zu finden sind, in welche eine gegebene 
Fläche gehört, oder dieFläche zu bestimmen ist, welche in 
zwei Zonen fällt. 

§13. 
Die Einführung der Polfiguren und ihrer Abbildungen nach den 
Principien der stereographischen und der gnomonischen Projection in die 



S <S. Historisches. 
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geometrische Kryslallograpbie ist eine der fruchtbaren Ideen F. £. Neu- 
Diana's. [Beilrage znr KrjatalloDomie. Berlin 18S3. Krystallsystem des 
Axinits und BeElimmniSg der Krystallflachen durch ihre Normalen. Pogg. Ann. 
1825. 4, 63, Thermische, optische und krystallographtscbe Axea des Gyps- 
systems. Pogg. Ann. 4833, 27, 240. Albit. Abhandl. Berlin. Äkad. 4830.) 
W. H. Miller, der am meisten zur Ausbildung und Verbreitung der 
Neumann'schen Methoden beigetragen hat, spricht sich über ihre Be- 
deutung in folgenden Worten aus: >Tbe first great improvement in the 
methods of crystallography, afler its establishment as a science, was 
undoubtedly made by Hohs and Weiss, independently of each other, in 
substituting axes for hypothetical integrant molecules, in the enunciation 
of tbe geometrio laws discovered by Hauy. Next to this in importance 
was the graphic method invented by Neumann, and desoribed in 
bis Beiträge zur KryslalloDomie.» (On the employment of the gnomonic 
projeclion of tbe sphere in orystallography. Phil. Hag. London. July4859.) 




r^J^ 



^ 



Fig. 70. 

lieber die gnomonische Projeclion , auf welche wir hier nicht näher 
eingeben, vergl. J. Grailicb in: Lehrb. d. Krysiallogr. von W. H. Hiller. 
1856, 193. — W. U. Hiller. 'On the employment of the gnomonic pro- 
jection of the sphere in crystallograpby. Phil. Hag. London. July. 4859. 
— Dauber. Ermittelung krystallogr. Constanten. 21. Akanthit. Sittungs- 
ber. Wien. Akad.89, 692. 4860. — Fr. A. Quenstedt. Grundriss der 
bestimmenden und reebnenden Erystallogr. 1873, 150. — U. Websky. 
Ueber die Wahl der Projectionsaxen in einer Normalprojection fUr trikli.- 
nische Erystalle. Honatsber. Berlin. Akad. 1879, 12i. Ueber die Rela- 
tion der Winkel zwischen vier Krystalld. in einer Zone etc. ib. 1876, 3. 
Daraus in: Zeitschr. f. Krystallogr. 4, 203. — E. MaUard. Traitö de cri- 
stallogr. I, 1879, 63. — Reuscb. Die slereogr. Proj. Leipzig. t881. § 2. 

Nach dem Vorgange von F. E. Neumann ist die Stereo graphische 
Projection der Poihgur eines Erystalles von Miller, A. Beer [Einl. in d. 
bShereOptik. Braunschweig 1853), J. Grailicb, V. v. Lang u. A. hltufig 
dam benutzt worden, die Beziehungen zwischen den geometrischen und 
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den physikalischen Eigenschaften des Krystalles zur Anschanimg xu bringen, 
indem die physikalisch ausgezeichnelen Richtungen in der 
Projection verzeichnet wurden. So stellt die aus GVoth's Hiysikalischer 
Krystallographie. Leipzig 4876. S. 505 entnommene Fig. 70 eine stereogra- 
phische Projection der Polfigur des Kalifeldspaths, und zwar der in Fig. 71 
abgebildeten Combination MPTnoxy und der Fläche a dar, in welche die 
drei optischen Elasticitätsaxen a, 6, c für mittlere Farben und die optischen 
Axen für rothes und violettes Licht, q q und vv, (für Feldspath vom Sl. Goü- 
hardt) aufgenommen sind. Die beiden Spaltungsflächen Pund If sind dnrch 
doppelte Kreise bezeichnet. 

E. Reusch gab ein Verfahren an, um in der stereographisdien Pro- 
jection der Polfigur eines Krystalles, welche doch immer nur eine Hälfte des 
Krystalles darstellt, den hemiedrischen Charakter desselben zu bezeichnen. 
Sind eine Fläche h und deren Gegenfläche in ihrem Auftreten an einander 
gebunden, so erhält der Pol der oberen Fläche die Bezeichnung A. Sind 
dagegen eine Fläche und deren Gegenfläche unabhängig von einander und 
ist nur die obere oder nur die untere Fläche vorhanden, so erhält der Pol 

der oberen Fläche das Symbol h oder h. Fehlen endlich in einer hemiedri- 

+ — 
sehen Form eine Fläche und deren Gegenfläche, die in der entsprechenden 

Yollflächigen Form ausgebildet sind, so giebt man dem Pol der oberen Fläche 

die Charakteristik h, Demgemäss werden die Projectionen dieser Pole be- 



zeichnet mit ^, ^, ^, ^. Es können aber auch die Zeichen +) — i fOrsich 

+ - 

ohne Anwendung eines Buchstabens in die Nähe der Projectionspunkte ge- 
setzt werden. (Bezeichn. der Hemi^drie bei Anwendung der stereogr. 
Proj. Pogg. Ann. 4871. 142, 46.) 



Neuntes 

§ 1. Perspectivische Krystallzeichnangen mttssen Parallelprojectionen 
sein. § 2. Yerkttrzangsmaassstäbe und Eichtungen der Axenprojectionen. 
§ 3. Construction der Sichtungen und Längen der Axenprojectionen« § 4. 
Ableitung der Yerkttrzungsmaassstäbe aus einer gegebenen Projection. 
§ 5. Die Projectionsmethoden von Mobs , Naumann und von Lang. § 6. 
Construction ungleichaxiger rechtwinkliger und schiefwinkliger Axen- 

systeme. § 7. Construction des Eantennetzes. 

§<. 

Wir behandeln jetzt die Aufgabe perspectivische Projectionen der Kan- 
tennetze der Krystalle zu entwerfen, die auf den Betrachter denselben 
Eindruck machen, wie die Krystallformen selbst. Da, wie wir gesehen 
haben, das Vorhandensein von unter einander parallelen Kanten eine clia- 
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rakieristische Eigenschaft der KantenDetze ist, so werden wir die Lage der' 
Projectionsebene und die Methode der Projection zweckentsprechend so 
wählen müssen, dass die im Räume einander parallel laufenden Kanten 
auch auf der Ebene durch unter einander parallele Geraden abgebildet 
werden. Dieser Forderung gemäss sind die perspectivischen Krystallzeich- 
nungen stets Parallelprojectionen. 

Aus dem geometrischen Grundgesetz der Krystallographie ergiebt sich, 
dass man alle Kantenrichtungen eines Krystalles construiren kann , wenn 
die Projection der von vier Flächen des Krystalles gebildeten sechs Kanten 
gegeben ist. Die vier Flächen dürfen selbstverständlich nicht zu je dreien 
einer und derselben Geraden parallel gehen. Am einfachsten ist es von den- 
jenigen sechs Kanten auszugehen, in denen sich die drei Fundamentalflächen 
und die Einheitsfläche schneiden. In diesem Falle kann die zunächst vorlie- 
gende Aufgabe auch so ausgesprochen werden : es soll eine Parallelprojection 
der Axenrichtungen und der Axenlängen eines Krystalles entworfen werden. 

Es ist leicht einzusehen, dass in einer Parallelprojection die Abbil- 
dungen von unter einander parallelen und ungleich langen Strecken im 
Räume in denselben Verhältnissen zu einander stehen wie die Originale, 
dass dagegen die Abbildungen gleich langer geradliniger Strecken von ver- 
schiedenen Richtungen ungleich lang sind. Die orthogonalen Parallel- 
projectionen , bei denen die projicirenden Geraden senkrecht zur Projec- 
tionsebene stehen, sind nun dadurch ausgezeichnet, dass die Beziehung 
zwischen einer geradlinigen Strecke im Räume und der Abbildung dersel- 
ben eine sehr einfache ist. Bedeutet nämlich S die Strecke im Räume, S* 
ihre Abbildung , a den Winkel , den «S mit der Richtung der projicirenden 

Geraden einschliesst so ist : 

S* = S sin a 

Wir werden uns der Einfachheit wegen im Folgenden der orthogonalen 
Parallelprojection zur perspectivischen Darstellung der Krystallformen be- 
dienen und daher zuvörderst die Abhängigkeit zwischen einer nach dieser 
Methode entworfenen Abbildung der Axenrichtungen und Axenlängen eines 
Krystalles und dem Originale aufsuchen. Wir folgen dabei der elementaren 
und practischen Darstellung, welche J. Weisbach^) gegeben hat'. 

§2. 
Auf den zu einander senkrechten Axenrichtungen X, Y, Z bilde die 
Projectionsebene die Abschnitte OA, OBj OC (s. die perspectivische Zeich- 
nung in Fig. 72, Seite 138}. Die Axenabschnitte oder Coordinaten einer 
Krystallfläche seien OH, OK, OL und die Abbildungen derselben auf die 
Projectionsebene durch projicirende Gerade , welche der Normale N der 
Bildebene parallel gehen, 0*H*, 0*K*, O^'L*. Dann ist: 

0*^*=0£rsin(iVX) 
(1) 0*Ä'*=OÄ:sin(A^r) 
0*/:* = 0/: sin (iVZ) 

*) Anleitung zum axonometrischen Zeichnen. Freiberg. 4 857. 
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(2) 



Die Verhältnisse : 

0*H* 0*K * 
OH ' OK 
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^^ = sin (NX) : sin (iV Y) : sin (NZ) 



welche wir mit a : 6 : c bezeichnen wollen, geben an, in welchen Verhält- 
nissen die Projectionen gleich grosser Abschnitte auf den Aren X, Yj Z xu 
einander stehen. Man nennt daher die Zahlen a, b, c die Verktirzungs- 
maassstäbe. Dieselben sind bekannt, wenn die Lage der Projeciions- 
ebene zu den Axen X, Y, Z gegeben ist. Umgekehrt kennt man die Lage 




Fig. 7a. 



der Bildebene, wenn die Verkürzungsmaassstäbe gegeben sind; denn man 
kann aus diesen Zahlen die Winkel, welche die Normale der Bildebene mit 
den Axen einschliesst, berechnen. In der That, bedeutet f einen Propor- 
tionalitatsff'ictor, so folgt aus [2] : 

a= fs'in (SX) 
i= f sin, SY) 
c = f sin [SZ] 

Da nun in dem rechtwinkligen A\ens>stcm X Y/-. 

,3; sin2 (SX) + sin2 (.V)') + sin^ [NZ) = 2 
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ist, so wird : 



und demnach : 



' — 2 

2a2 



sin2 {NX) = 



a2 + 62 + c2 
2c2 



(4) sin2 (iVy) = 

-M^^) = a^ + b. + c^ 

cosHNY)= ^^^^rwin.' tanMA'y)= ,, _ ^^ + ,3 

a2 4- J2 q2 % f 2 

<^°«^(^^^)= älTF+T^' '«°^(^^)= a^ + b'-c^ 

Aus (4) ergeben sieb die Ungleichungen : 

a^ < b2 + c2 
b2 < c2 + a2 
c2 < a2 + 62 

welche befriedigt werden müssen, wenn eine Projection mit den Verkttr-- 
zungsmaassstäben a, h, c mdglich sein soll. 

Man kann jetzt die den Formeln (\) entsprechenden Beziehungen 
zwischen den Coordinaten OH, OKj OL, ihren Projectionen 0* H*, 0*K*, 
0*L* und den Verkürzungsmaassstäben a, B, c hinschreiben : 



02 4- 62 ^ c2 



2 



O^H'' = OH ' ay 

0*L* ^OL z l/— — 1-T— ö 

^ a^ + 62 + c2 

woraus folgt: 

lO"" H'^X^ 10* K*\^ iO* L*\^ a 

Die Winkel, welche die Axenprojectionen X*, 7*, Z* unter einander 
einschliessen : 

sind abhängig von den Winkeln zwischen der Normale N der Projections- 
ebene und den Axen X, F, Z, also auch abhängig von den Zahlen a, 6, c. 
Um diese Abhängigkeit zu ermitteln, betrachten wir die von den Geraden 
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A^, Fund Z gebildete Ecke mit dem Scheitelpunkte 0, in welcher (KZ) = 90« 
und der an N gelegene innere FlSchenwinkel gleich q> ist. Folglich ist : 



(6) cosq> = — cot {NY) cot (NZ) = — 
In analoger Weise erhält man : 



V (g^ — 6^ + c^) (tt> + b^^-c»y 

26c 



cos 1/; = — cot (NZ) cot (NX) = ^ ^-^ ' 



cos X = — cot (NX) cot (N Y) 



'~ Sab 



Sind die VerkUrzungsmaassstabe a, b, c gegeben^ so kann man nach 
den vorstehenden Formeln die Winkel tp, xpj % berechnen und ist dann im 
Stande mit Httlfe von zwei dieser drei Winkel die Richtungen der Axen- 
projectionen X*^ P, Z* zu construiren. Dabei ist nattirlich die Lage einer 
der drei Richtungen in der Bildebene willkürlich anzunehmen. Wir wollen 
hinfort die Axe Z* vertical stellen. 

Bemerkenswerth sind die Ausdrücke für : 



(7) 



COS 2 qp = 2 cos^ qp — 1 = — 
cos 2 1/; = 2 cos^ i/; — 4 = — 



cos 2 ;( =2 cos^ % — 4 = 



— g^ + b^ + c^ 
2b2c2 

2c2g2 
g* + b*— c* 



2gH5^ 



Aus denselben fliesst ein Satz, der angiebt, wie man die Richtungen 
der Axenprojectionen A'"^, Y*^ Z* unmittelbar aus den Zahlen g, b, c ableiten 

kann. In der That, die Formeln (7) leb- 
2r ren, dass man g2 = ä:*L*, V = L*H*, 

c^ = //* Ä'* als Seiten eines • Dreiecks 
'-^ H* K* L* betrachten kann, dessen 

Winkel : 

^* = 29) — 4800, Ä'* = 2V'— 480«, 
L* =2x — ^800 

sind. Die Ualbirungslinien' der Winkel 
pr« dieses Dreiecks schneiden sich aber, wie 
leicht zu sehen ist , unter den Winkeln 
9^1 ^1 X {^' Pig- "^3]. Demnach kann 
man den Satz aussprechen: 

Construirt man ein Dreieck ^ deuen 
Seilen den Quadraten der VerkUrzungsmaassstabe g, b, c^proportioncd smdj 
so erhält man in den Halbirungslinien seiner Winkel die Richtungen der Äxenr 
projectionen. 




Fig. 73. 



§ 3. CoDstniction der RichtuDgen und Längen der Axenprojectionen. 
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§3. 

Es seien die YerkürzungsmaassstSibe a, i, c gegeben, aus denselben 
die Winkel zwischen den Axenprojectionen [Y*Z*)= q> und (Z*X*) = tp 
berechnet und in der Bildebene die Richtung der vertic|ilen Axenprojection 
0*Z* vorgezeichnet. Dann ist die Construction der Richtungen der beiden 
anderen Axenprojectionen 0* F* und 0*X* in folgender Weise practisch 
auszuführen. Man errichte auf 0*Z* in 0* eine Senkrechte SR und lege an 
diese, durch den Punkt 0* gehend, rechts unter dem Winkel (p — 90^ die 
Axenrichtung 0* F*, links unter dem Winkel tf; — 90^ die Axenrichtung 





Fig. 74. 



Fig. 75. 



0* X* (s. Fig. 74) . Man findet diese Winkel am einfachsten und hinreichend 
genau mit Benutzung von Näherungswerthen für : 



(8) 



tan {q> - 90») = - cot 9, = K 8t,2c»- a« + 6« 



+ b« + c< 



tan(^ - 90«) = _ cot V = V ^,,1, + ^,1^.^ c* 



wie das folgende Beispiel zeigt. Es sei : 

a2 : 62 : c« = 5^: 9 : 10 
so ist: 

y_90o= 5044', tan (9) — 90«) = 0,09074 = tJt^ = iV 



,/;— 900= 47049', tan (4/;— 90»)= 0,32438 = äTT =^ 

8 + 1 

und hieraus ergiebt sich die in Fig. 74 ausgeführte Construction der Rich- 
tungen der Axenprojectionen. 

Wir wollen zunächst voraussetzen, dass die wirklichen Längeneinheiten 
der auf einander senkrecht stehenden Axen X, Y, Z einander gleich seien, 
wie es bei dem Axensystem der regulären Krystalle der Fall ist, und wollen 
nur verlangen, dass die Längeneinheiten der projicirlen Axen X*, F*, Z* 
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dieProjectionen von drei gleich langen aufeinander senkrechten Geraden im 
Räume seien, auf deren absolute Länge es im Uebrigen nicht ankommen 
soll; so findet man sofort die Längeneinheiten der projicirten Axen, indem 
man von 0* aus auf 0*X*, 0*Y*j 0*Z* beziehungsweise a, b, cmal eine 
willkürliche Strecke s abtragt. Verbindet man dann die so erhaltenen End- 
punkte der projicirten Axen, so erhält man eine Projection des Kantennetzes 
des regulären Oktaeders. Fig. 74 stellt diese Krystallform fUr a : 6 : c 
= 5 : 9 : 40 dar. 

Die wirkliche Längeneinheit ist, wie aus (5) hervorgeht, 



= 5yi(aa + bb + cc) 
so dass man für a : 6 : c = 5 : 9 : 10 als wirkliche Längeneinheit: 

s Ym =S' 40,U889 
findet. Es verhält sich dann : 

5 : 9 : 10 : 10,U889 = 0,4927 : 0,8868 : 0,9853 : 4. 

J. Weisbach hat vorgeschlagen für die Verkürzungsmaassstäbe a, b, c 
einfache ganze Zahlen zu wählen, wobei a<Cb<!c. Sind die Zahlen 
a, b, c von einander verschieden, so heisst die Projection eine an iso- 
metrische; sind zwei derselben einander gleich, so erhält man eine 
monodimetrische und ist a = b = c, so entsteht eine isometrische 
Projection. 

Es sei b = c, so ist nach (4) und (6): 

sin2 (.V Y) = sin2 [NZ] = ^^^ 



a^ + n^ 

cos(;p=-^ 



V— a2 + 2b2 

cos t^ = cos X = g| 

daraus folgt : 

cos ^ip ^ cos 2 X = cos (f 

Nun haben wir gesehen (vgl. Fig. 73), dass : 

9) + V; + X = 360» 
ist ; folglich wird in diesem Falle, wo 1// = / ist : 

so dass wir den Satz aussprechen können : 

In einer monodimetrischen Projection halbiri die Axenprojection O* X* 
den von den beiden anderen Axenprojectionen 0* y* und 0* Z* gebildeten 
Winkel (1*Z*) = y. 

Aus diesem Satze ergiebt sich , dass man bei der Ausführung einer 
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inonodimetrischen Projection nach dem in diesem Paragraphen angegebenen 
Verfahren nur einen der Winkel q) oder xf) mit Hülfe seiner trigonome- 
trischen Tangente zu construiren hat. 

Das reguläre Oktaeder ist beispielsweise in Fig. 76 in der mono- 
dimetrischen Projection a : 6 : c = 1 : 2 : 2 und in Fig. 77 in isometrischer 
Projection dargestellt. 

Die folgende Tabelle enthält die Werthe der Winkel tp — 90» und 





Fig. 77. 



Fig. 76. 



xp — 90®, sowie die Näherungswerthe der trigonometrischen Tangenten dieser 
Winkel für die an isometrischen und monodimetrischen Projectionen, deren 
Verkürzungsmaassstäbe in der linken Reihe aufgeführt sind. Die Anordnung 
ist nach abnehmenden Werthen von (p — 90 ^ vorgenommen. 









An isometrisch. 




a : ( : 


C 


y — 90Ö 


xp — 900 


tan gp — 900 


tan 1/; — 90o 


7:9: 


10 


140 32' 


260 43' 


0,259 — 1 


0,503 — i 


4 : 5 


: 6 


11 10 


18 13 


0,197- \ 


0,329= i 


8 : 15 


: 16 


6 42 


27 16 


0,117— \ 


0,515— \ 


6:11: 


12 


6 1 


22 16 


0,105- 3V 


0,409 -tV 


5:9: 


10 


5 11 


17 49 


0,090 = ^ 


0,321 -A 


10 : 29 


:30 


2 39 


25 37 


0,046 — ^ 


0,479 — i 


8 : 23 


: 24 


2 15 


20 16 


0,039 - i^ 


0,369 — 3^ 


6 : 17 


18 


47 


6 23 


0,014 - ^ 


0,112- \ 


8 : 31 


: 32 


19 


4 54 


0,005 ^^ 


0,086 — -jly 


10 : 49 : 


50 


10 


3 58 


0,003 ^ 


0,069 — ^iy 








Monodimetrisch. 




1 : 2 


: 2 


70 w 


410 25' 


0,126- i 


0,882— f 


1 : 3 


: 3 


3 11 


43 24 


0,055 - ,V 


0,945 il 


1 : 4 


: 4 


1 47 


44 6 


0,031 =Vr 


0,969-11 
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Es sollen jeUt die Betrachtungen über die orthogonalen Paralielpro- 
jectionen des Axensystems eines Krystallpolyäders dadurch vervollsiändigt 
werden, dass die Umkehrung der bisher behandelten Aufgabe durchgeftihrt 
wird. Dieselbe besteht darin: aus einer vorliegenden Projeetion eines 
Kryslallpolyöders oder aus den damit gegebenen Winkeln q> — 90* und 
xp — 90^ die Verhältnisse der YerkUrzungsmaassstäbe a : ( : C abzuleiten. 

Die Winkel des Dreiecks H"^ K* L* (s. Fig. 78), dessen Seiten propor- 
tional a2, F, c^ sind, seien wie in § 2 bezeichnet mit U*^ K^, L*. Bedeutet q 
den Radius des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises, so ist bekanntlich : 

ff» 
2^ cot — = — a^ + 6« + c2 

JE'* 

^Q COt-g = a2— b2 + c2 

2(>coi y =. a2 + B2 — c*i 

Durch Auflösung dieser Relationen 
nach a^, b^, c^ erhält man : 




Fig. 78. 



oder auch 



a2 = ^<| cot Y + cot —\ 
62 = ^1 cot -g- + cot-^| 
= ^{cotY-fcotY| 



sm 



C2 



Ä* H- L 



i2 ^ 



a^ = p 



s,n Y sin - 



sm 



L* + W 



b'^=Q 



sm - sm - 



sm 



H* + K 



"* 



C^ = Q 



sm - sm - 



Setzt man hierin 



L* = 1800— H* — Ä* 
so ergiebt sich die gesuchte Beziehung : 
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(9) a^ : b2 : c2 = sin H* : sin K* : sin (H* + K*) 

= sin 2 9 : sin 2 1/; : sin i{(p + tf/) 

Der Zusammenhang zwischen den von den Axenprojectionen X*, Y*j 
Z* gebildeten Winkeln g>, tp, x ^^^ ^^^ Verkttrzungsmaassstäben a, (, c 
wird durch die Formeln (6) und (9) ausgesprochen. Sind die Winkel zwi- 
schen den Axenprojectionen willkürlich angenommen, so findet man aus (9) 
die zugehörigen Yerkürzungsmaassstäbe; sind die Yerkürzungsmaassstdbe 
gegeben, so erhält man aus (6) die zugehörigen Winkel zwischen den Axen- 
projectionen. 

§5. 

Schon R. J. Hauy erkannte die Bedeutung geometrisch richtiger Kry- 
stallzeichnungen für den Fortschritt der Wissenschaft, deren Schöpfer er 
geworden ist. »Es war zum grossen Theil der Gebrauch von richtigen 
Zeichnungen, welcher der krystallographischen Methode Hauy 's über die 
von Werner das Uebergewicht verschaffte. Das Studium der Krystall- 
tafeln Hauy% weit mehr als das seiner Schriften, müssen wir als den 
Ausgangspunkt der Arbeiten späterer Krystallographen betrachten"^].« Unter 
den deutschen Krystallographen besassen und übten vornehmlich Fr. Mohs, 
W. Haidinger, Fr. Naumann und G. Rose die Kunst des Krystall- 
zeichnens und trugen damit wesentlich zur Verbreitung krystallographischer 
Lehren bei. 

Die Mohs'sche orthogonale Parallelprojection des Axensystems der 
regulären Krystallformen wird durch die Anforderungen bestimmt; dass in 
der Projection des Hexaöders die rechte Seitenfläche Y3 so breit als die linke 
und die obere Endfläche Ye ^ ^^^^ ^^^ ^^^ linke Seitenfläche breit oder, was 
dasselbe bedeutet, Vg so hoch als das ganze Hexaeder breit erscheinen soll. 
Man erhält die Stellung, welche hierbei das Hexaeder zur Projectionsebene 
einnimmt, offenbar auf folgende Weise. Das Hexaöder befinde sich ur- 
sprünglich in der Lage, dass eine seiner Axenebenen mit der Projections- 
ebene zusammenfällt und eine der beiden in die Projectionsebene fallenden 
Axen vertical steht. Man drehe das Hexaöder um diese verticale Axe um 
den Winkel ^, so dass: 

tan (> = |, Q= 180 26' 6" 

ist. Darauf neige man das Hexaeder um die in der Projectionsebene auf 
der verticalen Axe im Mittelpunkt senkrecht stehende Gerade um den 

Winkel a, so dass : 

sin a = i, a = 7M0'5r' 
ist. 

Sehr einfach ist folgendes Verfahren zur praktischen Ausführung der 



*) W. Hai dinger. Darstellung des Verfahrens, welches in dem Grundriss der 
Mineralogie von Mohs befolgt worden ist, um Krystalle in richtiger Perspective zu zeich- 
nen. Mem. of the Wemerian Natural History Society. 1834 — 28. Frei übersetzt in Pogg. 
Ann. 1825, 5, 507. 

Liebiscli, Geometr. Kry stallogr. 4 
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Projection eines Hexaeders in der von Mobs gewählten Stellung "*]. Man 
zeichne ein Quadrat aa' e' e (s. Fig. 79] und theile dasselbe in 16 kleine 
Quadrate. Dann liegen die acht Eckpunkte des Hexaeders auf den so ge- 
wonnenen Geraden und sind zu finden mit Hülfe ihrer auf die Geraden ae 
und aa! bezogenen Coordinat^n, von denen die folgende Tabelle eine Zu- 
sammenstellung mit Zugrundelegung von ab als Längeneinheit giebl: 

a" : 0,^; 6" : 4,|; d : 3,0; e" : 4,| 
a'" : 0,3|; b'" : 1,3|; cf" : 3,3|; e"' : 4,3| 

Da wir hier die Mohs'sche Projection zunächst durch die Grosse des 
Drehungswinkels q und des Neigungswinkels a definirt haben, 

während wir vorhin die orthogonalen Parallel- 
projectlonen durch die Verhältnisse der Ver- 
kUrzungsmaassstäbe a : b : c bestimmten , so 
entsteht die Aufgabe die Beziehungen zwischen 
den Winkeln ^, a und den Zahlen a, B, c zu er- 
mitteln. Dies gelingt an der Hand der folgen- 
den Betrachtung. 

In der Ausgangsstellung des Systems der 
drei gleichen und auf einander senkrecht 
stehenden Axen OA, OB, OC falle die Ebene 
der Axen OB und OC mit der Projectionsebene 
zusammen, derart, dass OC vertical steht. Man 
drehe das Axensystem um OC um den Win- 
kel Q. Dadurch kommen die Axen OA und OB 
nach OA' und 0B\ wie der Grundriss Figur 80 veranschaulicht. Die hori- 




Fig. 79. 
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Fig. 80. 



Fig. 84. 



zontalen Coordinaten der Punkte A und B', bezogen auf die Anfangslage 
des Axensyslems sind : 

*) Lehrb. der Krystallogr. von W. H. Miller. Uebersetzt und erweitert durch 
J. Grailicb. Wien. 4856. 483. 
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DA' = OA cos Q, 0D = OA sin q 
EB' = OB sin ß , OE=OB cos q 

Jetzt neige man das Axensystem um OB um den Winkel a nach vorn. 
Dadurch kommen DA\ Eff und OC nach DA', EB' und OC, wie aus dem 
Profil Figur 81 zu ersehen ist. Die verticalen Coordinaten der Punkte A", 
B', C'sind: 

DF = DA' sin a = 0/1 cos ^ sin a 
EG = EB sin a ^ OB sin ^ sin a 
OH = OC cos (J 

Nun können die Richtungen und 
Längen. der Axenprojectionen OF, OG, 
OH mit Hülfe der Coordinaten ihrer End- 
punkte in der Projection : OD, OE, DF, 
EG, OH construirt werden, wie dies in 
Fig. 82 ausgeführt ist. Aus dieser Figur 
lassen sich die gesuchten Beziehungen 
ablesen. Man erhält zunächst für die 
Längen OF, OG, OH der Axenprojec- 
tionen, wenn die wirkliche Länge der 
Axen OA = OB = 00 = /'gesetzt wird, 
folgende Werthe : 

OF = VdF^ + ÖD2 = fy\ — cos'^QCos^a 

0G = Vfö2+~ol2 = f V\ — sin2 Q cos2 a 
OH = f cos a 

wobei die Relation stattfindet : 




Fig. 82. 



0F^-\- 0G^+ 0//2 = 2/^ 

und hieraus ergeben sich die Verhältnisse der Yerkürzungsmaassstäbe 
a : ( : c ausgedrückt durch den Drehungswinkel q und den Neigungswinkel a; 
denn es ist : 



(1) 



fc . _OF,qG OH 

III 



= y\ — cos^ Q cos^ a : V\ — sin^ q cos^ a : cos a 



Umgekehrt findet man für die Winkel q, a als Functionen der Zahlen 
a, 6, c: 



(2) 



sin^^ 



sin^ a = 



. 2c2 ' 

q2 ^ fe2 _ c2 

a2 + b2 + c2 ' 



cos* Q = 



cos2 a = 



2c2 

2C2 



a-2 + b2 H- c2 



Ferner erhält man für die Tangenten der Winkel (p — 90» und ip — 90<> 
folgende Werthe : 



4 0' 
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(3) 



... EG sin o sin (7 i/ a^— b'+c* • 0« + B* 



— c^ 



t«ni/; 00^ ^ ^^ ^ ^^' g sin a _ l/ -a^+ 6^+ C^ ■ a^+ 6^ 



— c^ 

In der Mohs*schen Projection ist nun, wie wir gesehen haben (S. 445): 

tan ^ = ^ , sin a = l^ 
folglich ist : 

sin2 Q = -^j cos2 ^ = ^, sin2 a = ^, cos^^ a = || 

Demnach ergiebt sich, dass in diesem Falle die Verktlnungsinaass- 
stäbe nach [\)\ 

' a : b : C = V73 : ^577 : V63Ö 
= 8,54 : 24,02 : 25,10 

Dieser Projection steht sehr nahe die anisometrische Projection^ bei der 

a : b : C = 8 : 23 : 24 

und die monodimetrische Projection, bei der 

a : b : C= 1: 3 : 3 

ist. Die folgende Zusammenstellung enthält die entsprechenden Drehungs* 
und Neigungswinkel ß, ff, die Winkel q) — 90^ und xjj — 90<^ und Nähe* 




Fig. 88. 



Fig. 84. 



rungswerthe der Tangenten dieser letzteren Winkel für jene drei Pro- 
jectionen : 



a : b : c 




Q 


a 


(p — 90« 


V— 90« 


8,54 : 24,02 : 


25,40 


18« 26' 6" 


7« 10' 51" 


2« 23' 9" 


20»33' 82" 


8 : 23 


24 


18 5 2 


6 55 35 


2 15 18 


20 1« 10 


1:3 


3 


13 38 


13 15 45 


3 11 5 


43 24 28 



j S. Die Projeclioasmelboden von Mobs, NaumanD und von Lang. 



laDy — 90" 


tantp — 90" 


0,01(6=.^ 


0,3760 =1 = (A) 


0,0393 = Jt, 


0,3693 -.(H = A 


0,0556 = Vr 


0,9458 = ij 



Hit Hülfe der Naherungswerthe fQr dies« Tangenten sind die Axen- 
systeme der Fig. 63 — 85 gezeichnet. Die Richtungen der Axenprojectionen 
in Fig. 8i sind dieselben wie Fig. 83. 

Fr. Naumann*) und V. von 
Lang**) haben den Drebungswin- 
kel p und den Neigungswinkei a in 
Beziehung gesetzt ' zu den Lungen 
OD, OE, OF in Fig. 82. Es ist näm- 
lich, wie aus den Fig. 80 und 81 
bervoi^eht ; 

OE OE 



•=°»« = Ff 



B'E OD 



DF 



DF DF 



"""-DÄ-'-DÄ'-ÖE 
Fuhrt man die Bezeichnungen 

1 




Fig. S8. 



cot p ■■ r , 
worin r und 9 rationale Zahlen sein sollep, ao ist: 

OD = -OE, DF=-OE=- OD 
d. h. man verlangt, dass nach der Drehung des Axensystems um den Win- 
kel Q die Projection OD der vorderen Axe OA gleich — der Projection OE 

der seitlichen Axe OB und nach der Neigung des Axensystems um den 
Winkel o die Abweichung DF des Endpunktes A von OA unter die hori- 

zontale Gerade gleich - derselben Lange OE oder gleich - der ersten Pro- 
jection OD von OA sein soll. 

Um die zur Construction der Projection der Axen OA, OB, OC erfor- 
derlichen Coordinaten OD, OE, DF, EG, OH der Endpunkte F, G, H dieser 

*] Lehrbuch der reinen ond angewandlen Krystellogr. II, $ TOS und 707, S. (Ol — 
404. Naumann bedienle sich einer schiefen Paratlel projection. In einer AnmerLuog 
S..40I gab er den Uebei^ng m der entsprechendan orthogonalen Prc^ctio« a«. Die von 
ans im Folgenden mil tand t3 bezeichneten Grössen fubren bei Naumann die Bach- ■ 
slabeo r und j. V|^. Zeichnangsmelhode für tri lilinome Irische Krystalle. Pogg. Ann. 
1818, Bd. U, 119. Ueber die Zeichnung der Krystallformen ib. I83S. Bd. 4t, 153. 

■*) Lehrb. der KrysUtlogr. tses. § 74. S. ISO— ISS. Hier haben die Zahlen r and ( 
dieselbe Bedeutung wie r und 0. 
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Axcn (vergl. Fig. 82] durch die Zahlen r und 9 auszudrücken, haben wir 
nur in die vorhin gewonnenen Werthe der Coordinaten folgende Grössen 
einzutragen : 

sin a = -- , cos a = — V^^ — 1 

9 9 

Dann erhalten wir : 

OD = f ^ 



OE = f 



DF = f 



EG = f 



Vr2 + 1 
r 

r 






«Vr^ + I 



Ftlr die Langen OF, OGj OH der Axenprojectionen ergiebt sich auf 
dieselbe Weise : 



« ^ r2 + I 






1 



und für : 



tan q — 90" = - 



Nun wissen wir, dass 



tan v^ — 90« = - 



/>F 0/; (>// 

— • — • — = j • b • c 

//■■/• 

Demnach tindeu zwischen den VorkUrzungsmaassstäben a, b, c und deo 
Zahlen r, (^ die Beziehungen statt : 

deren ruikehrungen direot aus den Formeln ftlr sin q und sin a auf S. 147 
zu entnehmen sind : 
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— a^ + b^ + C2 



t2 = 



«2 = 



a2 _ b2 + c2 

a2 4-b2_c2 



Aus der zwischen dem Neigungswinkel a und der Zahl d stattfinden- 
den Beziehung sin a = — ergiebt sich, dass d,^ 4 sein muss. Da in der 

überwiegenden Mehrzahl der Krystallzeichnungen 0H= OC -- Vi^ — 4 nur 

V 

UQi sehr wenig kleiner als OC ist, so wird in den meisten Fällen 

I 

cos a = - V^2 — \ nahezu gleich der Einheit sein. Für wachsende Werthe 

von r, resp. d, nimmt die Drehung q, resp. die Neigung a, ab. 

In der M h s 'chen Projection ist r = 3 und d = 8. Naumann wählte 
T = 3 und ^ = 9 , so dass der Drehungswinkel p = 4 8« 26' 6" und der 
Neigungswinkel a = 6<> 22' 46", ferner: 

9) — 900 = 20 7' 1 6"; i/; — 90» = 4 8<> 26' 6" 

0F= 0,3333 /• 
00=0,9493/* 
0H= 0,9938 f 

a : b : c = 0,3354 : 0,9552 : 4 = 7 : 19 : 20 

Auch V. von Lang bediente sich dieser Projectionsmethode ; nur für 
die Zeichnungen der regulären Krystalle legte er die Werthe r = 4 und 

^ == 9, also einen kleineren Drehungswinkel q zu Grunde. 

* 

§6. 

Die im Vorhergehenden durchgeführte Projection eines Systems von 
drei gleich langen, aufeinander senkrecht stehenden Axen bildet die Grund- 
lage für die Projection der Systeme von ungleich langen rechtwinkligen oder 
schiefwinkligen Axen, zu der wir jetzt übergehen. 

1] Projection ungleichlanger rechtwinkliger Axen. Stehen 
die Axeneinheiten, welche in die Richtungen OX, 7, OZ fallen, in den 
Verhältnissen von : 

a : 6 : c 

so verhalten sich die Projectionen 0*^4*, 0*B^^ O^C* derselben, deren 
Riehtungen 0*Ä'*, 0* F*, 0"" Z* sind, wie 

aa: bh : cc 

worin a : 6 : c die Verkürzungsmaassstäbe bedeuten. Nimmt man nach 
W eisbach für die Verkürzungsmaassstäbe einfache ganze Zahlen (S. 142), 
so hat man den Vortheil, die Producte oa, 6b, cc, in denen 06c Decimal- 
brüche sind, sehr leicht bilden zu können. : 
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Beispiel. Die Axeneinheiten des Topases sind nach Kokscharow: 

a : 6 : c » 0,5285 : 4 :0,9539 

folglich haben ihre Projectionen für a : b : c = 5 : 9 : 40 die Werthe : 

aaibh :cc = 2,6426 : 9 : 9,589 
oder angenähert : 

6,6 : 22,5 : 23,8 

Trägt man mit diesen Werthen und mit 4 mm als Längeneinheit auf den durch 
Fig. 74 gegebenen Äxenrichtungen 0*X*, 0*7* 0*Z* die Projectionen der Axenein- 
heiten 0*A*f 0* B*y 0*C* auf, so erhält man das nach der anisometrischen Projection 
5:9:10 construirte Axensystem des Topases. 

2) Projection ungleich langer schiefwinkliger Axen. Es 
seien tt^ /r^ tc^ drei Axen, deren Einheiten sich verhalten wie : 

a : b : c 
und deren Winkel : 

(tt^ 7t^) = a, [Tt^Tt^) = ßj (tt^ 7t^) = y 

bezeichnet werden mögen. Dieses Axensystem soll so aufgestellt werden, 
dass Tt^ mit OZ zusammenfällt und it^ in die Ebene YOZ zu liegen kommt. 

Fig. 86 stelle das pro- 
• ^^ jicirteAxensystemdar. 

Die Richtungen und 
die scheinbaren Län- 
gen 0*i4* und 0*Ä* 
der Projectionen der 
Einheiten a und h von 
n\ und 7t^ können con- 
struirt werden, wenn 
wir die Coordinaten 
der Endpunkte A* und 
B^ durch die gegebe- 
nen Grössen, d. b. die 
Axeneinheiten a 6 c, 
die Winkel aßy und 
Fig. 86. die Verklirzungs- 

maassstäbe nBc, aus- 
zudrücken im Stande sind. Ziehen wir durch B eine Parallele zu OZ bis 
zum Durchschnitt mit F in ^^ ; femer durch A eine Parallele m OZ bis 
zum Durchschnitt mit der Ebene XOY in A^; endlich durch A^ Parallelen 
zu F und X bis zum Durchschnitte mit X in A^ und 7 in il^ i ^ ^^^ 
die Coordinaten von : 

A) OA^, OA2J AA^ 

B) 0^1, BB^ 

Wir wollen den nach vorn rechts sich öffnenden Winkel der Ebenen 
Tt^Tt^ und 7t^7t^ mit C bezeichnen, so dass: 




§ 7. Construction des Kantennetzes. 153 

coc 1 C = V ^^^ ii^ + ß-^ y) s^^ t(« + /^ — y) 

"^ y sin a sin ß 

Dann erhält man für die Goordinaten der Punkte A und B die Werthe : 

OAi = a sin ß sin^C 
AiA^ = — o sin /? cos C 
i4 i43 = a cos /? 
OBj = 6 sin a 
BBi = 6 cos a 

und aus diesen Wertben ergeben sich durch Multiplication mit den ent- 
sprechenden Verkttrzungsmaassstäben die zur Construction der Punkte A* 
und B* in der Projection erforderlichen Goordinaten : 

0*A\ = 0.4i . a, i4*i A\ = i4, 4 • 6, A*A% = AA^^c 

0*B*^ =0B^ B, BB*^ =BB^'C 
während, wie in 1) : 

ist. 

Beispiel. Werden die Krystalle des Axinits in der von Naumann vorge- 
schlagenen Weise aufgestellt, so sind die geometrischen Constanten desselben nach der 
Berechnung von G. K I e i n : 

a : 6 : c -B 0,498796 : 4 : 0,4M8IO 
a «« 820 43' fi^'' , ß •«»40 50/^ y = U^O si' 4" 

ii=s820 0' «", B«»860 7' 47", C= 4840 39' 88" 
Hieraus ergiebt sich, wenn a : B : c «s o,S : 0,9 : 4 gesetzt wird : 

OAi = 0,8688 0*^4*1 = 0,4844 

AiAz=— 0,3274 A*iA*z =— 0,2946 

AAz ^ 0,0466 A*A*z = 0,0466 

OBi = 0,994 6 0*B»i = 0,8928 

BBi = — 0,4265 B*B*i = — 0,4265 

O^C* = 0,4809 

Mit Hülfe dieser Werthe sind die Richtungen und die Längen von O^A*, O^B*, 
0* C* in Fig. 88 auf S. 455 construirt worden. Da a < 900 ist, so liegt 0» Y* in diesem 
Falle unter 0* B*, nicht wie in Fig. 86 über dieser Richtung. 

§7- 

Ist eine Parallelprojection der Axenrichtungen und der Axenlängen 
eines Krystalles entworfen, so entsteht die Aufgabe, mit ihrer Hülfe das 
Rantenne tz des Krystalles zu construiren. Man findet in der Projection 
die Durchschnittslinie zweier Flächen A1A2A3 und ^1^:2^) deren Axen- 
abschnitte : 

h h h 
Ok\ : OÄ2 : OÄ3 =^ : ^:^ 

^ Ä*j Ä2 A3 
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sind, als VerbiDdungslinie der SchnittpuDkte der Geraden : 

II2 H^ und A2 A3 
H^Hy und A3 A'i 
Hx II2 und A'i A2 

Nach diesem Verfahren kann man der Reihe nach alle am Krystall vor* 
handenen Kantenrichtungen in der Projection construiren. Wenn es sidi 
aber darum handelt, die Gesammtheit der am Krystall vorhandenen oder 
möglichen Kantenrichtungen vollständig und in übersichtlicher Weise dar- 




Fig. 87. 

zustellen, so entwirft man eine perspectivische Linearprojeciion, 
indem man sich vorstellt, dass parallel zu den Flächen des Krystalls durch 
den Endpunkt einer Axe seines Axensystems Ebenen gelegt seien, deren 
Bündel von der Ebene der beiden anderen Axen in einer LinearprojeeUon 
des Kry Stalles geschnitten wird*]. Die Verbindungslinien der Zonenponkte 



fip^ 




Fig. 88. 

in der Lineaq)rojection mit dem betrefTenden Axenendpunkt sind die ge- 
suchten Kantenrichtungen. Es sei der Endpunkt von a^ in der Axe n^ lum 
Gentrum des Bündels gewählt, dann entsteht die perspectivische Linear- 
projection in der Ebene der Axen tt^ und n^ dadurch, dass man in die 
Projection des Axensystems der Reihe nach die Schnittlinien der am Krj'stall 
vorhandenen Flachen mit Hülfe ihrer Axenabschnitte auf n^ und tt^ eintragt ; 



F. H. Schröder. Elem. d. rcchn. Kr>stallogr. Clausthal. 485S, 409. 
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also z. B. die Schnittlinie der Fläche h^h^h^ mit Hülfe ihrer Abschnitte 

T^ aj und T^ o^. Verbindet man hierauf den Endpunkt von a« mit den 

Zonenpunkten in der Linearprojection, so erhält man die Gesammtheit der 
am Krystall möglichen Kantenrichtungen. Die Projection einer Combination 
kann man nun an irgend einem 
ihrer Eckpunkte beginnen, indem 
man von diesem Punkte ausgehend 
der Reihe nach die Kanten der 
Combination, immer parallel zu den 
Kantenrichtungen in der perspec- 
tivischen Linearprojection, an ein- 
ander fügt, wobei man zweckmäs- 
sig eine Skizze der Combination, 
welche die Anordnung ihrer Kanten 
erkennen lässt, als Leitfaden be- 
nutzt. 

Wird die Linearprojection in 
der Axenebene tz^tz^ entworfen, 
so bilden die Schnittlinien gewöhn- 
lich sehr spitze Winkel unter ein- 
ander (vergl. Fig. 88), derart, dass 
die Genauigkeit in der Bestimmung 

der Zonenpunkte beeinträchtigt werden kann. Es erscheint daher vor- 
theilhafter, die Axenebene tv^tv^ zur Construction der Linearprojection zu 
benutzen. 

Nach dem in diesem Paragraphen beschriebenen Verfahren ist auf Grund der ge- 
wöhnlichen Linearprojection (Fig.. 87) die perspectivische Linearprojection (Fig. 88) 
folgender Flächen des Axinits : 

a b 
OO OO 




Fig. 89. 



p= iTO = 



— 6 



OO OO 
xs= S\\ = a : b : c 
r = lTl s= a : — b : c 

5 = 204 = — : OO 6 : C 

und hierauf die Combination (Fig. 89) gezeichnet worden. Die Kanten in Fig. 88 sind der 
bequemeren (Jebersicht wegen mit den Buchstaben der Flächen , deren Durchschnitts- 
linien sie sind, bezeichnet worden. 
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§ 1. Die Aufgaben der ErystallberechnaBg. § 2—7. Berechnung der Ele- 
mente. § 8 — 10. Berechnung der Indiees. § 11 — 13. BerecAuiang der 

Winkel. 



Die Form eines Krystalles ist bekannt, wenn ihre Symmeirieeigen- 
Schäften, ihre geometrischen Gonstanten und die Indiees ihrer FIflchen ge- 
geben sind. Der directen Beobachtung sind nur die Flfichen- und Kanten- 
winkel zugänglich, von denen die ersteren, wofern die Flfichen des Krystalles 
eben und spiegelnd sind, leichter und mit grösserer Genauigkeit gemessen 
werden können als die letzteren *) . Jene werden daher in der überwiegen- 
den Mehrzahl der Falle den geometrischen Untersuchungen der Krystalle 
zu Grunde gelegt. DemgemUss entsteht jetzt die Aufgabe aus gemessenen 
Flfichenwinkeln eines Krystalles, die zu seiner Beschreibung erforderlichfla 
Grössen zu berechnen. Wir wollen versuchen, diese Aufgabe zunfichst fhr 
den allgemeinsten Fall, den der unsymmetrischen Krystalle, stt Itfsen. Die 
Modificationen und Vereinfachungen der Berechnung, welche sich bei den 
symmetrischen Krystallen darbieten, sollen erst bei Gelegenheit der Be- 
schreibung derselben in Betracht gezogen werden. 



^) Ucber die zu Messungen Ton Flächen- und Kantenwinkeln dienenden Instni- 
mcnte (Goniometer) und über die Metboden ihres Gebrauches vgl.: 

A. T. Kupffer. Preisschrift über genaue Messung der Winkel der Krystalle. Berlin 

1825. — Handbuch d. rechn. Krystallonomic. Petersburg. 4881, 514. 
Fr. R u d b e r g. Förslag tili en förbättrad reflexions-goniometer. Vetensk. Acad. Handl. 

48t6. — Daraus in: Pogg. Ann. 1827, 9, 517. 
C. Fr. Naumann. Lchrb. der rein. u. angewandt. Krystallogr. Leipzig. 4830, 8, IS4. 
F. E. Neu mann. Das Krystallsystem des Albits. Abbandl. Berl. Akad. 1880. 
E. Mi tscherlich. Ueber ein Goniometer. Abhandl. Berl. Akad. 1841» 189. 
V. von Lang. Construction des Reflexionsgoniometers. Denkschr. Wien* Akad. Math. 

naturw. Kl. 1875, 86. — Daraus in : Carl's Repertorium d. Phys. 18. 
P. Groth. Physikalische Kristallographie. Leipzig. 1876. 455. 
C. Klein. Einleitung in die Krystallbcrechnung. Stuttgart. 1876. 84. 
M. Websky. Ueber Einrichtung und Gebrauch der von R. Fuess in Berlin nach dem 

System Babinct gebauten Reflexionsgoniometer (Modell II). Zeitschr. f. Krystallogr. 

1880, 4, 545. 
Th. L. Die kry stalloptischen Apparate. In: Bericht üb. die wissensch. lastmm. anf d. 

Berl. Gewerbeausst. i. J. 1879. Berlin 1880. 820. 
Th. L. »Krystallographie«. In: Neues Handwörterbuch der Chemie, redig. von H. ^. 

Fvhling. Braunschwoig. 1881, 8, 1190. 
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Da es sich bei der geometrischen Untersuchung der ErystaUpoly^der 
um die Beziehungen zwischen den geometrischen Constanten oder 
Elementen des Polyeders, den Indices seiner Flächen und den Ton 
den letzteren eingeschlossenen Winkeln handelt, so ordnen sich die Auf^ 
gaben der Krystallberechnung in drei Abtheilungen. 

I. Sind die Winkel eines Krystalles gemessen und die Indices seiner 
Flächen den Symmetrieverhältnissen entsprechend gewählt, so können seine 
geometrischen Elemente durch Rechnung gefunden werden (§ Ä — 7) . 

II. Aus den Elementen eines Krystallpolyäders, den Winkeln und dem 
Zonenverband seiner Flächen können die Indices der Flächen abgeleitet 
werden (§ 8—10). 

III. Wenn die Elemente eines Kry stall polySders und die Indices seiner 
Flächen gegeben sind, können seine Flächen- und Eantenwinkel berechnet 
werden (§ 11 — 13). 

» 

I. Berechnung der Elemente eines triklinen Krystalles aus den 

Flächenwlnkeln desselben. 

§ 2. 
Wir behandeln zunächst die Aufgabe, aus den Flächenwinkeln eines 
triklinen Krystalles die geometrischen Elemente desselben, d. h. die von 
seinen Fundamentalkanten 
oder Axen tv^tv^tv^ einge- 
schlossenen Winkel : 

.[Tt'^Tt^], (/r^TTi), [n^Tt'^] 

und die Verhältnisse seiner 
Axeneinheiten : 

zu berechnen. Die Winkel 
zwischen den Axen findet man 
aus den von den Fundamen- 
talflächen oder Axenebenen : 

pi = 100, p2 = oiO, 

p3 = 001 Fig. 90. 

eingeschlossenen Winkeln 

durch Auflösung des sphärischen Dreiecks p^jflp^i dessen Seiten die 

Flächenwinkel: 

(p2p3) = (^l), (p3pt) = (^2), (ptp2) = (^3) 

und dessen Aussenwinkel die Winkel zwischen den Axen : 

(p i) = (n^ 7r3) , (p2) = [n^ tt i) , (p*) = [n^ n^) 

sind (s. Fig. 90). Die zur Berechnung der Axeneinheiten ans Ffächen- 
winkeln dienenden Formeln können wir offenbar nur aus den in § 7*^ 
des 6. Kapitels hergeleiteten Werthen fllr die trigonometrischen Functionen 
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eines Flächenwinkels, ausgedrückt durch die Indices der Flttchen und die 
Elemente des Krystalles, entnehmen. Wir müssen darauf ausgehen ein- 
werthige Verhältnisse der Axeneinheiten zu erhalten und bemerken 
z. B. bei dem Anblick des Ausdruckes für: 

3 

n n n ^ ^ik^i^k^i^'k 

,,.,, Qj Q2Q 3 ik=\ 



Vß 



Ci*a. Oft (**')<(**')* 

dass dieser Forderung nur in den folgenden , schon auf Seite 89 hervor- 
gehobenen Fällen genügt wird: 

Denn hieraus folgt: 

«2 h^ sin (jt^ 7C^) sin (tv^) j. ^/,^^a. , ^v ^ / %^^ " 

03 _ä;, sin(;r';r^)sin(^') ^^„^(oiO^OA'^Ä'a) - cot(;ri)] 
ttx h'\ sin [tv'^tc'^] sin (tt^) /aaj *i." i\u» 4 r «m 



oder: 



03 A3 sin [Tt^Tt'^) 

Oj /?! sin (tt^tt^) sin (100^ Ä1A2Ö) 



(31 



02 h sin (ttSttI) sin{(7r3) — [100' Äj Ä2O)} 

fl2 _ h\ sin (7r3/r') sin (OIO'OA^a^'s) 

03 "" Ä'a sin (7ri7r2j sin {^/ri) — [010^0 A'jA's)} 
«3 //"j* sin [n^ 71'^] sin 00 1 */?", ^"3) 



«1 A"i sin ;/r2.T3)sin{(7r2)_(00rÄ''i0A"3)} 

Man fmdet also mit Hülfe dieser Formeln einwerthige VerhttUnisse der 
Axcneinheiten, wenn man ausser den Winkeln zwischen den Axenebenen 
noch zwei von den Winkeln : 

[lOO'ÄiAjO), (OIO'OA'jA'a), (00r/i"i OA^j) 

sowie die hierin auftretenden Indices kennt. Sind diese Winkel und Indices 
nicht von vorn herein gegeben, so wird man sie aus bekannten Winkeln be- 
rechnen müssen, bevor man zur Ermittelung der Elemente schreiten kann. 
Das Verfahren zur Berechnung der geometrischen Gonstanten eines 
triklinen Krystalles, welches darin besteht, aus der nothwendigen Aniahl 
gemessener Flachenwinkel zuvörderst die Winkel zwischen den Axenebenen 
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und in den Zonen zweier Axen je einen Winkel zwischen einer Axenebene 
und einer der übrigen Flächen s^bzuleiten, nm darauf nach den vorstebendea 
Formeln die Verhältnisse der Axeneinheiten zu berechnen, ist zuerst von 
M. Websky in voller Allgemeinheit entwickelt worden.*) Die Absicht, 
welche dem ganzen Verfahren zu Grunde liegt, ist durch die charakteri- 
stische geometrische Eigenschaft der Krystallpoly($der, der zufolge die 
Flächen derselben nach Zonen angeordnet sind, begründet. Wie gemäss 
dieser Eigenschaft die Messung der Flächenwinkel mit Hülfe der Reflexions^ 
goniometer nothwendig zonenweise erfolgt, so schreitet auch die Berech- 
nung der KrystallpoIySder zweckmässig nach Zonen vor. 

§3. 

Zur Bestimmung der fünf Elemente eines triklinen Krystalles ist die 
Kenntniss von fün f ; von einander unabhängigen Winkeln zwischen Flächen, 
deren Symbole ebenfalls bekannt 
sind, erforderlich. Die Werthe der 
Elemente sind sowohl von diesen 
sogenannten Fundamentalwin- 
kein als auch von den Indices der 
Flächen, zwischen denen sie liegen, 
abhängig. k 

Fünf von einander unabhän- 
gige Winkel liegen zwischen min- 
destens vier Flächen, die wir mit : 

bezeichnen wollen, und schliessen 
unter einander sechs Winkel ein, 
welche nach § 6 des sechsten Kapitels durch die Relation : 

K cos [kk') cos(Är) cos(fcr') 
cos{A-'*). 4 cos (AT') cos(A-T") 

cos(rÄ) cos (AT) 1 cos(A"r') 

cos [k'''k) cos {k''T) cos (A'"Ä") 1 

verknüpft sind. Da diese Relation (1) in Bezug auf den Cosinus jedes der 
sechs Winkel vom zweiten Grade ist, so sind die Elemente eines triklinen 
Krystalles durch fünf von einander unabhängige Winkel zwischen vier 
Flächen noch nicht eindeutig bestimmt. Es seien (s. Fig. 91): 

(A A') (A'A-") (A"A) (A A"') (A'A'") 

die fünf Fundamentalwinkel. Dann erhält man aus (4) zwei Werthe für 
den sechsten Winkel [k'k"). Geht man von den drei Flächen kkk* aus, so 




Jk 



Fig. »1. 



(1) 



==0 ' 



*) Ceber Krystall-Berecbnung im triklinischen System. Monatsber. Berl. Akad. 
3. April 1B79. 
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findet man demnach zwei Positionen k"' und V" für die vierte Fltelie (Tgl. 
Seite 80) . 

Die Entscheidung darüber, welche der beiden MOgliehkeitan vi»rliegl| 
gewähren der Anblick des Krystalles, aus dem hervorgeht, ttber welchem 
der acht, von den Flächen kVhT bestimmten Oktanten die Fladie IT' iiegl, 
oder die Messung des sechsten Winkels iji'li") . 

Auf sphärisch trigonometrischem Wege kann man den Werth dmes 
sechsten Winkels (iTK") in folgender Weise berechnen. In dem sphariaelien 




/^ 230 



Fig. 9«. 



Dreieck kk'T sind die Seiten (kk') und [k"k) bekannt und der Winkel 
{P"kk") ist zu berechnen aus: 

(r'ift") = {F'kk') + [k'kk') 

M<nn findet den Winkel [F'kk^) aus dem sphärischen Dreieck kk^kT'y 
dessen Seiten bekannt sind, und den Winkel : 

(Ä'A-r)=i8ao — (ritfc') 

aus dem sphärischen Dreieck kk'k!\ dessen Seiten ebenfalls gegeben sind. 
Demnach kann man (l^'k^"] aus dem sphärischen Dreieck kk'k" berechnen. 
In analoger Weise wird (FÄ"') ermittelt. 

Es ist zweckmässig ausser den genannten bei k liegenden Winkeln 
der sphärischen Dreiecke : 

A-AT', AA'A'", AA-'r' 
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auch noch die, mit ihren Scheiteln in k, W und V" liegenden Winkel der- 
selben, welche in dem Folgenden Verwendung finden, bei der Auflösung 
dieser Dreiecke zu berechnen. 

§*• 

Wir wenden uns jetzt zur Berechnung der Winkel zwischen den Axen- 
ebenen, die wir in den Zonen dieser Ebenen ausführen wollen. Hierzu ist 
nach dem auf S. 40 beschriebenen Verfahren die Kenntniss der Indices 
und der Winkel von drei Flächen in der Zone jeder Axe erforderlich. Die 
Flächen : 

k = {hhh}, k'=\{k\k\k\l k"={U\k\k\l r = {r\k\k\) 

deren Indices willkürlich, doch so, dass sie nicht im Widerspruch unter 
einander stehen, zu wählen sind^), bestimmen sechs Zonen, welche durch 
die sechs Seiten des von den Flächenpolen kk'U'V" gebildeten sphärischen 
Vierecks dargestellt werden (s. Fig. 92). Da in jeder solchen Zone drei 
Flächen vorhanden sind, welche gleichzeitig in der Zone je einer Axe liegen, 
so haben wir von jenen sechs Zonen nur drei in Betracht zu ziehen; z. B.: 

[ftr], [kk], [UV] 

Die in diesen Zonen gelegenen und den Axen n^Tt^u^ parallel gehen- 
den Flächen wollen wir bezeichnen mit: 

ZiPZ3 in [kW] 

m^m^m^ - [kk^] 
n^n'^n^ - [k'T'] 

Um die Lage dieser Flächen in diesen Zonen nach dem auf S. 40 ange- 
gebenen Verfahren zu fixiren, müssen wir zuvörderst in jeder Zone zu den 
beiden, die Zone bestimmenden Flächen noch eine dritte Fläche aufsuchen. 
Hierzu bieten sich die aus den vier gegebenen Flächen sofort nach dem 
Gesetz der Zonen abzuleitenden Flächen d^d^d^j deren Pole die Diagonal- 
punkte des vollständigen sphärischen Vierecks kkk"k"' sind, dar. Es liegt 
dann in der Zone: 

[kk"'] der Diagonalpunkt d^ 

[kk'] - - dl 

[kV] - - " dl 

und man findet [d^k] aus dem sphärischen Dreieck d^kk\ in welchem die 
Seite [kK') und die beiden anliegenden Winkel: 

(r'ftft") und [kW) 

bekannt sind, femer [d^k) und [d^h!*') aus dem sphärischen Dreieck d^kk'\ 
von welchem ebenfalls eine Seite (kk!") und die beiden anliegenden Winkel : 

[k'kr) und (fr'r) 

♦) Vgl. Websky, a. a. 0. 857—860. 
L i e b i • h , Geometr. KrysUllogr. 4 i 
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gegeben sind. Demnach ist jetzt die Lage der Flächen d^ und cP in den 
Zonen : 

[rf» AT"] 
bestimmt und man kann nach dem Verfahren I auf S. 40 die Lage der 
Flächen : 

/1/2/3 

in jenen Zonen ermitteln. Darauf ist die Lage derselben Flttchen in den 
Zonen der Axen aufzusuchen, also der Flachen: 

l^ m> n> in der Zone der Axe tt* 

Pm^n'^ - - - - - TT^ 

l^m^n^ - ' - - - TT^ 
Man erkennt sofort, dass hierzu die Auflösung von sechs sphärischen 
Dreiecken, in denen jedesmal zwei Seiten und der von ihnen eingeschlos- 
sene Winkel bekannt sind, erforderlich ist. Es ergiebt sich nflmlieh: 

aus dem sphärischen in welchem 









Dreieck : 




bekannt sind : 


/(/tm>) 






M'/'Ä'" 




[mH), [kP], <p 


jiPm^) 






Pm^k 
n^Pk" 




{mH), (kPl, q, 
{Pkn, (A-"'n»), y, 


/(/»ffis; 






Pm^k 
nUH'" 




{mH), {kP), q, 

{Pk'"), 'r'n»), y, 


worin Winkel: 














(f 


kk 


ftt- 


'~kk' 


"A-" — ip 



gesetzt ist. 

Da man jetzt in den Zonen der Axen die Indices und die Winkel von 
je drei Flüchen kennt, so kann man die Winkel zwischen den Axenebenen: 

(/>*/>»), ip'p'), ip'p^) 

in diesen Zonen nach dem Verfahren I auf Seite 40 ermitteln. Demnttchsi 
findet man durch Auflösung des sphärischen Dreiecks p^p^p^y dessen Seiten 
bekannt sind, die Aussenwinkel desselben, d. h. die Winkel zwischen den 
Axen : 

p 1 = :r^ ;r ») , p'^ = .t« 7t^) , (p\ = (/r* tt») 

und damit sind die zur Berechnung der Axeneinheiten nach den Foraieln 
ties § i erforderlichen Grössen gegeben. 

§ ^. 
Je einfacher die Sxmbole der vier zu Grunde liegenden Flachen k t^k'k'* 
sind, um so einfiicher ist die Berechnung der Elemente, wie aus dem fol- 
genden Beispiel hervorzieht. 
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Berechnung der geometrischen Gonstanten des Gyanits 
vom Greiner nach den Messungen von G. vom Rath*). 

In seiner ersten Abhandlung über den Cyanit beschrieb G. vom Rath 
einen Zwilling dieses Minerals vom Greiner in Tyrol. Figur 93 stellt das 
obere Ende eines Individuums desselben in gerader Projection auf eine zur 
Verticalaxe senkrecht stehende Ebene dar, in der Stellung, dass die Fläche 
p = 001 nach vom und rechts geneigt ist und die Kante der Spaltungs- 
flächen m = 400 und f = 040, an welcher der stumpfe innere Flächen- 




m* 



17^ 




m' 




Fig. 93. 

Winkel [rnt] liegt, sich vorn rechts befindet. Der von G. vomRath in 
seiner zweiten Abhandlung über den Cyanit beschriebene Krystall, welcher 
frei auskrystallisirt nur das untere Ende zeigte, ist in Figur 94 dargestellt. 
Den Flächen m, p, t, v wurden folgende Symbole beigelegt: 

m = 100, p = 001, 1 = 110, v = OTl 

Daraus ergiebt sich für die Fläche t^ welche den Zonen [mi\ und [pv] ge- 
mein ist, das Symbol : " 

^ = 010 

Gemessen wurden an dem zweiten Krystalle die fünf Winkel : 

(m"i') = (TOO'TTO) --= 340 17' 
[p'{) =(OorTTO)= 99 32 
(pV) = (00rT00) = 101 30 
[p^v] =(00r0Tl)= 36 58 
{t;*rw') = (0Tl'T00)= 89 58 

worin m' und i' die Gegenflächen von m und t bedeuten. Demnach sind 
der Rechnung folgende Winkel zu Grunde zu legen : 

[m^i] ==(100'1l0) = 34o 17' 
[tv] =:(H0''001) = 80 28 
(/m) =(00ri00) = 78 30 
(/v) =(00i'0Tl) = 36 58 
[vm] = (OiriOO) = 90 2 

*) Ein Beitrag zur Kenntniss der KrystaUisation des Cyanit. Zeitschr. f. Kryst. 
4 879, 8, 4 und Bullet, de la sog. min. de la France. 1878, 62. Ein neuer Beitrag zur 
Kenntn. d. Kryst. d. Cyanit. Zeitschr. f. Kryst. 1880, 5, 17. Man vergleiche über dieses 
Mineral die Arbeiten von M. Bauer. Beitrag zur Kenntniss der krystallographi sehen 
Verhältnisse des Cyanits. Zeitschr. Deutsch, geolog. Ges. 1878, 30, 283 — 326 [Referat 
von G. vom Rath in Zeitschr. f. Kryst. 1879, 8, 87], Die Krystallform des Cyanits. ib. 
1879, 81, 244—258. Nochmals die Krystallf. d. Cyanits. ib. 1880, 82, 717. 

11* 
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Diese Winkel sind in der stereographischen Projection der Polfignr des 
Cyanits (s. Fig. 95] durch Verstärkung der zugehörigen Bögen hervorge- 
hoben worden. Es handelt sich nun zuvörderst um die Berechnung der 
Winkel zwischen den Äxenebenen und der Winkel zwischen den Axen, 
welche in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind: 

G. ▼om Rath: 

[Cp] = (OIO'OOI) = (p2p3) = (^i) 4800 — il 

[p'm] =(00ri00) = (p3pi)==(7r2; 480 — B 

[m"t) = (400^010) = (/)ip2) = (TT») 480 — C 

\p' m t) = (y] = [n'^ 71^) a 

[m'tp) =[p'^] = \7t'^7i^) ß 

[t;pm] = [p^) = [7t^7t'^) y 

Hier>on ist der Axenebenenwinkel : 

(p3pi) = (p*^) = (00 4' 4 00) = 4800 — Ä = 780 30' 

schon durch Messung gefunden. Der Axenwinkel [71^71^]=^ a kann be- 
rechnet werden aus dem 
j^'f^ sphärischen Dreieck mtp, 

dessen Seiten bekannt sind; 
der Axenwinkel (/r*^*) = y 
kann berechnet werden aus 
dem sphärischen Dreieck 
mpv^ dessen Seiten ebenblb 
bekannt sind. Die Axen- 
ebenenwinkel [p^p^) = ISO* 
— A, (pip«)=4800— Cund 
den Axenwinkel [fC^Tt^) = ß 

Ifoio ^^^^^ ^^^ ^us ^®™ sphäri- 
schen Dreieck m tp^ in wel- 
chem eine Seite und die bei- 
den anliegenden Winkel be- 
kannt sind. Im Anschloss 
hieran findet man die Ver- 
hältnisse der Axeneinbeiten 
l^ig- dS- a, : Oj : 03 aus den bekannten 

Zonen [mit] und [tpv] der 
Axen tt' und 7c^, — In dem sphärischen Dreieck mtp sind die Seiten: 

(mr = 340 47', (ip) = 800 28', {pm) = 780 30' 
bekannt, also ist die halbe Summe derselben = 96o 37^' und: 

960 37f — 340 47' = 620 20f 
_ —80 98 = 46 ^ 
— —78 30 = 48 1\ 
Demnach ist : 

j (p' m /) ^ sin 960 37|^ sjn \ QO Of 

*^" « "~ sin 48 7} sin 62 20^ 



äla^ 




liok 
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log sin 960 37^' 
= log cos 6 87^ = 9,997 0903 — 40 log sin 480 71' = 9,492 8876 — 10 
log sin 4 6 91 = 9,444 5048 — 40 log sin 62 201 = 9,947 8024 — 40 

9,444 5924 — 40 9,440 4897 — 40 

9,440 4897 — 44) 



40,004 4024 — 40 

log tan ^^ - = 40,000 7042 — 40 

2 

1^ = 450 ä' 47" 

{p'mt) = Axenwinkel [tv'^tv^) = 90» 5' 34" = a 

In dem sphärischen Dreieck mpv sind die Seiten: 

(mp) = 780 30', (p,;) = 360 58', (vm)=900 2' 

also die halbe Summe derselben = 4^2^ 45' und : 

i02|0 45'_780 30'= 240 15' 
_ _36 58 = 65 47 
— —90 2 = 42 43 

Demnach ist : 

2 jm'pv) _ sin 402« 45' sin 120 43' 

^^ 2 ~ sin 24 45 sin 65 47 

log sin 4020 45' 
= log cos 4 2 45 = 9,989 4574—40 log sin 240 4 5' = 9,643 5446 — 4 
log sin 4 2 48 « =9,842 6792— 40 log sin 65 47 « 9,959 9952 — 4 

9,384 8363 — 40 9,573 5398 — 40 

9,573 5898 — 40 



, , , 9,758 2965 — 4 

im p v) — 

log tan ^ *^ ' = 9,879 4482 — 40 

35 ... 

i^'pv) ^ 370 r 44" = ^«o^-l^'p^) 

2 2 

(t'pm) = Axenwinkel (tv^tc'^) = lOS» 44' 3T = y 

In dem sphärischen Dreieck mtp sind bekannt: 

(mp) = 780 30' 
ymt)= 90 5 34" = a 
{fpm) = 105 44 32 =y 



Demnach ist : 



IM = 390 15' 

{t'pm) + {p'mt) ^^^ gjj g„ 
2 

{fpm)-{p'mt) _ 7 49 29 



und folglich : 
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tan M+J^ = - ^" j; ;;' ^r un 39» ^ . 

2 cos 97 55 3 

(mt)—Up) sin 70 49' 29'' on« irr 

2 sm 97 55 3 

log cos 70 49' 29"= 9,995 9374 — 10 
loglan39 4 5 = 9,912 2408 — 40 

9,908 4777 — 40 
log sin 7 55 3 = 9,439 0828 — 40 

log tan ^'^'^^^'^P) ^ (0,769 0954 — 4 

M+lM = 800 20' 34" 

2 

log sin 70 49' 29" = 9,4 33 9953 — 4 
log tan 39 45 «= 9,942 2408— tO 

9,046 2356 — 40 
log COS 7 55 3 =9,995 8402—40 

log tan (— *^<-^+'<P/ ^ 9 030 3954 _ 4 

^- ^» f> + ^^P'^ = 6« 24' 28" 
2 

(mt) = Axenebenenwinkel (/r») = 73» 56' 3" = 480« — C 
(tp, = - (.t1; = 86 44 59 = 4800 — ^ 

Zur Berechnung von (m' //;) dient die Formel : 

2 . W/: — fp 2 

sin — '^ 



sin 800 20' 3 r' 



tan 70 49' 29" 



sin 6 24 28 

loii sin 800 20' 34" = 9,993 8005 — 40 
log tan 7 49 29 = 9,438 0579—40 

9,431 8584 — 10 
^ log sin 6 24 28 = 9,047 6794 — 40 

lug tan '"^^P' =»0,084 4793 — 40 

i^^llM = 5ü" 31' 6" 

2 

(m'tp; = Axenwinkel [nKr^] = 101" 2' 12" = [i 
Ks io\{ii nun die Berechnung der Verhältnisse der Axeneinheiten 
"i ^'i • fhi worin a^ = ^ gesetzt werden niOge. In der Zone der Axe n^ 
iHl, wie jius ;i;, Seite ^58, hervorgeht: 

cot ,100 HO = -? -: ' , . • , + cot /r» 

«1 sin ..T*;t'; sin (tt'^j • v / 
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also in dem vorliegenden Falle: 

, ., ao sin (p'mt) . , , 

cot mt = -^ . , ,, . . ' ,. + cot Imt) 
^ / ttj sm (m (/)) sm (mt) ^ ' 

Demnach : 

sin 90« 5^ 34" 

^ "~ sin 1010 2' 12" sin 73« 56' 3" {cot 34© 17' — cot 73» 56' 3"} 

cot 840 4 7' B 4,466 8616 
cot 78 56 8^' = 0,287 9948 

4,178 8678 

log cos 410 r 12" = 9,994 8925 — 10 
log sin 78 56 8 = 9,982 6982 — 4 
log 1,178 8678 c= 0,071 4649 

0,046 0556 

log COS 00 5' 84" b: 9,999 9994 — 10 

0>046 0556 
log Oi = 0,958 9438 — 1 

ai = 0,899381 

In der Zone der Axe 7t^ ist nach (1], Seite 158 : 

cot(OIO*OTl)= - ?? . f'i^t''^ n + «^M^') 
^ ' Oj sm (jc^ 7t^) sin [tz^) ^ ' 

also erhält man in dem vorliegenden Falle, in welchem : 

010*0T1 = [tv] = [tp) + [pv] = 1230 42' 59" 

ist, zur Berechnung der Axeneinheit 03 die Formel : 

. ,. \ «3 sin im' tp) . ,. , 

cot {tv)= — ^ . f,, \ r ,^ , + cot [tp) 
^ ' 02 sin [t pm] sm [tp) ^ ^ 

oder: 

_ sin 1050 44' 32" sin 86^ 44' 59" (cot 86« 44' 59" — cot 1230 42' 59") 
^^~ sin 1010 2' 12" 

cot 860 44' 59" s= 0,056 7889 
tan 33 42 59 = 0,667 8805 

0,724 1194 

log cos 150 44' 82" = 9,988 3974 — 4 
log Sin 86 44 59 ^ 9,999 8009 — 10 
log 0,724 1194 = 0,859 8102 — 1 

9,842 5082^10 
log cos 110 2' 4 2" SS 9 ,991 8925— 10 
log 03 «a~b,850 6157 — 1 

03 = 0,70895 

Wir stellen die Resultate zusammen und setzen zur Vergleichung die 
Angaben von G. vomRath hinzu: 
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G. vom Rath: 




a, =0.89938 


0,89942 — o 




Uj — \ 


1 =>6 




Oj — 0,70895 


0,70898 =c 




[rt^n»)— 90» 6' 34" 


90» 5f — o 




(?r»/ri) — 101 8 12 


101 2| =/» 




(/r«?r2)— 105 44 32 


105 441 =y 




(tt») — 86 44 59 


86 45 — 180«- 


-A 


*(7i^) — 78 30 


78 30 = 180 - 


-B 


(tt») — 73 56 3 


73 66 —180 - 


-C 



§6. 

Aus § 4 ergiebt sich, dass die fünf, zur Berechnung derKrystallelemente 
erforderlichen, von einander unabhängigen Fundamentalwinkel auch von 
fünf Flachen , die sich in specieller Lage befinden, gebildet werden 




können. Man kann z. B. die Elemente berechnen, wenn die Indices der 
Flachen (s. Fig. 96] : 

und die Winkel in den dreiflttchigen Zonen [d\ A*, A'] und [d>, T, A^'], 
nttmlich: 

idu). {**'), (d>r), [inr'] 
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sowie einer der Winkel ; 

(*n, (äHi (*'*"), {k'n 

bekannt sind; d. h. die fünf Fundamentalwinkel können zwischen fünf 
Flächen liegen, von denen die eine zugleich eine der drei Diagonalflächen 
des vollständigen Vierflachs ist, das von den vier anderen bestimmt wird. 
Hierfür soll in dem folgenden Paragraphen ein Beispiel gegeben werden, 
welches wieder zeigt, wie die Berechnung der Elemente vereinfacht wird, 
wenn man den zu Grunde liegenden Flächen möglichst einfache Symbole 
ertheilt. 

Berechnung der geometrischen Constanten des Anorthits 
vom Vesuv nach den Messungen vonC. Klein*). 

Belegt man die Flächen T, /, P, e mit den Symbolen : 
r=lTO, /=<10, P=001, c = 02< 

so ergiebt sich für die Fläche M, welche den 

Zonen [Tl] und [Pe] gemein ist (s. Fig. 97 ^ 

und 98] , das Symbol : 

JW = 010 

Von den durch diese fünf Flächen einge- 
schlossenen Winkeln wurden folgende fünf 
gemessen und der Berechnung der geome- 
trischen Gonstanten zu Grunde gelegt : 

(P'if)=^ (00^01 0) = 85<> 50' 
(tM) =(H0'010) = 58 4 
[tT) =(110'1T0) = 59 29 
(V/) =(10ri10) = 65 53 
[P^e) =(00r021) = 42l 38^ 

Wir berechnen zunächst die Axenebenen 
und Axenvvinkel. Bezeichnen wir die Fläche : 

100 =Ä 

so sind dies die Winkel : 

(MT) = (OIO'OOI) = (p2p3) =x (ttI) 
(P'h) = (00 r 100) = (p3p>) =K (7r2) 
{h'M] = (lOO'OlO) = [p^p^] = (/r») 

(P'ÄJ/) =(pi)==(7r2 7r3) a 

(Ä'J/P) =(/)2) = (7r3 7rJ) ß 

(if'P/l) =(p3)=p=(7rl7r2) y 

^orin P^h' ^M' die Gegenflächen von P, Ä, M bedeuten. 

Hiervon ist der an der Axe n^ gelegene Axenebenenwinkel : 




Fig. 97. 



C. Klein: 
1800 — ^ 
180 —B 
180 — C 



*) Einleitung in die Krystallbereohnang. Stuttgart. 1876. 285. 
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(rr») = (Jf'P; = O^O'OOI) = 850 50' 

schon durch Messung gefunden. Den Axenebenenwinkel (tt') ^ (Ä*Jf) 
= i1 00^01 Oj findet man aus der Zone der Flächen M, l, h, Tj von denoD die 
Indices und zwei der von ihnen gebildeten Winkel (M^lj und (tl) bekanni 

sind. Aus dem sphtt- 
rischen Dreieck IMPj 
dessen Seiten bekannt 
sind, kann man den 
Axenwinkel {h'MPj 
= [TC^ft^) berechnen. 
Dann kennt man in dem 
sphärischen Dreieck 
hMP zwei Seiten und 
den . eingesdilossenen 
Winkel und findet da- 
her duröh AuflOsong 
dieses Dreiecks die 
Ai:en winkel {F h Ifj 
=^ TT^TT») und (JfPÄ) 
= /r^ TT*) und den 
Axenebenenwinkel (;r^ 
= P*Ä) =00^*100. Da nunmehr in den Zonen der Axen tt* und n^ je 
drei Flächen bekannt sind , nämlich h, /, M und M, e, P, so kann man 
schliesslich auch die Verhältnisse der Axeneinheiten a^ : a^: a^ berechnen. 
Nach (3) in § 21 des vierten Kapitels ist, wenn A, Ä', A", h"' tautozonale 
Flächen sind : 

cot (A A'") = (I — 21; cot (A A') + ä cot ;AA") 
worin mit 31 das Doppelverhältniss: 

a_^AAA A ^_j^^,^^.-^^^^ 

bezeichnet ist. Setzen wir nun in dem vorliegenden Falle: 

A =.V = 0^0 
A' =/ = HO 
h*' =^T = ITO 
A'" = A = 100 

so nimmt 21 den Werth | an ; denn es ist z. B. für e = d = 3 : 

h,h'\ — h^h'\ h\h"\ - A^^A"^ _ O.T— II 10— >•< _, 
^^ h\h".^ — h\^h'\' h^h"\ — h^^h"\ ~ IT— 1.1 ' 0.0— M""* 

Demnach ist 3/*A zu berechnen aus : 

(1 cot (3/A = { cot Ml) + ^ cot MT, 

= 1 cot 580 4' + |cot H70 33' 
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cot 580 4' = 0,628 2526 

tan 27 88 ca 0,521 6767 

0,«01 5759 



log cot (Mh)^ log 0,050 7879 ^ 8,705 7602— 10 

M"h = Axenebenenwinkßl (tt») = 87» 5' 33" = 1 80» — C 

In dem sphärischen Dreieck IMP sind die Seilen : 

{IM) = 580 4', [M P) = 850 50', (p/) = 65© 53' 
bekannt, also ist die halbe Summe derselben = 10 40 53^' und : 

1040 53f — 58P 4' = 460 49^' 

— —85 50 = 19 3| 

— — 65 53 = 39 l 
Demnach ist: 

^ jh'MP) _ sin 1040 53y sin 39^ \' 

^^^ 2 ~ sin 46 49^ sin 49 S^ 

log cos 140 53|' « 9,985 4630 — 10 log sin 460 49^' « 9,862 8867 — 10 
log sin 39 i^ 9,798 9498 — 10 log sin 19 8^ «= 9,513 9289 — 10 



(2) 



9,784 1128 — 10 9,876 8106 — 10 

9,876 81 ft6 — 10 



0,407 3022 



[h'MP) 



log tan - — — -^ = 10,203 6511 — 10 

z 

5*^= 57« 58' 4" 

[h'MP) = Axenwinkel (^3^i) — II5056' V = (i 

In dem sphärischen Dreieck hMP sind bekannt die beiden Seiten: 

[hM) = 870 5' 33", {MP) = 85o 50' 

und der von ihnen eingeschlossene Winkel : 

(h'MP) = 1150 56' 1" 
Demnach ist: 

(^=57 58 i 

. (^^)-(^^= _37 46i 

Nun ist: 

(Jf'Py^l + jP'Ai/) _ (^'IfP) cos ■U{hM)-(MP)] 

,3, '^° 2 '*° 2 cos|[(AJf)-|-(i/P)] 

' [M'Ph]- PhM) _ _ (/.'itfP) sin i[(Aiy)-(ifP)] 

2 ~ 2 sin i [(Alf) 4- (i/PiJ 

und: 
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log tan 570 5S' 1" = f 0,90S 6Sf • — 10 
log cos — 37 46i ci 9,999 9738— tO 

f0,t03 6i(8 — 10 
log COS 86 97 k^ ^ 8,790 2468 »10 

log cot P'^^ "^^^-^ -9001 « 4.443 3780 

log tan 370 59' i" ^ 10,103 6510 — 10 
log sin— 37 ^^ s 8,040 9248 — 10 

40,244 5728— 12 
log sin 86 27 46^ a. 9,999 4749—10 

log tan ^ ■- = 8,245 4009 — 40 



also ist: 

[P'hM, = Axenwinkel >»«;») == 83« 13' 7^" = o 
(U'Ph,= - (Tfi TT»; = 91 12 4 = y 

Zur Berechnung der dritten Seite Ph dient die Formel : 

(4, tan i^ - tan i^^-J^^J sin {[[M' Ph) + (P^hM)] 
(4i tan ^ _ - tan - sin \[{M' Ph)-(P^hM)] 

log tan — Ä 37' 46i" = 8,040 9480 — 4 

log cos 2 42 38i « B 9,999 6767 — 40 

9,040 6247 — 4 4 

log sin 4 — 29 =8,245 3394 — 40 

{Ph 

log tan ^ =s 9,795 2853 — 4 

^ =31« 58' 10|" 

(Ph) = Axenebenenwinkel [jt^) = 63« 56' 2a|" = 480« — Ä 

Es folgt nun die Berechnung der Verhältnisse der Axeneinheiten 
Oj : aj : Oj, worin U2 = i gesetzt werden mtfge. In der Zone der Axe n* 

ist (s. S. 458): 

(5) cot (1 00*110) = ?? . ..";^f f' ,, + cot (n^) 

In dem vorliegenden Falle ist : 

100*H0 = (A/) = (hM) + (Ml) = 870 5' 33" — 580 4' = 29« 1' 33" 

folglich: 

sin 93 M 3' 7f' 



«1 



sin 1 ^50 56' 1" sin 87o 5' 33" {cot 29» 1' 33" — cot 87« 5' 33*7 
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cot 290 1' 33" = 4,801 1812 
cot 87 5 33 = 0,050 7891 

log 1,751 8421 =s 0,2«8 8706 
log sin 870 s'aa'T »9,999 4406 — 10 
log COS 25 56 1 « 9,958 9058 — 10 

0,196 7165 

log COS 80 18' 7i" = 9,999 8144 — 10 

0,196 7165 
log ai = 0,80t 5979 — 1 

a, ^ 0,634743 

In der Zone der Axe tt' ist (s. S. 458): 

(6) col (0< 0*021 ) = 2 . ^ . ;'°<;'^') .. + cot (^«) 

Nun ist in unserem Falle: 

OiO'^Og^ = (Me) == [MP) + (Pe) = 8öo 50' — 42« 38f = 43« 11f 

folglich : 

_ sin 9|o ir 9f^ sin 85« 50' {cot 43« lif — cot 85» 50'} 

^~ 2sin 1150 56' 1" 

COt430l1f =r 1,065 2028 
cot 85 50 = 0.072 8508 

log 0,992 8518 » 0,996 6657 — 1 

log COS 10 11 ' 9|" <= 9,999 9069 — 1 
log sin 85 50 = 9,998 8506— 10 

0,995 4232 — 1 

log 2 8= 0,301 0300 0,254 9858 

log COS 250 56' 1" = 9,958 9058 — 10 log 03 = 0,740 4879 — 1 

0,254 9353 

03 = 0,550159 

Zum Schluss stellen wir die Resultate zusammen und fügen die von 
C. Klein aus denselben Fundamentalwinkeln nach einer anderen Methode 
berechneten Werthe hinzu: 

Klein: 

01 =0,634743 0,634741 =a 

02 = 1 1 =6 

03 =0,550159 0,550154 =c 
(n^Tt^] = 930 13' 7^' 930 13' 8" = a 
(7r»7ri)=115 56 1 415 56 — =/? 
(7rJ/r2)= 91 12 9^ 91 12 9 =y 

♦(TT») = 85 50 85 50 =1800— ^ 
{jv^) = 63 56 20^ 63 56 28 =180 —B 
(7r3) = 87 5 33 87 5 34 = 180 — C 
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§7- 

Man ersieht aus Figur 96, Seite 168, dass fünf von einander unab- 
hängige Fundamentalwinkel auch in dem folgenden Falle von fünf Flächen 
eingeschlossen sein können. Ausser den Indices und den Winkeln der 
Flächen k, h! ^ A*", welche eine körperliche Ecke bilden, seien die Indices 

einer Fläche d> aus der Zone \kh^],A\e In- 
dices einer Fläche x, welche nicht in einer 
der drei, durch die Flächen k^ k^j W be- 
stimmten Zone liegt, und die Winkel ijid) 
und [k"x) gegeben. Dann leitet man zu- 
nächst die Indices der Fläche A, welche 
den Zonen [kk'] und [k!^x\ gemein ist, ab 
und berechnet darauf aus der Zone [Ar, K^ 
d^, h] den Flächenwinkel [Vh)^ ans dem 
sphärischen Dreieck hk'V, in welchem 
zwei Seiten Und der von ihnen eingeschlossene Winkel bekannt sind, die 
dritte Seite [k'h] . Damit ist dieser Fall auf den in § 6 behandelten zurück- 
geführt. 

Beispiel. An dem in Fig. 99 dargestellten Albilkrystall seien die Winkel^): 

{T^M =(no"010 = 59042' 
(lf>i=(010"001:= 86 41= (TT») 
[P^T =x(00rH0 = 65 45 

[T^i] =(no^af = 59 28 

(F^x, Ä(00rT01 = 52 14 

Es sollen die Elemente des Krystalles berechnet werden. Der Gang der Be- 
rechnung ist anfänglich derselbe wie in dem Beispiel des § 6. Man findet aus For- 
mel (1), S. 170: 

cot [Mh] — i cot 590 42' -+- i cot H90 5' 

(IfÄ)« 890 H' 88"=(7r3) 
aus Formel (2], Seite 171 : 

{h'MF ' sin 1 050 49' • sin 400 84' 



tan2 

2 sin 19 8 

(VJftfi>;= 1160 51' 44 

aus den Formeln (3), Seite 171 : 

[M*Ph)-\-[P'hM) 



»t 



sin 46 7 



tan 



tan 



(Af'PÄL— (P'/ii/) 



— tan 580 25' 52" • 



= — tan 580 25' 52" • 



cos 10 15' 19" 
cos 87 56 19 

sin 10 15' 19" 
sin 87 56 19 



[WPh)-\-[P'h}ii) 
2 

— (lf'PÄi-f(P'Ä3; 



= 910 15' 59 



= 2 2 35 



n 



*) Nach Breithaupt. Vgl. G. vom Rath. Monatsber. Berlin. Akad. 24. Febr. 
1876. Seite 154. 
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[P'hßl] =98 iS ?4 =. ;r2;r3) 

{M'Ph =.89 18 24 -i(;r«7i2) 
ausFornael (4), Seite 172: 

. ^P^ * '.n ..f .n// sin 910 15' 59" 

tan — — = — tan 10 15' 19"--: — - — — — — 
2 sin 2 2 35 

(PÄ =»630 8'26" = (;r2) 

aus Formel (5), Seite 172 : 

sin 93« 18' 84" 



«1 = 



sin 1160 5^' 44". sjn 890 h' 38" {cot 290 29' 8b" — cot 890 n' jj»"} 

01 = 0,638133 

Zur Berechnung der Axeneinheit 03 dient die letzte der Formeln (2) oder (3) 
auf Seite 158, wenn man darin: 

V'iOA"3 = 1oT=a5 
setzt. Man erhält dann. - 

Ol • sin in^n^] • sin (OOl^'loT) 



f-3 



Sin(;r2;r3) • sin{(00ri07; — (7^2} 
ai- sin 890 13' 24". sin 1270 46' 



sin 980 18' 34". sin 640 37' 34" 
woraus folgt : 

03=0,559192 

Diese Elemenife stimmen bis auf den Werth von 03 mit den von G. vom Ra th 
berechneten überein, wie folgende Zusammenstellung zeigt : 

G. vom Rath: 
ai =0,638133 0,638128 = a 

02 == < 4 =6 

03 =»0,559192 0,55822 =c 
{7t^n')=» 93018'34" 980l8i'=a 
{n^7i)=i^6 51 44 416 51^ = -3 
{;r'7i2j = 89 4.3 24 89 13i =ä y 

♦(TT«) = 86 41 86 41 =18C<J — ^ 

(71'-) =63 8 26 63 8^ =180 — B 

(TT^r = 89 11 3«- 89 11 =sl80 — C*) 



n. Berechnung der Flächensymbole eines triklinen Erystalles 
ans den Elementen ^ den Flächen winkeln und dem ZonenTcrband 

desselben. 

§ 8. 
Wir haben die Aufgabe II in zwei speciellen Fällen schon früher ge- 
löst. (1) Wenn eine Fläche h in zwei symbolisirlen Zonen rj = [ij, 1^2 ^^a] 
und t]' = [ri\ t]\ rj'-i] liegt, so verhallen sich nach § i des dritten Kapitels 
ihre Indices : 

(1*) Äi : A2 : A3 = 1^2 V:i — ^3 ^'2 • V^Vi — Vi ^'3 - ^ n\ — W\ 

(2) Wenn eine Fläche K" in der Zone der bekannten Flächen Ä, /?', h" 



♦) Wcftit ai C wie a. a. 0. 
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liegt und ihre Neigung zu einer dieser Flächen ermittelt ist, so erhält man 
nach § 2 des vierten Kapitels ihre Indices aus : 

Ph"\ = GÄt — G'h\ 

P/i'"3 = GÄß — G'A'3 
worin : 

G = sin (Ä r) sin ;ä'A'") (Ä'Ä'% 

G' = sin (A'Ä") sin [h A'") [h A'% 

Es bedürfen jetzt noch zwei andere Fälle allgemeinerer Natur der Be- 
rücksichtigung. 

(3) Die Lösung der Aufgabe, die Indices einer Fläche h zu bestimmen, 
welche in einer bekannten Zone [h'h"] liegt und mit einer dieser Zone 
nicht angehörenden Flüche k einen gegebenen Winkel (hk) einsdiliessl, 

geht zunächst darauf hinauS| in 
^jt der Zone [h'h"] einen Winkel zwi- 

schen der Fläche h und einer be- 
kannten Fläche y z. B. h\ aufiu- 

A*^"""-::^^— -/ V"'^ suchen um alsdann mit HOlfe der 

zwischen den Indices und den 
Winkeln von vier tautozonalen 
Flächen bestehenden Relation (8*) 
die Indices der Fläche h zu berechnen. 

Nach der in § 6 des sechsten Kapitels abgeleiteten Formel von M öbius, 
welche ein specieller Fall der Fundamentalgleichung der räumlichen Gonio- 
metrie ist, findet zwischen den W^inkeln, welche die Flächen &, A, A', k" 
unter einander einschliessen (s. Fig. 400) die Beziehung statt: 

cos [kh) sin (A'A") + cos (A- A') sin (A"A) + cos (ftA") sin (ÄA') = 

oder, wenn man hierin : 

(A"A) = :A"A') + (Ä'A) 
setzt : 

cos A A; sin (A'A" + cos (AA" {sin -A^A') cos (A'A) + cos (A'A') sin [h'k]) 

4-cos(AA")siniAA')=0 

oder nach (AA') geordnet: 

sin AA' (cos AA": — cos ;AA') cos (A"A')} + cos [A A') cos (JtA') sin (A"*') 

= cos AA) sin Ä"A') 

Bezeichnet man jetzt: 

cos ^AA") — cos (AA') cos (A"A'^ = 2 

cos AA')sin(A"A'j = aD2 
cos.AA) sin Ä"A') = ?R 

so erhält man für die in Bede stehende Beziehung : 

(3*1 8 sin (AA') + 9R cos (AA') = 91 

und durch Auflösung dieser Gleichung kann man den Flächenwinkel (AA'j 
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aus bekannten Winkeln berechnen. Führt man die Zahl m und den Hülfs- 
winke! \p ein, indem man : 

8 = w cos xp 

3)2 = m sin xp 
setzt, wonach : 



ist. so geht (3*) über in : 



oder: 



-g- = tan xp 
m sin {[hh!) + i/;} = DJ 



• ri.LM . ,\ 5W 3i sin i/; iß cos i/; 



Da: 



sin [[hh') + 1//} = sin {180o — (AA') — v^} 

ist, so ergeben sich zwei Werthe für (AA') und demgemäss zwei Positionen 
A und A* für die zu bestim- 
mende Fläche, wie Figur 100 
veranschaulicht. 

M. Websky*) berech- 
net den Winkel zwischen der 
Flache A und einer Fläche 
der bekannten Zone 17, in 
der A liegt, auf folgendem 
Wege. Es seien (s. Fig. 101) 
rn^m^rn^ die den Axen 
7t^7t*^7t^ parallel gehenden 
Flächen aus der Zone 1;, von 
denen vorausgesetzt wird, 
dass ihre Indices und die 
Winkel, die sie unter ein- 
ander bilden, bekannt seien. 
Da k eine bekannte Fläche 
sein soll , so ist ferner vor- 
auszusetzen, dass [m^k] und 
der Winkel ihm^k) gegeben 

seien. Demnach sind in dem sphärischen Dreieck m^kh zwei Seiten, 
m^k) und (/:A], und der Winkel [hm^k) bekannt. Folglich kann die dritte 
Seite [m^h) berechnet werden. 

§9. 

Wir wollen die erste der beiden in § 8 beschriebenen Methoden durch 
ein Beispiel erläutern. Von einer Fläche des Anorthits, die wir für 
den Augenblick mit a bezeichnen, wissen wir, dass sie in die bekannte 
Zone der Axe tt^ == [010] fällt und mit der Fläche r = TIO den Winkel : 




rjC0o 



Fig. 4 04. 



*) a. a. 0. 849. 
Liebiscb, Geometr. Kryatallogr* 
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(Ta) = 430 38' 

einschliesst. Es sollen die Indices der Fläche a berechnet werden. In der 
Zone der Axe tt' seien uns gegeben (s. Fig. 102] die Flächen: 

^. A=100, P=001, x = TOI 

und deren Winkel : 

^^^^"^ ^ ^ (hP) = 63« 57' 

(Px) = b\ 31 

Femer seien bekannt die Winkel : 

{TP) = 110040' 
irx)= 66 39 

Fig. 402. Dann sind die in § 8 mit A, A', A", k beieichneten 

Flächen in diesem Falle a, x, Pj T. Demnach ist: 

8 =cos(r P)— cos(rjr)cos(Pa;)=— sinÄOnO' — cos66«39'co85103r 
SK = cos(r ac) sin [Px) = cos 66039' sin51031' 
5» =cos(ry) sin(Pac)=cos430 38'sin510 3r 

log cos 660 89' s 9,598 0754 — 10 log COS 660 39' » 9^598 0754 — 40 




oder: 



log COS 540 84' = 9,793 9907 — 4 

0,892 0664 — 4 
0,246 6444 
Sin 200 40' = 0,352 9806 
_ S =r 0,599 5720 



log Sin 540 34' = 9,898 6448 — 40 

log 91=: 0,494 7202 — 4 
log cos 480 38' BS 9,859 6009 — 40 
log Sin 540 84' g = 9,898 6448 — 40 
log ^ » 0,758 2457 — 4 



Daraus folgt, dass : 



g = — 0,599 0720 
ün= 0,310 2560 
5» = 0,566 5599 



tan V; = -^, — i/; = 27o 21' 34" 

log 3W = 0,494 7202 — 4 
log f— 2) = 0,777 8485 — 4 



log (— tan V') = 9,743 8747 — 40 

Demnach ist jetzt: 

5? SSI 

sin {{ax) -^ ip) =^smtp = —~s\n 27© iV 34" 

log ^ «= 0,758 2457 — 4 
log Sin 270 24' 84" » 9,662 8529 — 4 

9,445 5986 — 40 

log SW «a 9,494 7202 — 40 

log Sin {— (ax) — \p} = 9,923 8784 — 40 

Hieraus folgt, dass : 
entweder — (ax) — V^\ _ ^70 v qn" 



oder 
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d. h. entweder (xa) = 29» 41' 56" 

oder (xa) = — 264o 25' 4" 

Der Anblick des Rrystalles lehrt, dass nur der erste Werth in Betracht 
kommen kann. Wir berechnen nun die Indices der Fläche a mit Hülfe 
der Formeln (2*) in § 8. An Stelle der dort allgemein mit h, h\ K\ h"' be- 
zeichneten Flächen sind in dem vorliegenden Falle zu setzen : 

h = 100, P=001, a: = T01, a 

so dass für € = 2 : 

(Ä'Ä"), = T, (hh'% = l 

G = — sin (hx) sin (Pa) =« — sin 145© 28' sin 81« 42' 56" 
G' = — sin(Pir) sin(Ao) = — sin 510 3rsinU50 9' 56" 

log cos 250 28' » 9,955 6087 --40 log sin 5l0 84' «- 9,898 6448 — 40 
log Sin 840 4t' 56" «. 9,994 8756 — 40 log cos 550 9' 50'' «. 9^56 7986 — 40 



0,950 4848 — 4 



0,650 4884 — 4 



also: 

G = — 0,892245 
G' = — 0,447135 

Nach Formel (2*) in 
§ 8 verbalten sich nun die 
Indices der Fläche a wie: 

G-l — G'.O : 
G-O— G'OiG.O — G'1 
= — 0,892245 : 
: 0,447135 

Da mit hinreichen- 
der Genauigkeit : 

0,892245 = 2. 0,447135 
= 0,894270 

gesetzt werden kann, so 
erhalten wir als Symbol 
für die Fläche a : 

201 

d. h. die Fläche a ist identisch mit der Fläche y des Anorthits. 

§10. 

4) Zur Bestimmung der Indices einer Fläche h seien ihre Winkel mit den 
Flächen k und k\ deren Indices bekannt sein sollen, gegeben. Auch die 
Lösung dieser Aufgabe kommt darauf hinaus, eine Zone zu ermitteln, in 
der man, von bekannten Flächen ausgehend, nach dem Verfahren II in § 2 
des vierten Kapitels zur Fläche h gelangt*). Wir wählen hierzu die Zone 




p^z00 



Fig. 4 08. 



♦) Vgl. Websky a, a. 0. 850. 



42* 
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[kh]j in der nun zur Berechnung der Indices von h ausser der Fläche k noch 
zwei Flüchen und deren Neigungen zur Fläche k erforderlich sind. Als 
solche Flächen bieten sich z. B. die den Axen tc^ und n^ parallel gehenden 
Flächen m^ und m^ dar (Fig. 103), deren Indices und deren Neigungen 
gegen k zunächst berechnet werden müssen. Bezeichnet man mit n die der 
Axe 7t^ parallel laufende Fläche aus der Zone [kk'], so kennt man in dem 
sphärischen Dreieck m^nk: 

Seite {nk) aus der bekannten Zone [kW] 

Winkel {nkm^ aus dem sphärischen Dreieck kk'h, dessen Seiten gegeben 

sind, 
Winkel {m^nk), da [kk*] eine bekannte Zone ist. 

Folglich kann man die Seite [m^n) berechnen und darauf in der Zone 
der Axe tc^ nach dem Verfahren II in § 2 des vierten Kapitels die Indices 
der Fläche m^ ermitteln. Aus demselben sphärischen Dreieck m^nk ergiebt 
sich [m^k). Man kennt nun die Indices der Zone [kh]^ also auch die der 
Fläche m^ und berechnet daher aus dem sphärischen Dreieck rn^p^rn^ von 
welchem : 

Seite (p*m2) aus der Zone der Axe tt*, 

Seite [m^p^] aus der Zone der Axe tt^, 

Winkel m^p^p^ = Axenwinkel (tt^ti^) 

bekannt sind, die Seite 
(m^m^l. Jetzt kennt man in 
der Zone [kh] die Indices der 
Flächen m^m^k und die Nei- 
gungen dieser FItfchen zur 
Fläche hy deren Indices dem- 
zufolge berechnet werden 
können. 

Wie in § \ Kapitel 8 und 
§ \ Kapitel 8 bemerkt wurde, 
sind für die Fläche h zwei 
Positionen möglich , deren 
Pole h und A* auf verschie- 
denen Seiten des Zonenkrei- 
ses [kk'] liegen müssen (s. 
Fig. <03). 

In dem besonderen 
Falle, wo die Flächen k und 
A'Axenebenen sind, ist 
diese Methode nicht durch- 
führbar. Dagegen gelingt 
dann die Berechnung der Indices der Fläche sehr leicht mit Hülfe der For- 
meln des § \ im achten Kapitel. Es seien [hp^] und [hp^) die zur Bestimmung 
der Indices von h gegebenen Winkel (Fig. 104, . Man berechne ausdemsphä- 
rischen Dreieck Ap^p^ die Winkel [hp^p^ und (hp^p ^] und aus den Formeln: 




Fig. 4 04. 



(1' 
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tan (4 35» — 1)2; = 



tan (p») 
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(2*) 



tan 



tan(<350 — ©3) = 



tan [p^] 



die Grössen ^2 ^^^ ÜD3. Dann ergeben sich die Verhältnisse der Indices 
aus: 



(3) 



Jl = ^tan5D3, J^ = ^cot©2 



Bei dieser Berechnung ist auf den Sinn der mit ihren Scheiteln in jfl 
und p^ liegenden Winkel zu achten. Wir halten es daher nicht für tlber- 
flUssig die Anwendung dieser Methode an einem 
Beispiel zu erläutern. 

Die Fläche w des Anorthits, deren Indices 
berechnet werden sollen, schliesst nach den Mes- 
sungen von Marignac mit den Axenebenen : 

p2^M= 010, p3 = p = 001 

die Winkel : 

(wp^) = 380 4r, [wp^) = 81M0' 

ein und liegt über dem Oktanten hinten rechts oben 
(s. Fig. 105). Die Elemente des Anorthits werden 
als bekannt vorausgesetzt (s. S. 173). Die Seiten 
des sphärischen Dreiecks wp^p^ sind : 

(w;p2) = 380 41 
(p2p3)=85 50 
(p3u;)= 8r 10 

205 41 

102 50| 

1020504 — 380 41' = 640 9f 
— —85 50 = 17 I 
_ _81 10 =21 40| 




folglich: 



^ (wp^p ^)_ sin 1020 50f sin 21 40y 
^^ 2 ""sin 64« 9f sin 17o f 

^ (p^p^w ) __ sin 1020 50y sin 640 9^ 
2 ""sin 210 40f sin 17« \ 
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log cos 420 50^' » 9,988 9993 — 40 log sin 640 9^' = 9^954 3415 -> 40 

log sin 24 40i C S 9,567 4279 — 40 log sin 4 7 ^ c = 9,466 4449 — 40 

9,556 4272 — 40 9,420 8864 — 40 

9,420 3854 — 40 



0,486 0448 



0,068 0209 

* 



= 490 28' 7V' 



2 

(ir/)2p3)=980o6' 15" 

log cos 420 60^' « 9,988 9998 — 40 log sin 240 40J' es 9,567 4279 — 40 

log sin 64 9i = 9 ,954 2435 — 40 log sin 4 7 i = 9,466 4449 — 40 

'9,943 2428 — 4 9,058 5698 — 40 

9,038 5698 — 4 



0,909 6780 



0,454 8865 

Ä^^= 700 39'53f' 

:p^p^w]= \i\ 19 47 
(icp^pr = 38 40 13 
[wp'^p^) = 1800 — ^7r»7r2^ + [wp'^p^] = 127» 28' 3^" 

Wir haben nun zu beachten, dass w im Oktanten hinten rechts oben 
liegt. Um den Sinn, in welchem die mit ihren Scheiteln in p^ liegeodeo 
Winkel bei der Herleitung der Formel (1*) durchlaufen wurden, beiiube- 
halten, müssen wir also in dieser Formel für (hp^p^) den TVinkel [wp^p^] 
setzen. Dann ist: 

hp2pVj + ^ = 980 56' 15 " 4- 570 58' f = 1560 54' 45^" 

hp^p\) + JLL== 127 28 3\ + 4ö 36 4^ =173 4 8^ 
folglich : 



/ IS*«" 



,.o..n -s> tan 156<»5i' 151 

tan .'1350 _ x^ = 1 

^ tan Oi 08 J 

. i-i-ü T^y tan 1 73» 4' 8f 

tan I3ü« — D3 = ; ... ^^ — rf- 

tan 4i) 36 4| 

log CO! 60" 54' 15 J" = 9.6i9 8655 — 40 log col 830 4' Kj" = 9,084 8044 — 49 
lo^!an5T 58 } = f 0.i03 65! — 10 log tan 45 36 4J s= 40,009 4464 — 40 

"9 , 4 i 6~iT4 3 -- 1 Ö 9,075 6850 -^To 

^2 — 135" = 140 56' 22" D3 — 1350 = 6« 47' 18" 

r. = 149 56 22 ©3 = 141 47 18 

Jetzt findet man die Verhältnisse der Indices aus: 

(:i = 'li tan 1410 47' 18", ?i = ^ cot 149o 56' 22" 
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log Ol = 0,802 5979 — 4 log Oi » 0,802 5979 — 1 

log cot 510 47' 48" = 9,896 1572— -10 log tan 590 56' 22" « s 10,287 5070 — 10 

0,698 7551 — 1 0,040 1049 

_^ = 0.m758=-i '»8'^= 0.740 4879-1 



Ä2 " 0,299 6170 



— ^«s 1,9985«= — 2 
Ä8 



Daraus ergiebt sich : 

m; = 241. 



m. Berechnung der Flächen- nnd Kantenwinkel eines trikllnen 

Krystalles. 

Die Berechnung der Flächen- und Kantenwinkel eines Krystallpolyöders, 
von dem die Elemente : 

G4 : 02 : 03, (tt^tt^), (Tt^Tt^), (tt^tt^) 

und die Indices der Flächen gegeben sind, kann immer ausgeführt werden 
mit Hülfe der in § 7 — 8 des sechsten Kapitels aufgestellten Ausdrücke für 
die trigonometrischen Functionen eines Flächenwinkels oder eines Kanten- 
winkels. Hat man ein für alle Mal die. numerischen Werthe der nur von 
den Elementen abhängigen Grössen : 

oder ausgeschrieben : 

Ol 0| , «2 02, 03 03, 02 03 cos [tv^ ft^) , 03 Ol cos [ft^ 7C^) , 0| Oj COS [tt^ tt^) 

sin2 (tv^ 7^3] sin2 [tv^ tt^) sin^ (tt* tc^) 

a^Oi ' OjOa ' 0303 

sin [Tt^TC^] sin (tt^/t^) cos (jt^) sin (Tt^Tt^) sin (tt^tt^) cos (tt^) 

02 O3 ' O3 Ol 

sin (tt^tt^) sin (tt^ 7^1) cosf/r^) 

O^ 02 

worin (/r^), (tt^), (tt^) die von den Fundamentalflächen eingeschlossenen 
Winkel bedeuten, berechnet, so findet man den Winkel zwischen den 
Flächen : 

Ä = Äi Ä2 A3 , Ä' = h\ h\ Ä'3 

aus einer der Formeln : 



''^ h^'k 



Uk 



1) cos(ÄÄ') = — =^SL^ 



^ O^Ofe • * 0;0ä • 



1S4 
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sin hh' 






f3 



lan h h'j = 



yj 2 Cfk^i^kh^' i^^'.k 



ö = l 






a.Qi • 



und den Winkel zwischen den Kanten : 



>? = ^1 %>?3 » >?' = *;'i >7'i>;'3 



aus einer der Formeln 



(4 



cos [ri rf] = 



'S 



y^Cik^i^k^ii^ik • ^Cik^^i^'k'i i^/k 



(5; 



sin (jj t} 



-^ T ; — r- 

^ c,fc a,- afc i?< »? fc .5 c,t o, «t i/ ,• i? t 



(6) 



tan {t)r]";= 0,0-203 






^Cikf^i^kViVk 



§<2. 



Um ein bestimmtes Beispiel für diese Methode der Berechnung vor 
Augen zu haben, wollen wir einen Flächenwinkel des Albits aus dem 
Werthe, den seine Tangente nach (3) annimmt, berechnen. 

Aus den von DesCIoizeaux*] angegebenen Winkeln: 

(irn) = (0T0^02<) = 460 50' 
{nPj =(05^001) = 46 46 
[Tn) ={MO"0^\) = b\ 36 
(ry)=(H0'50<)=42 27 
[TP) =(M0''00\)= 69 10 

ergeben sich für die Krystallelemente des Albits folgende W^erthe: 

a 
b 
c 
a 

ß 

y 

•] Manuel de Mineralogie. 1.1,847. Paris 1862. 



Axeneinheiten : 


ai 




0,6334 




(h 


— 


i 






«3 




0,55' 


77 


Axenwinkel : 


(nr^ 7t^) 


j — : 


94» 


3' 




[Tt^Tt^] 




116 


29 




[Tt^Tt^) 





88 


H 
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Axenebenenwinkel : (/r^) = O^O'OOI = 86© 24' 1800 — 4 

(7r2) =00^100 = 63 34t ^^^ — ^ 
(TT») =100''010 = 90 3| 480 — C 

Es soll der Winkel (TT2^T11) berechnet werden mit Hülfe der Formel: 



V- 



d • 5 c,kOjafc(ÄA')j(AA')j 
tan(ÄA')= ■ ''-' 3 ^ 



Wir bilden zunächst die unter den Summenzeichen auftretenden 
Coefficienten : 

Cii = C22 = C33 = i 

C23 = cos 940 3' = — sin 4» 3', log sin 4« 3' = 8,848 9707 — -10 
C31 = cos 1 16 29 == — sin 26 29 , log sin 26 29 = 9,649 2740 — 10 
qj = cos 88 8^ , log cos 88 8|= 8,510 9248 — 10 

C2S = — Ö)Ö70 6270 
C31 = — 0,445 9375 
C12 = 0,032 4284 

log Qi = log 0,6334 = 0,801 6781 — 1, 21og Oi = 0,603 3562 — 1 
log aj = log 0,5577 = 0,746 4006 — 1, 2 log 03 = 0,492 8012 — 1 

log Ol 03 = log Ol Oj 03 = 0,548 0787 — 1 

ajOi = 0,401 19556, 0503 = 03 
03 03 = 0,31 1 02929, Ol 02 = Ol 

03 ai = ai Oj 03 = 0,353 247 

0230303 = cos 940 3' . 0,5577 
0310301 = cos 116 29 .0,353247 
C12O1O2 = cos 88 8^* 0,6334 

log (sin 40 3' . 0,5577) = 0,595 3712 — 2 
log (sin 26 29 • 0,353247) = 0,197 3527 — 1 
log(cos88 8^.0,6334) =0,312 6029 — 2 

0230203 = — 0,039 3807 
0310301 = — 0,157 526 
CijOiOj = 0,020 5401 



Nun ist: 
Demnach : 
und: 



h = TT2 und Ä' = T11 

(AÄ'), =3, (ÄÄ')2 = 1, (ÄA')3 = 2 
3 



9CiiOiOi +0220202 + ^^3303034-20230203 + I2C31O3O1 + 6c,2 0i02 
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3,610 76004 0,157 5548 
1 1,890 312 



1,244 11716 2,047 8668 
0,123 2406 

5,978 1178 
2,047 8668 
3,930 2510 = I c,.fca,.aÄ(AA')i (hh')j^ 

z/ii = sin2 (jt^Tt^) = sin2 94« 3' 
J22 = sin2 in^Tt^] = sin2 1 16 29 
^33 = sin2 (7ri7r2) = sin2 88 8^ 

log cos 40 3' =9,998 9141 — 10, 2 log = 0,997 8282 — 1 
log cos 26 29 =9,9518541—10, 2 log = 0,903 7082 — 1 
log sin 88 8| = 9,999 7715 — 10, 2log = 0,999 5430 — 1 

^ji= 0,995012 
^22 = 0,80114 
^33 = 0,998948 

z/23 = sin Tt^Tt^] sin [tc^ Tt'^j cos [tv^] = sin 1 1 6^ 29' sin 88« 8|' cos 86« 24' 
J^^ = sin 7t ^ >t2; sin [7t^7t^] cos (71^] = sin 88 8| sin 94 3 cos 63 34^ 
^,2 = sin {tv^tt^] sin (Tt^Ti^) cos (tt»! = sin 94 3 sin 1 1 6 29 cos 90 ^ 

log cos 260 29' = 9,95i 8541 — 10 log sin 88© 8f = 9,999 7715 — 10 

log sin 88 8^ = 9,999 7715 — 10 log cos 4 3 =9,998 9141—10 

log cos 86 24 = 8,797 8941 — 10 log cos 63 34^ = 9,648 3218 — 10 

log ^23 = 0,749 5 1 97 — 2 log z/3, = 0,647 0074 — 1 

log cos 40 3' =0,998 9141 —10 

log cos 26 29 = 9,951 8541 — 10 

log sin 3i = 7,007 7941 — 10 

log (— z/12) = 0,958 5623 — 4 

z/ja = 0,056 172 

z/3, = 0,443 616 

z/12 = — 0,000 909 

10?-=^ = 0.394 4720, r{iL=^2 48012 

«, a, a, «1 

-t^22._ 0,801 14 

02 02 

log -'^^ = 0,506 7418, -•^^^- = 3.21175 

fh (h «3 «3 

lo- -"^2A = 0,003 1191 — 1, ^ = 0,100721 
r/2 «3 0203 

lo- -"^'*- = 0.098 9287 , --^ = 1,255 825 

'':i"l «3«1 

log "^-»2 = 0,156 8S42 - 3, -*^ = — 0,00143511 
^ «1 üi a, «2 
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Demnach ist : 



0,80114 2,48012 

3,76747 6,42350 

4,56861 0,10072 

9,00434 
4,56861 3 

4,43573 = 2 ^^ h:h\ 

Nun ist noch zu berechnen : 

1/^-= sin (tt^ttI) sin [ti^ti'^) sin (ttI) = sin 1 1 60 29' sin 880 8| sin 86» 24' 

log cos 260 29' s= 9,954 8544 ^ 40 
log sin 88 8^^9,999 7745 — 40 
log sin 86 24 =9,999 4 422 — 40 



Wir erhalten also : 



log ^J = 0,950 7678 — 4 

1/^=0,892828 



• ^TTo-Tll^ 0,892828 V3,93025 
^^"'^^^^^^'== 0,353247-4,43573 

log 3,93025 =s 0,594 4202 log 0,853247 = 0,548 0785 — 4 



^ log 3,98025 =0,297 2404 log 4,43573 »0,646 9654 



log 0,892828 = 0,950 7678 — 4 0,4 95 0436 

0,247 9779 
0,495 0436 



log tan (442^44) = 0,052 9343 
folß^lich : 

(TT2'T11) =48« 28' 9" 

Des Gloizeaux giebt folgende Winkel aus der Zone der Flächen 
TT2 und TII an*): 

(2^'ei) = (l30'021) = 41o— ' 
(ei"6i) = ;02riT2)= 38 40 
(61 V) = ;TT2'T11)= 48 28 
(c4'2^) = (Ti rT30) = 51 52 

1800 — 

§13. 

Nach dem von M. Websky durchgeführten Principe des zonenweisen 
Vorschreitens in der Krystallberechnung (§ 2) ist die Aufgabe, aus den 
Krystallelementen und den Flächenindices die Flächenwinkel abzuleiten, in 
folgender Weise zu behandeln. 



*) a. a. 0. S. 349. 
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Die Flachen A = A, Aj A3 und h' = h\ h'2 h\ , deren Winkel berechnet 
werden soll, bestimmen eine Zone, in der sofort drei weitere FIttchen durch 
ihre Indices bekannt sind, nttmlich die in die Zonen der Krystallaxen 
TT», TT», TT» fallenden Flachen (s. Fig. 406): 

»i»= (AA')j (ÄÄ"')j 

(AA')i 




m2=(AA')j 




p^JOÖ 



Fig. 4 06. 



m3= (ÄA')2 (ÄA'), 

Gelingt es, die Winkel zwischen den Flächen m^, m^ und m' zu er- 
mitteln, so sind wir offenbar 
im Stande mit Hülfe der 
Relation zwischen den lodi- 
ces und den Winkeln von 
vier tautozonalen Flttchen 
z. B. die Winkel (m^A) und 
(m'A') zu berechnen und da- 
raus den gesuchten Winkel: 

(AA') = (Am3) + (m»A') 

abzuleiten. Die Winkel 
[m^ir?) und \ja^wS) können 
in der That leicht durdi Auf- 
lösung von zwei sphärischen 
Dreiecken gefunden werden. 
In dem sphärischen Dreieck 

'p\m^w> sind zwei Seiten (y^^w^) und (w^pS ^^^ <i®r ^^"^ ihnen einge- 

schlossene Winkel (p^pim^) bekannt; denn es ist: 

cot ^«3^2) _ _ £1 (An sin (Tri ;r^ 

cot (;,i m3) = - ^ iJ^ . ;'°y-^'' , + cot (.-r3] 

(/)2pim2)== 1800 — (pi; 

Demnach kann die dritte Seite (m^m3) berechnet werden; nach 
Formel (11^ in § 3 des sechsten Kapitels ist: 

, „ ,, cos (w3pi' sin [y — 'pi wiTl 
cos m2m3 = ^^ — ^-^ — ^ ^ ^ 

sm X 
wobei der Htllfswinkel % zu bestimmen ist aus: 

cot X = lan (m3pt) cos [1800 — (pi)] 

In analoger Weise behandelt man das sphärische Dreieck p^mifii', von 
welchem ebenfalls zwei Seiten \'p^m^\ und ('/'3p2. und der von ihnen ein- 
geschlossene Winkel bekannt sind; 'denn es ist: 



§ 14 — 18. Berechnung der Winkel. 
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cot{p2mi,, = -^(**'^» 



sin {Tt^Tt^) 



und 



02 (ÄÄ')2 sin [n^Ti^) sin (n^) 



+ cot(7r*) 



Demnach kann die dritte Seite [m^m^) berechnet werden aus: 

cos [m^p^) sin [x — (p^wi*)] 



cos (m^ m^) = 



sinx 



wobei der HUlfswinkel x zu bestimmen ist aus: 

cot X == ^^^ (m^p^] cos (p2) 
Bezeichnet man nun die Doppelverhältnisse : 

so sind [m^h) und (m^A') zu berechnen nach (3) in § 2 des vierten Kapitelsaus : 

cot [m^h) = (1 — a) cot [m^m^) + 8 cot (m'm*) 
cot (m3A') = (1 — «') cot(m3m2) -f- ä' cot (m»mi) 

Für die Wert he jener Doppelverhältnisse, ausgedrückt durch die Indices 
der in ihnen auftretenden Flächen, erhält man : 

21 = — ^ (AA[)2 
A3 (hh% 

~ h\ (ÄA')3 

Dieses Verfahren ist etwas zu modificiren, wenn eine der Axenebenen 
P^ 1 P^f P^ ^^ der Zone [hh'] 
liegt. Es seien h, h\ p^ tau- 
tozonal , so dass A3 h\ — Aj A'3 
= ist. Nach M. Websky 
\Nilrde man in diesem Falle 
zunächst zwei der Winkel : 

/)2m), (p2n), (p2o) 

berechnen, worin m, n, die 
Flächen bedeuten, welche der 
Zone [A A'] und den Zonen : 

[010], [TIC], [OTI] 

gemein sind (s. Fig. 107] und 
daher die Symbole : 




Fig. 4 07. 



m = h^O A3 
ri = A) Aj A3 
= A, A3 A3 

besitzen. Darauf findet man, wie in dem allgemeinen Falle, den Winkel (AA') 
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mit Hülfe der Relation (3) Seite 40. Ebenso leicht gelangt man lum Ziel, 
wenn man die Winkel [p^h] und [p^h') aus den Formeln für ihre Tangenten 
berechnet (s. (3) Seite <84). 

Beispiel. Essoll der Fläcbenwinkel (20^444) des Aoorthits (8. Flg. 17, 
S. 86) berechnet werden. In diesem Falle ist: 

Ä = 4H, V««04c=m2 

ml =a 024, m8= 4T0 

(AÄ'h=4, (AÄ')2=4, fAÄ')3 = 5 

Wir legen die auf S. 4 78 angegebenen Elemente zq Grunde: 

Ol : 02 : 03 « 0,684748 : 4 : 0,550459 

(ttStt») = (p») = 980 4 8' 74" {n^) — [p^p^] « 85» 60' — " 

(7r3 7ri)ci(p2)=: 4 45 56 4 (ti«) = (p3pi) «« et 66 tO^ 

(Tri ;i2) = (p3) := 94 4j 9J (718; = (pip2)B. 87 6 U 

und berechnen zunächst den Flächenwinkel {pl^ni^, aus : 

cot (p3m«) = - ^ ^ ^jj^,-^-^ + cot («.; 

0,55018» t sin »30 13' 71". sin 630 56' JOi"^ * 

(j)3m«;— tloST' <7,8" 
Darauf den Fläcbenwinkel (pim'j aus: 

cot (Ät„,3) ^^^ si«(;T»;f)sln(>T3) + «»»C^' 

, '»"' ""^^i" - + cot 87« 6' .r 



0,684748 sin 4 45© 56' 4" • sin 870 5' 88' 

;pim3. =— 800 27' 17" 

W'ir erhalten einen negativen W^erth , weil die Winkel in der Zone [p^f^i ia 
der Richtung von p^ nach p2 positiv gerechnet werden. Demnüchst finden wir deo 
Flächenwinkel {m^h', aus dem sphärischen Dreieck nfih^p^ nach den Formeln: 

sin / 
cot / = tan [m^p^) cos [4 800 — (pi;l 
worin p*. = .;r*7r3) ist. Es ergiebt sich : 

cot / « tan 800 J7' J7" . cos 86O 46' 51,5" 
X = 880 6' 8J" 

cos 800 J7' 17" . sin 650 87 «9,17" 
^ sm 880 6' 8i" 

fn3Ä')= 880 4 8' J7" 
Aus : 

cot .p2mt ■= ? --— r-T-r— o :- T + COtfw«. 

«2 '»Ä 2 sin n^n« sin n^) 

cos S5O 56' 4" 

= 0,5504 59 . 2 . ..) n «>/ . »,.,,»» -»" CO* «50 50' 

COS 10 ii' 9,6" • sm 850 50 

folgt der Fläcbenwinkel: 

(p2wii -: 480 14' 29,4" 

Demnach ist In dem sphärischen Dreieck ptfutm': 
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, , ,. cos (m3p2) sin [y — p^m')! 

cos m* m3) = i — ^— i — :-^ - 

sin;r 

cot X = tan [m^p^) cos {p'^i 
Man erhält : 

C0t/ = tan 1470 88'. cos 4150 56' 4" 

/«=500 4'35" 

, , ^ cos 4 470 88' . Sin 60 50' 5,6" 

""'^^'^^^ = sin 500 i^ 35" 

(mim3)== 9407' 8,2" 

Endlich findet man den gesuchten Winkel (h^h) aus: 

cot(Ä'Ä) -• (4 — ul) cot(Ä'm3j + A cot (V ml) 
worin : 

A = (Ä'fn8mU) = 2 

(A'm«)« — 880 43'27, (Ä'm')— 550 53' 44,2" 
so dass : 

(Ä'Ä^=200 6r41,2" 



Elftes Kapitel. 

§ 1. Die möglichen Arten von Symmetrie in einem Büschel. § 2. Cen- 

trisch-symmetrische Krystallpolyäder. § 3 — 5. Die möglichen Arten und 

Eichtungen von Symmetrieaxen in Krystallpolyedern. § 6. Die möglichen 

Richtungen von Symmetrieebenen. § 7. Zusammenfassung der 

Ergebnisse. 



In den Systemen von Ebenen und Geraden, welche nach dem geometri- 
schen Grundgesetze derKrystallographie alsFlächen und Kanten anKrystall- 
polyädem auftreten können, sind gewisse Symmetrieverhaltnisse möglich, die 
wir aus dem Gesetz der rationalen Doppel Verhältnisse ableiten wollen. Wir 
beginnen mit der Untersuchung eines Büs.chels von Flächen oder Kanten. 

Zwei Elemente h und h' eines Büschels liegen symmetrisch in Be- 
ziehung auf jedes der beiden Elemente g und A: desselben Büschels, w enn g 
den Winkel [hh') und A: dessen Nebenwinkel halbirt ; oder mit anderen Wor- 
ten : sind in einem Büschel zwei Elemente h und h' gleich geneigt zu einem 
dritten g, so ist das Büschel symmetrisch zu diesem und zu dem auf ihm 
senkrecht stehenden Elemente k. In diesem Falle ist das Doppelverhältniss 
(hh' gk] ein harmonisches; denn es ist (s. Fig. 408, S. 192): 

{hg) = {gh'), (ÄA') + (Ä'A)=180o 
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folglich : 



und daher : 



sin (A' ff)- '' 
^ ^ ' sin(A ff) 



sin (ÄA*) 

sin(A'A) — 

sin (hk) 

S]n(A'A) 



Man sagt demgemäss auch : zwei Elemente eines Büschels sind sym- 
metrisch zu denjenigen Elementen, durch welche sie harmonisch getrennt 
werden. Die Elemente h und h' sind geometrisch gleichwerthig; sie 
heissen auch einander zugeordnet in Bezug auf die Symmetrieelemente 
ff und k. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob und wann ein Btlschel mehr als iwei 
Symmetrieelemente, welche, wenn sie allein vorhanden sind, einen Winkel 





Fig. 4 09. 



Fig. 4 08. 



von 90^ einschliessen müssen, besitzt. Seien / und m iwei unter einem 
von 900 verschiedenen Winkel zu einander geneigte Elemente, welche 
Symmetrieelemente des durch sie bestimmten Büschels sein sollen. Es 
entspreche / in Beziehung auf m das Element p und m in Beziehung auf / 
das Element q. Dann schliessen qlmp unter einander drei gleiche Winkel 
ein (s. Fig. 109): 

[ql) = [lm) = {mp) = (p 

Damit diese vier Elemente kr^stallographisch möglich seien, mu3S das 
Doppelverhältniss : 

'^^ P^ sin (Zm) sin{/p) 

einen rationalen ganzen oder gebrochenen Zahlenwerth, Null und Unendlich 
mit einbegriffen, besitzen. Nun ist: 

(qm) =2»), (/p) = «9^, (ffp) = ^q> 

folglich : 

, , sin 2 (Z) sin 2 a) 

qlmp)= — : ^ . o ^ 

' ^' sm (p sm 3qp 

oder: 



§ 4. Die möglichen Arten von Syaioietrie in einem Büschel. 
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/ , , 4 cos 2r/) 

{qlmp)= — ^ 

'^' 4 cos Hp — i 

Daraus ergiebt sich , dass dieses Doppelverhältniss gleichzeitig mit 
cos'^ ff, d. h. für folgende Werthe von (p rational ist: 

q) = 900 cos<p = (qlffip) = 
= 60 = i_ =~ 

= 45 = y^ =« 

= 30 =iV3 =f 

Bezeichnen wir die Anzahl gleicher Symmetrieelemente eines Büschels 






Fig. UO. 



Fig. ^4. 



Fig. 142. 




Fig. US. 



als den Grad der Symmetrie desselben, so können wir das vorstehende 
Resultat durch den Satz aussprechen : 

Der Grad der Symmetrie in einem Büschel ist 2, 3^ 4 odei' 6, Die gegen- 
seitige Lage der Symmetrieelemenle wird durch Fig. \QS 
auf Seite 192 und Fig. HO, \\\, 112 veranschaulicht. 

Der Grad der Symmetrie eines Büschels katm nicht 
gleichzeitig 4 und 6 oder 4 und 3 sein. Denn würe dies 
möglich , so müsslen vier Elemente a, 6, c, d vorhanden 
sein (s. Fig. 113), welche die Winkel: 

(a b] = 30«, (a c) = 45«, (« d) = 90« 

einschliessen und deren Doppel verhaltniss : 

. , ,^ sin (ac) s\r\ {hd) 

Ulbcd)= -.- .T-T ' . r— r 

^ ' sm ipc) sm (ad) 

daher den irrationalen Zahlcnwerth : 

sin 450 sin fiO« ^3^ 

sin 15« sin 90« 1^2 '2 VW) 

annimmt. Dieser Fall ist nach dem Gesetz der rationalen Doppelverhält- 
nisse krystalloj;raphisch unmöglich. 



Li«*biuch, Geometr. Kry8t;iIIo};r. 
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Ein Krystallpolyöder heisst centrisch-symmetrisch, wenn es 
einen Punkt besitzt, der alle durch ihn gezogenen und von dem Polyöder 
begrenzten Geraden halbirt. Ein solches Polyöder ist von paarweise 
parallelen und von dem Centrum gleich weit entfernten congruenten 
Flachen und von paarweise parallelen gleichen Kanten begrenzt. 

Umgekehrt, sind die Flüchen eines Krystallpolyöders paarweise parallel 
und congruent und die Kanten desselben paarweise parallel und gleich 
lang, so besitzt das Polyöder ein Centrum der Symmetrie, von welchem die 
zu einander parallelen Flächen und Kanten gleich weit entfernt sind. 

Je zwei entsprechende Winkel eines centrisch-sym metrischen Kryslall- 
polyöders sind gleich und von gleichem Sinn; je zwei entsprechende 
Kanten sind gleich und parallel; entsprechende Polygone sind congruent 
und von gleichem Sinn für Betrachter, welche beidemal auf den inneren oder 
auf den äusseren Seilen der Ebenen, in denen die Polygone liegen, stehen ; 
je zwei entsprechende Ecken oder Flächengruppen sind gleich und von 
gleichem Sinn. 

Man construirt das Centrum der Symmetrie als Schnittpunkt dreier 
Ebenen, welche zu drei Paaren von einander entsprechenden Flächen 
parallel laufen und dabei die Abstände dieser Flächenpaare halbiren, oder 
als Schnittpunkt dreier Geraden, welche analoge Eigenschaften in Bezug 
auf drei Paare von einander entsprechenden Kanten haben. 

Beispiele für Krystallpolyöder, welche centrisch-symmetrisch sind und 
keine anderen Symmetrieeigenschaften besitzen, bieten die Krystalle des 
t r i k 1 i n e n Systems dar. 

Für ein centrisch-symmetrisches Krystallpolyöder ist das Gentrum der 
Symmetrie gleichzeitig der geometrische Mittelpunkt (s. Seile 7). 
Aber es ist nicht umgekehrt der geometrische Mittelpunkt eines KrystalU 
polyöders stets auch ein Centrum der Symmetrie. Es besitzen z. B. die 
sogenannten geneigtflächig-hemiüdrischen Kr}'stallpolyöder einen geometri- 
schen Mittelpunkt, ohne dabei centrisch-symmetrisch zu sein. 

§3. 

Symmet rieaxc eines Krystallpolyöders ist jede Gerade, um welche 
man das Polyöder um einen aliquoten Theil einer ganzen Umdrehung derart 
drehen kann, dass es in allen seinen Punkten mit Punkten seiner ersten 

Lage zusammenfällt. Ist — der kleinste zu der Axe gehörige Drehwinkel| 

so heisst die Axe n-z ä h l i g. 

Zwei n-zählige Symmetrieaxen eines Krystallpolyöders werden gleich 
genannt, wenn die Anordnung der Flächen und Kanten um die eine von 
ihnen dieselbe ist, wie um die andere. In diesem Falle muss das Polymer 
aus einer Anfangslage in eine neue Lage gebracht werden können, derart^ 
dass es in allen seinen Punkten mit Punkten der ersten Lage zusammenfällt 
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und die eine der beiden gleichen n-zöhligen Symmetrieaxen dahin zu liegen 
kommt, wo sich vorher die andere befand. 

Sind A und B zwei Punkte einer Symmetriease und ist die Anordnung 
der Fliichea und Kanten des Polyeders um die von A nach B gerichtete 
Axe dieselbe wie um die entgegengesetzt gerichtete , so sind die tieiden 
Richtungen dieser Axe einander gleich. Kann das Polyeder mit sich selbst 
derart zur Deckung gebracht werden, dass die Symmetrieaxe i4£ in der 
entgegengesetzten Richtung wie vorher verlauft, so nennen wir eine solche 
Axe zweiseitig. Eine Symmetrieaxe, deren einander entgegengesetzte 
Richtungen nicht deckbar gleich sind, soll als einseitig bezeichnet 
werden. 

Wir wollen jetzt nachweisen , dass eine Symmetrieaxe a die Bichtung 
einer möglichen Krystallkante und die auf ihr senkrecht stehende Ebene s die 
Richtung einer möglichen 
k'rystaltflache hat. In 
der folgenden Untersu- 
chung denken wir uns 
jedes Krystallpolyeder 
durch seine Poltigur 
ersetzt und in diese 
auch die Schnittpunkte 
und Schnittkreise der 
durch den Hittelpunkt 

des Krystalles gehen- Fig. ^^^. Fig. <is. 

den Geraden und Ebe- 
nen aufgenommen. 

Zunächst nehmen wir an, dass n eine grade Zahl sei. In diesem 
Falle existirt zu einer, nicht unter 90* gegen a geneigten Kryslallkante a 
eine gleichwerthige Kante a' von der Beschaffenheit , dass a , a und a in 
einer Ebene liegen und Winkel : 

(00) = (oo') 
ist. Dasselbe gilt von einer Kante ß und der ihr gleichen Kante ß" (siehe 
Fig. 114). Die Verbindungsebenen aa' imd ßß" sind mögliche Kryslall- 
flüchen , folglich ist ihre Durchschniltslinie , die Axe a, eine mSgliche Kry- 
stallkanle. Bezeichnet man die Geraden, welche die Nebenwinket von (ao:') 
und [ßß'] halbiren, mit ^ und **, so sind die Doppelverhältnisse : 

(otra» = — 1, {ßaß'v)=— 1 
also fi und v mögliche Krj stallkanten und ihre auf a senkrecht stehende 
Verbindungsebene s eine mögliche Krystalldüche. 

Es bedeute jetzt n eine ungrade Zahl, dann muss n mindestens 
gleich 3 sein. Die zu einer, nicht unter 90" gegen a geneigten Kante A, 
gehörigen gleichen Kanten seien ij und I3 [s. Fig. 115), In der Verbin- 
dungsebene [l^ ^] sind zwei Kaulen i^, und [t^ möglich , von denen die 
eratere den Winkel {lils) innen, die letztere aussen halbirt. Analoge Be- 




196 . Klftes Kapitel. 

deutungen haben die Kanten 1/2 und fi2 in der Ebene [l^ AJ und die Kanten 
173 und JU3 in der Ebene {^ X2}. Demgemäss sind die Verbindungsebenen : 

{^^1)7 {^^2)1 {^^3} 
welche sich in der Axe a schneiden , mögliche Rrystallflächen ^ also a eine 
mögliche Krystailkante. Ferner ist die Yerbindungsebene : 

welche senkrecht auf a steht, eine mögliche Krystallfläcbe. — Auf demsel- 
ben Wege findet man , dass für n ^ 3 die auf der Symmetrieaxe a senk- 
recht stehende Ebene s eine mögliche Krystallfläche ist. 

Wir haben nun zu beachten, dass^ wenn a eine n-zählige Symmetrie- 
axe eines Krystallpoly Oders sein soll, das FlächenbUschel, dessen Axe a ist, 
und das Kantenbttschel , welches in der auf a senkrechten KrystalUltfche 
liegt, denselben Grad der Symmetrie haben müssen. Daher wird^ wenn n 
eine grade Zahl ist, nach dem in § 1 bewiesenen Satze, a nur 2-, 4- oder 
6-zählig und, wenn n eine ungrade Zahl ist, a nur 3-zählig sein können. 
Hieraus ergiebt sich die Richtigkeit des oben angeführten und die des fol- 
genden Satzes: 

Ein Krystallpolyeder kann nur ^-, 5-, 4- oder ß-zöhlige Symmetriefixen 
besitzen. 

Das letzte , eine Folgerung aus der charakteristischen geometrischen 
Eigenschaft der Krystalle darstellende Resultat gestattet uns die verschie- 
denen möglichen Richtungen von Symmetrieaxen in Krystallpolyädem ab- 
zuleiten, wenn wir dem Wege folgen, denL.Sohncke 
in seinem grundlegenden Werke »Entwickelung einer 
Theorie der Krystallstructur , Leipzig, 1879, Kapitel 
III (( zur Aufsuchung der verschiedenen möglichen 
Richtungen von Axen in regelmässigen unendlichen 
Punktsystemen eingeschlagen hat*). 

Es seien a^ und a^ zwei gleiche n-zUhlige Sym- 
metrieaxen von der Beschafl'enheil, dass kein anderes 
FigTTTe. ^**^^^ n- zahliger Axen einen kleineren Winkel 

bilde als: 

(ai (T2) = 2 

Durch eine Drehung der Polfigur um 02 um — komme Of nach a^ 

(s. Fig. 116), so dass: 

(a, (72) = ((72 aa) = ^, {oy a^'^a^ (73) = — 




*) Vgl. A. G a (1 Ol i n. M6m. sur la döduction d'un seul principe de tous le» s^'st^mes 
cristalloj^r. avcc Icurs subdivisions. Acta soc. scient. fcnnicae. Hclsingforsiae 4871, 9, 
1 — 71 (Lu le 49. Mars 1867). Weniger eingehend behandelte E. Mallard die Frage 
nach den muglichen Arten und Richlungon von Symmelrieaxen. Tratte de cristallogr. 
geom. et phys. Paris 4879. 1, Chap. IV. 
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Dann muss a^ mit a^ gleichworthig , d. b. ebenfalls eine n-zähligo 
Symmelrieaxe sein. Dasselbe gilt von a^f wenn dies die Grade ist, mit der 

02 nach einer Drehung der Polfigur um a^ um — zusammenfällt. Setzt 

n 

man dieses Verfahren fort, so erhält man eine Gruppe von n-zähligen Sym- 
metrieaxen , welche auf der Kugeloberflache ein regelmässiges sphärisches 
Vieleck bestimmen , das sich schliessen muss und nicht sternfönaiig sein 
kann, weil sonst, der Voraussetzung entgegen, zwei n-zählige Symmetrie- 
axen vorhanden wären, die unter einander einen Winkel < ^ bildeten. 
Demnach kann der Satz ausgesprochen werden : 

Sind zwei gleiche n-zählige Symmetrieaxen von verschiedenen Richtungen 
Vorhemden, so existiren p solche Axen^ welche wie die Kugelradien nach den 
Ecken eineSj, nicht stei'nförmigen , regelmässigen sphärischen p-Ecks gerichtet 
sind. 

Es sollen nun diejenigen regelmässigen sphärischen Vielecke , welche 
die verschiedenen Richtungen gleicher n-zähliger Symmetrieaxen bestim- 
men, aufgesucht werden. Der Flächeninhalt des regelmässigen sphärischen 
/)-Ecks ist : 

worin (p die Zahlenvcrbindung : 

q) = 2n — p(n — 2) 

und K den Flächeninhalt der Rugeloberfläche : 

K=kr^7t 

bedeuten. Der Flächeninhalt Fp muss positiv*, also 9) > sein. Da nur 
solche Symmetrieaxen krystallographisch möglich sind, bei denen n = 2, 
3, 4 oder 6 ist, so erhält man auch bestimmte Werthe für die ganzen Zah- 
len p, d. h. für die Eckenzahlen der gesuchten sphärischen Vielecke. Diese 
Werthe müssen die Eigenschaft haben, dass für sie die Zahlenverbindung : 

f|) = 2n — /)(n — 2)> 
ist. 

Der Werth p = \ kommt nicht in Betracht, weil ein Eineck sinnlos 
ist. Die Thatsache, dass für p = 39 = 4, also unabhängig von n ist, hat 
die Bedeutung , dass jede n-zählige Symmelrieaxe nach den Ecken eines 
sphärischen Zweiecks, d. h. nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen 
verUmfen kann oder nach der Erklärung in § 3 , dass jede n-zählige Sym- 
metrieaxe zweiseitig sein kann. Umgekehrt ist für n = 2 ebenfalls (/? = 4, 
also (p unabhängig von p. In diesem Falle bleibt also die Eckenzahl des 
sphärischen Vielecks zunächst noch unbestimmt. Da der Flächeninhalt des 
Vielecks gleich dem der halben Kugeloberfläche ist: 

P =^ 

so müssen seine Ecken in einem Ilauptkrcise der Kugel liegen , d. h. das 
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Vieleck nmss eiD ebenes sein. Wir können daher den Satz aussprechen : 
2-3ühlige (jleiche Symmetrieaa:en von verschiedener Richtung verlaufen ent- 
weder nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen oder parallel den 
Radien nach den Ecken eines regelmässigen ebenen p-Ecks, dessen Eckenzahl 
noch zu bestimmen ist. 

Ist n = 3, so erhält man : 

f|) = 6 — ;; 

und dieser Werth wird positiv für /> = 2, 3, 4, 5. Die Flächeninhalte der 
entsprechenden sphärischen Vielecke sind : 

/^2 = 3, ^3-4, ^4-e-, ^5-^2 

Sehen wir von dem ersten Falle des sphärischen Zweiecks für den 
Augenblick ab, so haben die nach den Ecken der übrigen sphärischen Viel- 
ecke gerichteten Kugelradien dieselben Richtungen wie die Geraden, 
welche die geometrischen Mittelpunkte des regelmässigen Tetraeders, 
Hexaeders und Pentagondodeka(^ders mit den Ecken dieser Polyöder ver- 
binden. Nun ist das regelmässige Pentagondodekaöder als Krystallform 
unmöglich , weil seine Flächen dem Gesetze der rationalen Indices nicht 
unterworfen sind; daher sind auch die von dem Mittelpunkte nach den 
Ecken dieses Polyeders gerichteten Geraden krystallographisch unmögliche 
Linien. Es ergiebt sich also : S-zählige gleiche Symmetrieaxen von verschie-- 
dener Richtung verlaufen entweder nach zwei einander entgegengesetzten 
Richtungen oder parallel den Verbindungslinien der geometrischen Miltel- 
punkte des regelmässigen Tetraeders und Hexaeders mit den Ecken dieser bei- 
den Polyeder, 

Ist n = 4, so nimmt <p den Werth : 

9, = 2(4-p) 

der für /> = 2 und ;) = 3 positiv ist, an. Das hierher gehörige sphärische 
Zweieck hat den Flücheninhalt: 

K 

4 

und das sphärische Dreieck den Inhalt : 

K 

8 



^2 = 



/^3 = - 



Letzteres umfasst also einen Kugeloktanten, und die nach seinen Ecken 
gerichteten auf einander senkrecht stehenden Kugelradien haben dieselben 
Richtungen wie die Geraden , welche den Mittelpunkt des regelmässigen 
Oktaeders mit den Ecken desselben verbinden. Man kann daher sagen : 
^zählige gleiche Symmetrieaxen von verschiedener Richtung können entweder 
nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen oder parallel den Verbinr- 
dungslinien des geometrischen Mittelpunktes und der Eckpunkte des regel- 
mässigen Oktaeders verlaufen. 
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Endlich erhült man für n = 6 den Werlh : 

■P = * (3 - P) 
der nur für p ^ S posiliv wird. Hierher gehört altio das spbürischc Zwei- 
eck mit dem Flächeninhalt : 

d. h. O-zäA/tje gleiche Symmetrieaxen von verschiedener Richtung körmen nur 
nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen verlaufen. 

Es seien ffi . . . ö''/) gleiche n-zählige Symmetrieaxen (6 > n > 2), 
welche wie die Radien nach den Ecken eines sphärischen p-EcJss gerichtet 
sind. Eine n-zahlige Drehung der Kugel um o' fuhrt das sphürische ji-Kck 
in eine neue Lage auf der Kugel Oberfläche, in der es mit einer Seile an der 
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Fig. m 



frUherea anliegt. Die Radien nach den neuen Eckpunkten müssen wieder 
n-zählige Symmetrieaxen sein. Selzt man dieses Verfahren fort, so erhält 
man doch nur eine endliche Zahl von Symmetrieaxen. Denn die sphä- 
rischen Vielecke, nach deren Eckpunkten gleiche n-zühlige Symmetrieaxen 
verlaufen und deren Inhalte, wie wir gesehen hahen : 



^3 = 



^3 = 1 



f, = . 



sind, besitzen die Eigenschaft, die Kugeloberfläche lückenlos zu schliessen. 
Hieraus ergiebt sich : 

Sind swei gleiche 5-zählige Symmelrieaxen von verschiedener , aber 
nicht entgegengesetzter Richtung vorhanden, so existiren noch zwei gleiche 
Symtnelrieaa:en dieser Art, welche mit jenen wie die Radien nach den Ecken 
eines regelmässigen Tetraeders oder wie die Eckendiagonalen eines Würfels 
gerichtet sind. Sind zwei gleiche 4-zühlige Symmetrieaxen von verschiedetier, 
aber nicht entgegengesetzter Richtung vorhanden , so existirl noch eine dritte 
Si/mmetrieaxe dieser Art. Die drei Axen sind gerichtet wie die Eckendiago- 
nalen eines regelmassigen Oktaeders. 



200 



Elftes Kapitel. 



Diimit sind die Riehlunticn für gleiche n-zählige Symmetrieaxen In 
= 3, 4) crsrhöpfl. Ks müssen gleiche 4-zahlige Axen wie die Eckendia- 
gonalen des regelmässigen Oktadders (Fig. 
117, Seile 199), gleiche 3-zahlige wie 
die Eckendiagonalen des Würfels (Fig. 118, 
Seite 199) oder wie die Eckendiagonalcn 
des regelmiissigen Telraöders (Fig. 4 49) 
gerichtet sein. Bezeichnet man die Ecken- 
diagonalen des Oktaeders mit: 




7t' 



7t' 



7t^ 



Fig. H9. 



ö\ 


«5', 


(J^ 


hinten links 


hinten rechts 


vorn links 


unten 


ühen 


oben 



vorn rechts oben 

die nach den oberen Würfelecken gerich- 
teten Diagonalen mit: 

d», d\ d^, d« 

vorn reclits liinten rechtes vorn links hinten links 

und die Eckendiagonalen des Telrai^ders mit: 

vorn rechts 
unten 

so haben in diesen Fallen die Winkel 2 zwischen benachbarten Symnieine- 
axen folgende Werthe. Im Oklai^dcr ist : 

2 = (7t^7t'^) = (7t^7t^) = (/r« /r2) = 900 

Da die KantenlUngen , Fliichendiagonalen und Eckendiagonalen des 
Würfels sich verhalten wie : 

1 : F2 : V3 
so ist : 

cos i [0^6^) = Vi 
also : 

V = (rfo^i) = (^1^3) = (^3^2) = (^2^0) == 700 34' 43^6" 

Die Kantenlängen des TelraiUiörs verhalten sich zu den Verbindungs- 
linien des Mittelpunktes mit den Ecken wie: 



folglich ist: 
also : 



1 V3 



F2 

sin4(()><J2)=V| 



^ = (d'i Ö'^) = ((52^3) = (^3^1) =._,== 409« 28' 16,4" 

Dass in der That 4-zHhlige und 3-zUhlige S\mmetrieaxen nach andereD 
Richtungen unmöglich sind, ergiebt sich daraus, dass anderenfalls Axeo 
von dieser Ziihligkeit vorhanden wären, welche mit gleichen Axen kleiDero 
Winkel bildeten, als die im Vorstehenden angegebenen Winkel 2; letztere 
wurden aber unter der Voraussetzung abgeleitet , dass kein anderes Faar 
gleicher n-zähliger Axen einen Winkel <^ 2 einschliesse. 
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§5. 

Es sollen jetzt die möglichen Arten und Richtungen von ver- 
schiedenen Symmetrieaxen in einem und demselben Krystaliflächen- 
roniplex aufgesucht werden*). 

Es sei eine zweiseitige n-zähiige Symmetrieaxe y vorhapden. Ihre 





Schnittpunkte mit der Kugel seien y und y. Dann muss nach der Erklärung 
einer zweiseitigen Symmetrieaxe in § 3 die Polfigur derart mit sich selbst 
zur Deckung gebracht werden können^ dass die Richtung yy so verläuft, 
wie vorher die ent- 
gegengesetzte Rich- 
tung. Dazu ist eine 
Drehung der Polfigur 

-= 180» um 



u.n - 

eine zur Axc y senk- 
rechte Gerade erfor- 
derlich. Also muss 
eine zu y senkrechte 
2-zahlige Symme- 
trieaxe a vorhanden 
sein. Da nun y eine 
/i-ziihlige Symme- 




i: 



-f- 



f""- 



Fig. 423. 



2>ir 



trieaxe ist, so muss a nach jeder Drehung um ^^ mit einer ihr gleichen 

Symmetrieaxe zusammenfallen. Man erhält demnach für: 

n = 6, drei unter -r- = 60® zu einander geneigte zweiseitige Queraxen : 

6 

/i = 4, zwei unter -T- = 90® zu einander geneigte zweiseitige Queraxen: 

4 

of,ä,, «2 «2; 



•) L. Sohncke, a. a. 0. S. 48—60. 
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9 TT 

n = 3, drei unter -^ = 120® zu einander geneigte einseitige Queraxen : 

«1, «21 ^3> _ 

n = 2, eine zweiseitige Queraxe aa. 

Die Richtungen dieser Queraxen sind in Fig. 120 — 123 durch voll- 
ständig ausgezogene Linien dargestellt. 

Das Vorhandensein der Symmetrieaxen y und a bedingt, dass auch 
noch 2-zähiige Symmetrieaxen existiren, welche die Winkel der Axen a 

halbiren. Denn nach einem Satze von Euler*) sind 
zwei »nach einander auszuführende Drehungen um 
zwei sich schneidende feste Axen q und a des Rau- 
mes um die Drehwinkel r und 9 zusammen aequi- 
valent einer Drehung um eine durch denselben 
Punkt gehende dritte Axe t um den Drehwinkel t. 
Um T zu finden, beschreibe man mit beliebigem 
Radius eine Kugel um den Schnittpunkt der ge- 
gebenen Axen Q und a. Von den beiden Schnitt- 
Fig. KU. punkten einer jeden Axe mit der Kugelflache kommt 

nur je einer, den man beliebig wählen kann, in Be- 
tracht (siehe Figur 124). Nun zieht man auf 
der Kugelflache zwei grösste Kreise, indem man erstens im Schnitt- 

punkt Q der ersten Axe ihren halben Drehwinkel ^ an den durch die Axen 

Q und a gehenden grössten Kreis antragt, — und zwar auf derjenigen Seite 
dieses Kreises, von welcher her die Drehung erfolgt, — und zweitens im 

Schnittpunkt a der zweiten Axe den dieser zugehörigen Drehwinkel -^ , — 

jedoch auf der Seite des grössten Kreises q er, nach welcher hin die Drehung 
erfolgt — : dann bestimmen die Schnittpunkte t dieser zwei grössten Kreise 
die Lage der gesuchten dritten Axe r, und der bei t befindliche Aussen«- 

Winkel des sphärischen Dreiecks qax ist ihr halber Drehwinkel ^.« — 

Nach diesem Satze sind eine Drehung um die Symmetrieaxe y um — und 

27r 
eine Drehung um die Symmetrieaxe a um -^ zusammen aequivalent einer 

z 

Drehung um eine Axe /9, welche senkrecht auf y steht und mit a den 

7t %7Z 

Winkel — einschliesst, um den Drehwinkel -^, Demgomass ist ß eine 
tt z 

27r 
2-zahlige Symmetrieaxe, welche den Winkel — zweier Nachbaraxen a 

halbirt. Man erhalt für: 



*) Vgl. Sohncke, a. a. 0. S. 84. — W. Schell. Theorie der Bewegang aml 
Krftfle. i. Aun. Leipzig. 4879, 1, 474. 
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n = 6, drei zweiseitige Queraxen : ßiß^ ßißij ßzßz'i 

n = iy zwei zweiseitige Queraxen : ß\ ßi, ßißi \ 

n = 3, drei einseitige Queraxen: aj, «2» ^3? welche mit «j, a^t 0f3 der 

Lage nach zusammenfallen, aber entgegengesetzt gerichtet sind; 
n = 2, eine zweiseitige Queraxe ßß. 

In Fig. 120 — 123 auf Seile 201 sind die Richtungen dieser Axen durch 
gestrichelte Linien dargestellt. — Als Ergebniss dieser Betrachtung können 
wir den folgenden Satz aussprechen : 

Das Vorhandensein einer zweiseitigen n-zähligen Symmetrieaxe bedingt ^ 
dass senkrecht zu dieser Axe : 

a) ^-zählige, unter einander gleiche Symmetrieaxeny nach n Richtungei\j 

9 TT 

deren je zwei Nachbarrichtungen den Winkel — einschliessefi, und 

b) 2-zähligey unter einander gleiche Sj^mmetrieaxen, deren Richtungen 

die Winkel — der vorigen halbiren, vorhanden sind. 

Wendet man den Eule raschen Satz auf den Fall an, dass drei gleiche 
4-ziihlige Symmetrieaxen nach den Ecken des regelmässigen Oktaeders ver- 
laufen, so findet man, dass gleichzeitig vier 3-zählige, unter einander gleiche 
Symmetrieaxen nach den Flächenmitten und sechs 2-zUhlige, unter 
einander gleiche Symmetrieaxen nach den Kantenmitten dieses Polyeders 
gehen (s. Fig. 117). In analoger Weise ergiebt sich für den Fall, wo vier 
gleiche 3-zählige Symmetrieaxen wie die Eckendiagonalen des Würfels ge- 
richtet sind, dass gleichzeitig sechs gleiche 2-zählige Symmetrieaxen nach 
den Kantenmitten und drei gleiche 4-zählige nach den Flächenmitten des 
Würfels vorhanden sind (Fig. 118). Diese Symmetrieaxen sind ebenso ge- 
richtet, wie die gleichzähligen Axen des regelmässigen Oktaeders. Endlich 
erhalt man in dem Falle, wo drei gleiche einseitige 4-zählige Symmetrie- 
axen nach den Ecken des regelmässigen Tetraeders verlaufen, noch drei 
gleiche zweiseitige und 2-zühlige, auf einander senkrecht stehende Sym- 
metrieaxen, welche gegenüberliegende Kantenmitten des Tetraeders ver- 
binden (Fig. 119). 

§6. 

Symmetrieebene eines Krystallpolyeders nennt man eine Ebene, 
in Bezug auf welche die Flächen und Kanten des Polyeders sich paarweise 
ordnen, derart, dass die von einem Flächen- oder Kantenpaare begrenzten 
und auf der Symmetricebene senkrecht stehenden Geraden von dieser 
Ebene halbirt werden. Eine Symmetrieebene theilt einen Krystall so, dass 
die eine Hälfte das Spiegelbild der anderen in Bezug auf die Symmetrie- 
ebene ist. 

Eine Symmetrieebene hat die Richtung einer möglichen KrystallßächCj 
denn sie ist der geometrische Ort der Kanten, in denen entsprechende 
Krystallflächen sich schneiden. 
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Die Normale einer Symmetrieebene eines cenlrisch-symmelriscfienKrysiaU' 
polyiulers ist eine graäzählige Symmetrieaxe. Das VorhandeDsein einer 
SymmetriccbeDO s bedingt, dass zu einer beliebigen Kante a des Polymers 
die Kante a' gehört, welche unter demselben Winkel gegen s geneigt ist ^rie a 
und die Eigenschaft hat, dass der Nebenwinkel von (a a') durch die Normale 
a von s halbirt wird. Da das Polyeder ein Centrum C der Symmetrie be- 
sitzen soll, so existiren zwei Kanten ä und ä', welche zu a und a' parallel 
laufen^ derart, dass die Abstände von a und et, a' und a' in C halbirt 
werden. Die Normale a von s in C halbirt dann die von gleichwerthigen 
Kanten eingeschlossenen Winkel [a a!) und [a' a) (s. Fig. 425). Stellen wir 
uns nun vor, dass ä und a! beweglich seien, so würden sie durch eine 
Drehung um 180^ um a mit ol und a zur Deckung kommen. Daraus folgt, 
dass nach der in § 3 aufgestellten Definition die Normale a eine gradsäblige 
Symmetrieaxe sein muss. 

Aus diesem Beweise erhellt zugleich, dass auch die Umkehning des 

vorstehenden Satzes gültig ist, d. h. dass die auf 
einer gradzOhligen Symmetrieaxe eines cenirisch- 
symmetrischen krystallpolyMers senkrecht stehende 
Ebene eine Symmetrieebene des Polyf^ers ist. 

Die Normalebene einer B-zähligen Symipe- 
trieaxe ist also auch dann keine Symmetrieebene, 
wenn das betreffende KrystallpolyOder ein Centnim 
der Symmetrie besitzt. Hierfür bieten die holo- 
edrischen und die pentagonal-bemiedriscfaen Kry- 
stalle des regulären Systems, sowie die rhomboe- 
drisch -hemiedrischen Krystalle des hexagonalen 
Systems Beispiele dar. 
Es ist jetzt leicht einzusehen, dass ein Centrum der Symmetrie^ eine 
gradzählige Symmetrieaxe und eine zu ihr senkrechte Symmetried>ene drei 
Elemente darstellen^ die so verbunden sind, dass die Gegenwart zweier unier 
ihnen immer das Vorhandensein des dritten nach sich zieht. 

Schneiden sich m gleiche Symmetrieebenen in einer Geraden, so ist 
die letztere mindestens eine m-zählige Symmetrieaxe *) . 

§7. 

Fassen wir jetzt die Ergebnisse von § 3 — 6 zusammen, so gewinnen 

wir eine Einthcilung derjenigen Krystallpolyödcr, welche Symmetrieaxen 

besitzen. Die in Klammern hinzugefügten Benennungen beziehen sich auf 

die tabellarische Uebersicht der Krystallsystenie in § 5 des zwölften Kapitels. 

n = 6. 

KrystallpolyOder mit einer 6-zähligon Symmetrieaxe. 

(Erste Abthoilung des hexagonalen Systems.) 

a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen 3 -|- 3 zweiseitige 

und 2-zahlige Queraxen. ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so 

*) A. Bravais. Mem. sur les polyddres de forme symötrique. Theoreme. XIV. 
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sind die auf diesen 7 Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrie- 
ebenen. 

b) Die Axe ist einseitig ; ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, 
so ist die auf ihr senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

n = 4. 

A. Krystallpolyäder mit einer 4-zahligen Symmetrieaxe. 

(Erste Abtheilung des tetragonalen Systems.) 

a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen 2+2 zweiseitige 
und S-zahlige Axen. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind 
die auf diesen 5 Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 

b) Die Axe ist einseitig; ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, 
so ist die auf ihr senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

B. Krystallpoly^der mit drei zu einander senkrechten gleichen 4-zähligen 

Symmetrieaxen. 
(Erste und zweite Gruppe des regulttren Systems.) 

Diese Axen sind zweiseitig und werden begleitet von vier gleichen 3-zäh- 
ligen und sechs gleichen 2-zähligen Axen, die ebenfalls zweiseitig sind. 
Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den 4-zähligen 
und den 2-zähligen Axen senkrecht stehenden 9 Ebenen Symmetrieebenen. 

n = 3. 

A. Krystallpolyöder mit einer 3-zähligen Symmetrieaxe. 
(Zweite Abtheiluug des hexagonalen Systems.) 

a) Die Axe ist zweiseitig und senkrecht zu ihr stehen drei 2-zählige 
Axen. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den 
2-zahIigen Queraxen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 

b) Die Axe ist einseitig. Auch in dem Falle , wo ein Centrum der 
Symmetrie vorhanden ist, existirt keine Symmetrieebene. 

B. Krystallpolyöder mit vier gleichen 3-zahligen Symmetrieaxen, weiche 

wie die Eckendiagonalen des Würfels gerichtet sind. 

Dieser Fall ist identisch mit n = 4, B. 

C. Krystallpolyöder mit vier gleichen 3-zähligen Symmetrieaxen ^ welche 

wie die Radien nach den Ecken eines regelmässigen Tetraeders 

gerichtet sind. 

(Dritte, vierte und fünfte Gruppe des regulären Systems.) 

Die Axen sind einseitig und werden begleitet von drei gleichen 2-zah- 
ligen Axen, welche die Mitten gegenüberliegender Kanten des Tetraeders 
verbinden. Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die drei, 
auf den S-zähligen Axen senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenen. 
Wenn kein Centrum der Symmetrie vorhanden ist, so können die sechs, 
durch je eine 2-zählige Axe gehenden und die Winkel der beiden anderen 
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2-zähligcD Axen halbirenden Ebenen Symmetrieebenen sein, da ihre 

Normalen nicht Symmetrieaxen sind. 

n = 2. 

A. RrystaJlpolyOdcr mit einer 2-zähligen Symmetrieaxe. 
(6. Gruppe des tctragonalen Systems. 3. Gruppe des rhombischen Systems.) 

(Monokünes System.) 

Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so ist die auf der Axe 
senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

ß. Krystallpolyiider mit drei zu einander senkrechten ä-zäbligen Syin- 

metrieaxen. 

a) Von den drei Axen sind zwei einander gleich. 

(4. Gruppe des tetragonalen Systems.) 
Die beiden ; durch die dritte Axe gehenden und die Winkel der beiden 
gleichen Axen halbirenden Ebenen sind Symmetrieebenen. 

b) Die drei Axen sind ungleich. 

(5. Gruppe des tetragonalen Systems, i, und 2. Gruppe des rhombischen Systems.) 
Ist ein Centrum der Symmetrie vorhanden, so sind die auf den Axen 
senkrecht stehenden Ebenen Symmetrieebenon. 
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Wir haben die Gesammtheit der an einer bestimmten krystallisirten 
Substanz möglichen KrystiillflHchen als den Krystallflächencomplex der 
Substanz bezeichnet. Ist dieser Gomplex in irgend einer Beziehung sym- 
metrisch, so erfordert das Vorhandensein einer beliebigen Fläche in dem- 
selben die Existenz anderer Flüchen, welche mit jener eine Gruppe von 
untereinander gleichwerthigen FlUchen bilden. An einem vollkommen aus- 
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krystallisirten Körper wird von einer Gruppe gleichwerlhiger Flächen 
niemals eine ohne die anderen auftreten*). 

Man denkt sich die an einem Krystalle vorhandenen , untereinander 
gleichwerthigen Flächen zu einer selbständigen Gestalt, welche einfache 
Krystallform genannt wird, vereinigt. Es giebt ringsum geschlossene 
Krystallformen und andere, welche für sich ein endliches Stück des Raumes 
nicht begrenzen. Die Zahl der Flächen einer einfachen Form hängt von 
den Symmetrieeigenschaften des Krystalles ab. 

Ein Krystallpolyeder , welches von den Flächen mehrerer einfachen 
Formen gebildet wird, heisst eine Combination dieser Formen. Die Ge- 
sammtheit aller an einer bestimmten krystallisirten Substanz möglichen 
einfachen Krystallformen wird nach Mohs die Krystallreihe, nach 
Naumann der Krystallformencomplex der Substanz genannt. 

§2. 

Die Zahl der Flächen einer einfachen Krystallform, von denen keine 
zu einer Symmetrieaxe parallel oder senkrecht ist, beträgt : 

wenn N2 ' - Nq die Anzahlen der 2- , • • , 6-zähligen Symmetrieaxen be- 
deuten und wenn jede dieser Axen in zwei entgegengesetzten Richtungen 
verläuft **) . In der That, das Vorhandensein einer 9-zähligen Symmetrie- 
axe bedingt, dass zu einer, gegebenen Fläche von der angegebenen Be- 
schaffenheit q — 1 zugehörige Flächen existiren. Ist also Ng die Anzahl 
der 9-zähligen Symmetrieaxen, so sind : 

1+(g-1)Ar, 

gleich werthige Flächen vorhanden. Wiederholt man dieses Verfahren bei 
den übrigen Symmetrieaxen, so erhält man, da nur 2-, 3-, 4-, 6-zählige 
Symmetrieaxen auftreten können, die Zahl : 

und für den Fall, dass jede Axe nach zwei entgegengesetzten Richtungen 
verläuft, die doppelte Anzahl. 

Diejenigen Krystalle, welche den höchsten Grad der Symmetrie dar- 
bieten, besitzen sechs 2-zäblige, vier 3-zählige und drei 4-zählige Sym- 
metrieaxen, von denen jede nach zwei entgegengesetzten Richtungen ver- 
läuft. Aus der vorstehenden Formel ergiebt sich demnach für : 

N2 = 6, ATj = 4, Ar4 = 3 

*) Diese Eigenschaft der Krystalle wurde von R. J. Hauy erkannt: Sur une loi de 
cristallisation appelöe loi de sym^trie. Möm. du Museum d'Hist. natur. 4815. t. I; 
tibersetzt und mit Anmerk. begleitet von F. C. Hessel: Hauy's Ebenmaassgesetz der 
Krystallbildung. Frankfurt 484 9. 

♦*) A. Bravais, Eludes cristallogr. Journ. de l'^cole Polytechn. XXXIV. Cahier, 
pag. 4 08. 



dass eine einfache KrystalUorm hOcbstens voo iS Flacbeo umseblossea 
werden kann. 

§3. 

Die Flächen einer einfachen Krystallform erhalten Symbole, in deoeo 
dieselLien Indices, nur in anderer Reihenfoljje und mil anderen Vorzeichen, 
anftreten, wenn man die Pundanientalkunten und die EinheitsflSche so 
wühll, dass schon durch diese Wahl die geometrische Symmetrie des 
Krystalles zum Ausdruck gelangt- Man sagt in diesem Falle, der Krystall 
sei auf sein krystallographisches A&ensystem belogen. Das 
Syuibol einer im positiven Oklanten gelegenen Fläche einer eioIncbeD 
Krystallform wird dann als Symbol fUr die ganze Form benutzt*]. 

Beispiel. Wird die in Fig. 126 dai^eslellte Krystalirorm auf die 
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gleichwcrthigen 2-zUhligen Symmelrieaxcn a^, a^ und auf die verticjile 
4-x!ihIige Symmetrieaxe y bezogen, so erhalten die Flüchen dieser Form 
folgende Indices; 

hkl, khl, khl_, hkl_, hkl, khl, kkl, hkl_ 
hkl, kkl, kkl, kkl, hkl, khl, khl, hkl 
worin A|>A- ist. Man bezeichnet nun die ganze Form dadurch, dass man 
das SymlM>l der Flache kkl durch runde Klammern umfasst: 

Eine Ucbersicht der acht oberen Flüchen dieser Form gewtthrt die 



*) Die Bedculung der sogenannlen krjslallngniphlsclion Axen wurd« von Chr. S. 
Weiss erkannt. Vpl. »DjJinmiHclii! Ansicht der KrvsiDlIisatinn' in der UeberaetranK de« 
I.ehrbuchesilerHinera1i>)(ie von Hany. ISOi. 1. Ifit und die Dissurl. De indagandn ror- 
marum cryslallinurum cberactcre geoinelrico prinripiili dissortalio. Lipaiae (809. 



§ 4. Relationen zwischen den Winkeln gewisser einfacher Formen. 209 

stereographische Projection ihrer Polfigur Fig. 127, welche zugleich die 
Symmetrieeigenschaften der Form abzulesen gestattet. 

Zuweilen bedingen die Symmetrieverhaltnisse eines Krystalles, dass 
für ihn mehrere von einander verschiedene krystallographische Axensysteme 
möglich sind. So bieten sich für die" Krystalle, welche nur eine Symmetrie- 
ebene und eine auf ihr senkrecht stehende 2-zählige Symmetrieaxe be- 
sitzen, zwei Arten von krystallographischen Axensystemen dar, durch 
welche die Symmetrie dieser Krystalle vollständig zum Ausdruck gelangt. 
Ein Axensystem der ersten Art besteht aus der Symmetrieaxe und irgend 
zwei in der Symmetrieebene gelegenen Kantenrichtungen; eines der 
zweiten Art wird gebildet von zwei zur Symmelrieebene symmetrisch 
liegenden Kantenrichtungen und einer in der Symmetrieebene, aber nicht 
mit den ersteren beiden Kanten in einer und derselben Ebene gelegenen 
Kante. Im ersten Falle werden die drei Axeneinheiten von einander 
verschieden sein müssen; im zweiten müssen zwei Einheiten einander 
gleich sein. Die roonoklinen Krystalle wurden von Chr. S. Weiss auf 
Axensysteme der ersten Art, von Lövy auf solche der zweiten Art 
bezogen *) . 

Auch der in Fig. 126 dargestellte Krystall kann auf zwei verschiedene 
krystallographische Axensysteme bezogen werden, indem die gleichen Axen 
ofi und a2, welche auf einander senkrecht stehen, durch die ebenfalls 
gleichwerthigen HalbirungsHnien ihres Winkels und ihres Nebenwinkels 
ersetzt werden können. 

§*• 

Das Symbol einer Fläche einer einfachen Krystallform enthält noth- 
wendig drei von einander unabhängige Indices. Aber nur die Ver- 
hältnisse derselben, also nur zwei von einander unabhängige Grössen, 
sind völlig bestimmt. Ist nun ein Krystall, dessen Symmetrieeigenschaften 
bekannt sind, auf ein krystallographisches Axensystem bezogen, derart, 
dass seine geometrischen Gonstanten gegeben sind, so ist also im Allge- 
meinen und höchstens die Kenntniss zweierWinkel erforderlich, um 
die Indices der Flächen einer seiner einfachen Formen zu bestimmen. Da 
es einfache Krystallformen giebt, deren Flächen unter einander mehr als 
zwei, ihrer Grösse nach von einander verschiedene Flächenwinkel ein- 
schliessen (wie z. B. die in Fig. 126 dargestellte Form, welche dreierlei 
Kanten ^, ly, ^ und demnach drei verschiedene Flächenwinkel besitzt), so 
können die Flächenwinkel einer solchen Form nicht unabhängig von 
einander sein, sondern müssen durch Relationen verknüpft werden, 
welche uns gestatten, aus je zweien der Winkel die übrigen zu berechnen. 
Diese Relationen fliessen aus der Fundamentalgleichung der räumlichen 



*) Vgl. bezüglich der Lövy'schen Aufstellung und Bezeichnung der Krystalle das 
letzte Kapitel dieses Buches. 

L i e b i 8 c h , Ooomoir. Kr jstallogr. 4 4 
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Gronionietrie als ihrer gemeinsamen Quelle *) , wie bei der Beschreibung der 
einzelnen Krystallformen gezeigt werden soll. 

Sind /r^TT^/r^ die Axen, v^v'^v^ die Normalen der Axenebenen, ¥ die 
Normale der Flüche h^ so besieht nach Formel (5) in § 7 des sechsten Kapitals 
die Relation : 

3 

J = 2 c^i- sin (//) sin (p^) cos [vv*) cos {vv^) 

ik — 1 

Sind die Axenohenen zugleich Synimetrieebenen, so halbiren sie die 
Nebenwinkel derjenigen Winkel (a), Iß), (y), welche die Fiilche h mit den 
drei, in Beziehung auf jene Symmelrieebenen ihr zugehörenden Flächen 
oinschliessl; oder mit anderen Worten, so sind die Winkel zwischen der 
Flache h und den Axenebenen die Gomplementwinkel der FlHchonwinkel 

j~|. j' j, K j. Demnach ist in diesem Falle: 

cos {pv^)= sin j-j 

cos pv^] = sin r J 

§5. 

Alle Kryslallreihen, welche dieselben Symmetrieeigenschaflen besitien, 
viM'ciiiitit in.in in eine Gruppe. Alle Gruppen, weiche dasselbe krystalle- 
jzniphische Axcnsystem besitzen, werden in ein Kryslal Isystem lu- 
sammengefasst. 

Tabellarische Uebersicht der Krystallsy steine. 

1. Ucuula res S\ stem. 

■ - » 

Alle Krystallformen des regulären Systems besitzen vier gleiche 3-sJlh- 
lige Synuiiclrieaxcn parallel den Verbindungslinien gegenttberliegeDder 
Kckcn eines Würfels. Ihr krystallographisches Axcnsystem wird von drei 
gleichen AxeiK welche den Kanten jenes Würfels parallel geben, gebildet. 

hie Formen der 1. (iruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
13 Syminetrieaxen : ausser den vier gleichen 3-zahIigen noch drei gleiche 
i>/.ahlige parallel den Kanten imd sechs gleiche 2-ziihlige parallel den 
Flachendiagonalen des Würfels. Daraus geht hervor, dass diese Formen 
U Symmetrieebenen haben . <lrei gleiche |)arallel den FUlchen und sechs 
gleiche |>arallel den Verbindungsebenen gegenüberliegender Kanten des- 
selben Würfels. 

Die Formen <ler 2. Gruppe besitzen dieselben Symmetrioaxen wie die 

* Tti. I.. l ol»(>r die RrialidiKMi zw. doii I* lii(!hon>\ . <I. oinf. Krystallf. ZeilMhr. f. 
Ki\<liillnnr. is«0. 4. *<;:<— i7i. 
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der 4 . Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie, daher auch keine Sym- 
metrieebene. 

Die Formen der 3. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
7 Symmetrieaxen : ausser den vier gleichen 3-zähligen von nur einer 
Richtung noch drei gleiche 2-zählige parallel den krystallographischen Axen. 
Demgemäss sind nur drei Symmetrieebenen parallel den Würfelflächen vor- 
handen. 

Die Formen der 4. Gruppe besitzen ebenfalls 7 Symmetrieaxen von 
nur einer Richtung wie die Formen der 3. Gruppe, aber kein Centrum 
der Symmetrie. Sechs gleiche Symmetrieebenen liegen wie die Verbin- 
dungsebenen gegenüberliegender Kanten des Würfels. 

Auch die Formen der 5. Gruppe besitzen 7 einseitige Symmetrieaxen 
wie die der 3. und 4. Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine 
Symmetrieebenen. 

II. Hexagonales System. 

Erste Abthetlung. 

Die hierher gehörigen Krystallformen sind durch das Vorhandensein 
einer 6-zähligen Symmetrieaxe charakterisirt. Ihr krystallographisches 
Axensystem wird von dieser Axe und drei gleichen, unter einander 60® ein- 
schliessenden Queraxen gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
7 Symmetrieaxen : ausser der 6-zähligen Axe noch 3 -|- 3, zu ihr senkrecht 
stehende, sich unter 30® schneidende 2-zählige Symmetrieaxen, von denen 
die abwechselnden, mit einander 60® einschliessenden gleichwerthig sind. 
Demnach sind die durch die 2-zähligen Axen gehende Ebene und die 
3 -j- 3, durch die 6-zählige und je eine 2-zählige Axe gehenden Ebenen 
Symmetrieebenen . 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen 7 Symmetrieaxen wie die der 
4 . Gruppe, aber kein Centrum der Symmetrie und keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 3, Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
6-zählige Symmetrieaxe und eine zu dieser senkrecht stehende Symmetrie- 
ebene. Da keine zu der 6-zähligen Axe senkrecht stehende Symmetrie- 
axe vorhanden ist, so ist es nicht möglich, eine solche Form mit sich zur 
Deckung zu bringen, derart, dass die 6-zählige Axe nun nach entgegen- 
gesetzter Richtung wie vorher verliefe. Diese Axe ist also einseitig. 

Zweite Abtheilung. 

Für die Formen dieser Abtheilung ist das Vorhandensein einer 3-zäh- 
ligen Symmetrieaxe charakteristisch. Ihr krystallographisches Axensystem 
wird von dieser Axe und drei gleichen Queraxen gebildet. 

Die Formen der 4. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
ausser der 3-zähligen Axe noch zu dieser senkrecht stehend drei, unter 60® 
zu einander geneigte 2-zählige Nebenaxen. Demgemäss sind die drei, durch 
die Hauptaxe gehenden und auf den Nebenaxen senkrecht stehenden Ebe- 
nen Symmetrieebenen. 
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Dio Formen der 5. Gruppe besitzen 4 Sy mmetrieHxen , wie die der 
4. Gruppe, aber kein Cenlrum der Symmetrie und keine Symmelrieebene. 

Die Formen der 6. Gruppe besitzen eitie einseitige 3-zählige Symmetrie- 
axe und ein Gentrum der Symmetrie, aber keine Symraetrieebene. 

III. Tetragonales System. 

Erste Abthcilung. 

Die hierher gehörigen Formen sind durch das Vorhandensein einer 
4-zilhh'gen Symmetrieaxe charakterisirt. Ihr krystallograpbisches Axen- 
System wird von dieser Axe und zwei gleichen, auf ihr und auf einander 
senkrecht stehenden Nebenaxen gebildet. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie und 
5 Symmetrieaxen : ausser der 4-zühIigen Axe noch 2 + 2, zu ihr senkrecht 
stehende, sich unter 45^ schneidende 2-zahlige Symmetrieaxen, von denen 
die abwechselnden, auf einander senkrecht stehenden gleichwerthig sind. 
Demnach sind die fünf, zu diesen Axen senkrechten Ebenen Symmetrie- 
ebenen. 

Die Formen der 2. Gruppe besitzen ebenfalls 5 Symmetrieaxen von 
derselben Ordnung, aber kein Centrum der Symmetrie und daher auch 
keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 3. Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
4-zahIige Symmetrieaxe und eine zu dieser senkrecht stehende Symmetrie- 
ebene. Es ist nicht möglich, eine solche Form mit sich selbst zur Deckung 
zu bringen, derart, dass ihre Axe nun nach entgegengesetzter Richtung 
wie vorher verliefe. Diese Axe ist also einseitig. 

Zweite Abtheilung. 

Den Formen dieser Abtheilung ist eine 2-zahlige Symmetrieaxe gemein. 

Bei den Formen der 4. Gruppe stehen zu dieser Axe zwei gleiche, 
unter einander 90^ einschliessende Nebenaxen senkrecht; ihre Winkel 
werden halbirt durch zwei, sich in der ersten Axe schneidende Symmetrie- 
ebenen. Eine dritte Symmetrieebene ist nicht vorhanden. 

Die Formen der 5. Gruppe besitzen dieselben Symmetrieaxen , aber 
keine Symmetrieebene. 

Die Formen der 6. Gruppe besitzen ausser einer einseitigen 2-stthligen 
Symmetrieaxe keine weiteren Symmetrieelemente. 

IV. Rhombisches System. 

Die Formen dieses Systems besitzen drei auf einander senkrecht 
stehende ungleiche 2-zJihlige Symmetrieaxen. 

Die Formen der 1. Gruppe besitzen ausserdem ein Centrum der Sym- 
metrie und daher drei auf den Axen senkrechte Symmetrieebenen. 

Die Formen der 2. Gruppe haben keine weiteren Symmetrieelemente. 

V. Monoklines System. 
Die Formen dieses Systems sind durch das Vorhandensein einer S-iBh- 
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ligen Syiumetrieaxe charaklerisirt. Ist ein CeDtruiu der Symmetrie vor- 
handen, so ist die auf der Axe senkrecht stehende Ebene Symmetrieebene. 

VI. Triklines System. 

Die beobachteten Formen sind centrisch-symmetrisch. 

Aus dieser Zusammenstellung ergiebt sich, dass ein Krystallsystem 
keineswegs die Gesammtheit derjenigen Krystallformen , welche gleichen 
Grad der Symmetrie besitzen, umfasst. Die verschiedenen Gruppen eines 
und desselben Systems sind durch verschiedene Symmetrieeigenschaften 
charakterisirt; sie besitzen aber dasselbe krystallographische Axensystem 

(§3)- 

Dass die Naumann'sche Definition : ein Krystallsystem ist der Inbegriff aller mög- 
lichen Formen, i^elche, bei gleicher Zahl und bei demselben allgemeinen Neigungsver- 
hältnissc der Coordinatebenen , dasselbe allgemeine GrössenverhäUniss der Axen be- 
sitzen — nicht zutreffend sein kann, ergiebt sich schon daraus, dass nach dieser Begriffs- 
bestimmung das sog. d i kl inoö drisch e Krystallsystem, dessen Formen ebenso wie 
die des triklinen Systems nur ein Centrum der Symmetrie besitzen , eine selbständige 
Stellung erhalten müsste. Vgl. über dieses von Mitsc herlich, Pogg. Ann. 4 826, 8, 
427 errichtete System: Naumann, Lehrb. d. Kr>'stallogr. 1830, 2, 95—147; Elem. 
Iheoret. Kryst. 4 856, 353. Kupffer, Handb. d. rechn. Krystallon. 4830,456 — 484. 
Quenstedt, Meth. d. Kryst. 4840, 429. von Kobell. Gelehrte Anzeigen. München. 
Bulletin der math. phys. Klasse. Staurosk. Beob. 4 856. 43, 22. vonZepharovich. 
Sitzungsber. Wien. Akad. 4862, 45, (1),. 499. A. Dufränoy. Traitö de Min. Paris. 
1844, 1, 449. H. Marbach. lieber »Hämi^drie non superposable« oder »gewendete 
Krystallformen«. Programm. Breslau. 4864, 40. 

Nennt man Uauptaxe eine Symmetrieaxe , in der sich zwei oder 
mehr gleich werthige Symmetrieebenen schneiden oder auf der zwei oder 
mehr gleichwerthige Symmetrieaxen senkrecht stehen , so ordnen sich die 
Krystallsysteme in drei Klassen : 

A. Krystalle mit drei auf einander senkrecht stehenden 

Hauptaxen. 

I. Reguläres System. 

B. Krystalle mit eiller Uauptaxe. 

11. Hexagonales System. 
IH. Tetragonales System. 

C. Krystalle ohne Hauptaxe. 

IV. Hhombisches System. 
V. Monoklines System. 
VI. Triklines System. 

Diese Anordnung ist auch durch die physikalischen Eigenschaften der Krystalle zu 
begründen (vgl. P. Groth. Physikal. Krystallogr. Leipzig. 4876. 482. Dass die Bezeich- 
nung der regulären Krystalle als »isotrope« nicht richtig sei , wurde von Sohn cke her- 
vorgehoben. Entwickig. e. Theoried. Krystallstr. Leipzig. 4879. 237). — Ueber andere 
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Definitionen für «HaupUixe« vgl. B ra v a is. M(^in. sur les poly^dres de forme syniötrique. 
In: Liouville. Jouni. de Mathem. XIV. Mai 1849. Defin. Vlll. Sobncke a. a. O. S. 48. 

§6. 

Die einfachen Formen der Gruppen eines Krystallsystems stehen unter 
einander in geometrischen Beziehungen, derart, dass man die Fo1*men 
der weniger syumietrischen Gruppen aus denen der höchst symmetrischen 
durch eine ge setz massige Auswahl der Flachen ableiten kann*]. 
Eine Form , welche nur die Hälfte oder nur den vierten Theil der Flächen 
einer anderen besilzl, heisst ein llemii^der oder ein Tetarto^der der 
letzteren, welche mit Rücksicht auf die Möglichkeit einer Zerrallung in Par- 
tialformen Uoloöder genannt wird. Zu jeder hemiödrischen Form gehört 
eine correlate Form, welche mit jener vereinigt wieder die holoädriscbe 
Form bildet. Zwei correlate Hemiöder sind aber in ihrem Auftreten nicht 
an einander gebunden. Sie verhalten sich in dieser Hinsicht wie irgend 
zwei einfache Formen eines Krystallformencomplexes: sie treten unabhängig 
von einander auf und unterscheiden sich mehr oder weniger durch ihre 
physikalischen Eigenschaften, vorzüglich durch ihre Oberflächenbeschaf- 
fenheit. 

Die Zerfallung einer Form in zwei oder vier Partialformen muss im 
Einklang mit der Symmetrie der ersteren Form erfolgen. Durch Hemi^rie 
und Tetartoödrie wird der Gr«id der Symmetrieaxen erniedrigt; aUein 
gleiche Symmetrieaxen müssen dabei stets von gleichem Grade bleiben. 

Die in § 5 aufgezahlten Gruppen haben mit Rücksicht auf ihren geo- 
metrischen Zusammenhang folgende Bezeichnungen erhalten : 

I. Reguläres System. 
4. HoloMrische Formen. 

2. Plagiödrisch-hemil^drische Formen. 

3. Pentagonal-hemiOdrische Formen. 

4. Tetraödrisch-hemiödrische Formen. 

5. Telarto(?drische Formen. 

11. llexagonales System. 
Erste Abtheilung. 
i. Holoiidrische Formen. 

2. Trapezol*drisch-hcmiödrische Formen. 

3. Pyramidal-hemii*drische Formen. 



*) Diese Beziehungen wurden zuerst von Chr. S. Weiss erkannt: Uebersicht- 
liehe Darstellung der verschiedenen natürlichen Abthcilungcn der Krystaliisationssysteme. 
Abhandl. Berlin. Akad. 18U— 1815, 289. — Vgl. Chr. E. Weiss. Die Krystallisations- 
gesetze seit Chr. S. Weiss, insbesondere die Lehre von den llemit^drien , erläutert am 
Diamant. Jahrb. Min. 4880, 2, 1. — J. Bornhardi hat schon im Jahre 4807 bemerkt, 
dass aus einem Tctrakishexaöder ein Pentagondodekal'der entsteht, wenn »die Gesetie 
nur zur Hälfte wirken«. L'eber die Krystallisation des Arsenikkieses. Gehlen's Joarn, 
Chem. Ph\s. Berlin. 1807, 8, 80. 
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' Zweite Abtheilung. 

4. Rhombo(?drisch-hemiödrische Formen. 

5. Trapezoi^drisch-tctartoOdrische Formen. 
. 6. Rhorabocklrisch-telarloödrischc Formen. 

III. Tetragonalcs System. 

Erste Abtheiiung. 

i. Holoedrische Formen. 

2. Trapezoödrisch-hemiedrische Formen. 

3. Pyramidal-hemiedrischc Formen. 

Zweite Abtheiiung. 

4. Sphenoidisch-hemiedrische Formen. 

5. Rhomhotyp-lelarloödrische Formen. 

6. Sphenoidisch-lclarloödrische Formen. 

IV. Rhombisches System. 

4. Holoedrische Formen. 

2. Sphenoidisch-hemiedrische Formen. 

V. Monoklines System. 
VI. Triklines System. 

Jede holoedrische Form besitzt, wie aus der Aufzahlung der Symme- 
trieeigcnschaflen in § 5 hervorgeht, Symmetricebenen, welche ihren Thcil- 
gestallen fehlen. Daher ist jede Partialform ihrer correlaten F'orm sym- 
metrisch gleich ojier mit andern Worten das Spiegelbild derselben. Besitzt 
eine Partialform selbst noch eine Symmetrieebenc oder ein Centrum der 
Symmetrie, so kann sie mit ihrer correlaten Form zur Deckung gebracht 
werden ; sie ist derselben also nicht nur symmetrisch gleich , sondern 
gleichzeitig congruent und unterscheidet sich von ihr nur durch ihre kry- 
stallographische Stellung. 

Unter den hemiedrischen Formen einer und derselben Gruppe können 
F'ormen auftreten , welche sich geometrisch nicht von den entsprechenden 
holoedrischen F'ormen unterscheiden. Gewisse holoedrische F'onnen er- 
leiden also durch hemiedrische Zerfallung keine Gestaltsveranderung. 
Solche in ihrer geometrischen Gestalt identische Holoeder und Hernieder 
sind doch ihrem Wesen nach von einander völlig verschieden. Diese Auf- 
fassung hat zuerst G. Fr. Nauman n*) als eine Erweiterung der von Weiss 
begründeten Lehre von der Hemiedrie geltend gemacht. Ihre Richtigkeit 



♦} Lehrbuch der rein. u. angewandt. Krystailogr. Leipzig. 1830, 1, § Hl. Ucb. d. 
Tetartoedrie im Tesseraisystem. Pogg. Ann. 1835, 96, 465. Elem. d. theoret. Krystai- 
logr. Leipzig. 4856, 92. 



\ 



216 Zwölftes Kapitel. 

isl seitdem vorzüglich durch die Arbeiten von G. Rose^] bestätigt 
worden **) . 

Nach dem Vorgänge von Bravais***) wurden in §5 die Kr^'staüsysteme durch 
Angabe ihrer Symmetrieaxen charaklerisirl. Von V. von Langf) u. A. wurden xu 
demselben Zweck die Symmetrieebenen benutzt. Hierzu bemerkt L. Sohncke •{-{•) 
mit Recht: »Wenn die Halb- und Vicrtelflächigkeit nicht als eine untergeordDete Er- 
scheinung, sondern als gleichberechtigt mit der Vollflächigkeit zu erachten ist, so ist es 
nothwendig, bei einer Eintheilung des ganzen Krystallreichs in Krystallsysteme die letz- 
teren so zu definiren , dass sie die Halb- und Viertelflächner wirklich mit umfassen. 
Diese Forderung ist nicht erfüllt bei der Charakterisirung der Krystallsysteme durch 
Symmetrieebenen, denn diese passt unmittelbar nur auf die VoUflächner , während die 
Halbflachner, im Widerspruch mit der allgemeinen Charakteristik der 
Systeme, denselben als eine Art Ausnahmeerscheinung angehängt werden müssen. 
Werden z. B. die Gestalten des regulären Systems dadurch charakterisirt, dass sie S auf 
einander senkrechte gleiche Symmetrieebenen besitzen , so gehört das Tetra^er nicht 
zum regulären Kristallsystem , denn es besitzt diese Symmetrieebeaen nicht , weder in 
geometrischer noch physikalischer Beziehung. Dagegen fügen sich bei Charakteristik 
der Krystallsysteme durch Symmetrieaxen die Halb- und Viertelflächner ohne weiteres 
in die Krystallsysteme ein.« 

Die erste Andeutung darüber, dass 6 KrystuUsystemc zu unterscheiden seien, findet 
sich bei J. Bernhardi. »Wenn es die Aufgabe wöre: man solle aus der möglichst 
kleinsten Anzahl möglichst einfacher Formen auf die möglichst einfache Weise aUe be- 
stimmbaren Krystallisationen herleiten, so könnten wir mit sechs, nämlich: 4) dem Wür- 
fel, 2) dem Rhomboi^der, 3} dem Quadratoktaiider, 4) dem Rhombenoktaöder, 5) dem 
einfachen f und 6) dem dreifachen Rhomboidaloktaiider ausreichen.« (Darstellung einer 
neuen Methode, Krystalle zu beschreiben. Gehlen's Journ. für Chem. Phys. Min. Berlin. 
4808, 5, 4 87.) Einige Jahre später gab Chr. S. Weiss seine »Uebersichtliche Darstellung 



*) Zusammenhang zw. d. Form u. d. elektr. Polarität der Krystalle. Turmalin. 
Pogg. Ann. 4 836, 89, 285. Abhandl. Berlin. Akad. 4 838. Ueber d. Krystallisationssystem 
d. Quarzes. Abhandl. Berlin. Akad. 4 846. Ueber den Zusammenhang zw. hemi<§dris<^er 
Krystallform und thermo-elektr. Verhalten beim Eisenkies u. Kobaltglanz. Monatsber. 
Berlin. Akad. 4 870. Pogg. Ann. 4 874, 142, 4. — Riessund Rose. Ueber d. Pyroelektr. 
d. Mineralien. Abhandl. Berlin. Akad. 4 843. — Vgl. über diesen Gegenstand auch die 
durch G. Rose angeregten Arbeiten von A. Sadebeck über Kupferkies, Fahlerz, Zink- 
blende u. s. w. in: Zeitschr. d. deutsch, gcolog. Gesellsch. Berlin. Jahrg. 4868 — 4878; 
insbesondere : Hemi^drie der scheinbar holoiidr. Formen der Blende und des Kupfer- 
kieses. 4 872, 24, 479 — sowie die Untersuchungen von Leydolt und Baumhauer 
über Aetzfiguren. 

**) Ueber V. von Lang's Auffassung der Hemiedrie vgl. s. Lehrbuch der Kry- 
stallogr. Wien. 4 866 und : Zusammenhang der Circularpolarisation mit derhemiMriscben 
Hemisymmetrie. Pogg. Ann. 4 869, 187, 447. — A. Brezina, Entwick. d. tetartosymm. 
Abth. des hexagon. Krystallsv-stems, nebst Bemerk, üb. d. Auftreten der Circularpolaris. 
Sitzungsber. Wien. Akad. 1869, 70, 1. Abth. Dec.-Heft. 

♦♦♦) M^m. sur les systömes de points etc. Journ. de T^cole polytechn. 4850, 49. 
cah., 88, 88. Etud. crist. ib. 4 854, 20. cah., 84, 4 04. 
+) Lehrb. d. Krystallogr. Wien. 4 866. 

H) Entw. e. Theorie d. Krystallslruclur. Leipzig. 4 879, 186. 
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der verschiedenen natürlichen Abtheilungen der Krystallisationssysteine« heraus, in der 
unterschieden werden : 

1) Das sphäroödrische System. 

2) Das sechsgiiedrige System. 

3) Das drei- und dreigliedrige System. 

4) Das viergliedrige System. 

5) Das zwei- und zweigliedrige System. 

6) Das zwei- und eingliedrige System. 

7) Das ein- und eingliedrige System. 

Die beiden letzten Systeme, deren Formen er auf rechtwinklige Axen b^zog, betrach- 
tete er als besondere hemi^drische Abtheilungen des zwei- und zweigliedrigen Systems 
(Abhandl. Berlin. Akad. 4 814 — 4 5). Nachdem diese grundlegende Arbeit von Weiss 
erschienen war, begann Fr. Mohs seine Auffassung der Krystallographie darzulegen. Er 
unterschied zunächst vier Systeme: 4) das tessularische, 2} das rhomboädrische, 3) das 
pyramidale, 4) das prismatische und in dem letzteren Systeme als besondere Gruppen : 
die hemiprismatischen und die tetartoprismatischen Krystallgestalten (Die Charaktere 
der Klassen, Ordnungen, Geschlechter und Arten, oder die Charakteristik des natur- 
historischen Mineral-Systems. Dresden. 1820, Seite VII — XV). In der 2. Auflage dieser 
Schrift, 1824, wurden die hemiödrischen Formen ausführlicher entwickelt. Im 2. Theile 
des Grundrisses der Mineralogie, Dresden 4 824, Seite VI — VIII, spricht sich Mohs für 
die Annahme schiefwinkliger Axensysteme aus und in den »Leichtfasslichen Anfangs- 
gründen der Naturgeschichte des Mineralreiches, Wien , 4 832« bezeichnet er die klini- 
schen Systeme als : das hemiorlhotype, das hemianorthotype und das anorthotype. 

§7. 
Die Aufzählung der Kry Stallsysteme in § 5 lässt erkennen , dass es 
Krystallsysteme giebt, welche weder ein Centrum der Symmetrie noch eine 
Symmetrieebene besitzen. Die folgende Tabelle giebt eine Uebersicht der 
hierher gehörigen Gruppen , von denen je zwei den drei ersten Systemen 
und eine dem vierten Systeme angehören. 

Gruppe: I. Reguläres System. 

2. Plagi^drisch-hemiödrische Formen. 

5. Tetartoödrische Formen. 

IL Hexagonales System. 
Erste Abtheilung. 
2. Trapezoödrisch-hemiedrische Formen. 

Zweite Abtheilung. 

6. Trapezoödrisch-tetartoödrische Formen. ^ 

III. Tetragonales System. 

Erste Abtheilung. 
2. Trapezoödrisch-hemiödrische Formen. 

Zweite Abtheilung. 
6. Rhombotyp-tetartoödrische Formen. 

IV. Rhombisches System. 
2. Sphenoidisch-hemiödrische Formen. 
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Hierin IrvU^nnurlieiniCtlribdieuiid liitartoi-driscIicForoienaur. Nach §5 
ftelittrt zu jeder dieser Foniien eine coneliite, iiir symmetrisch gleiche Form. 
Du <iher die in Rede slchendeii Formen Siimaitlieb eines Cenlrums und eioer 
Kheno der Syninielrie entitehven, so liul)cn sie <iuHi die Eigcnsebafl f^emeio, 
diiss sie ihren symnietriseh {ileichen Formen nrehl congruenl sind. Sie 
werden von 11, Murbach »in sich gcwcndeteo oder kurz gewendete« 
Krystidl formen genannt']. 

Allgemein heissl eine Fignr (ein System von l'unfclen, LiDien, FIUcbeD, 
Körpern] |;c\vcndet, wenn ihre BestinimungsslUcke eine derartige Ungleirb- 
hcit besiUcn, dass in ihrer Aufeinanderfolge ein Gegensatz denkliar ist. Es 




Kiß. 488. 



Kig. M'l. 



FiR. ISO. 



Kig. 181. 



ist leicht einzusehen, duss die Abwesenheit eines Centrums und einer 
Ebene der Synmielrie in einer Ruunifigur und die Unmügtichkeit, diese 
Figur mit ihrer symmetrisch gleichen Figur zur Deckung lu bringea, nur 
eine und diescihc Bedingung bilden. Fehlt in einer Figur nur eines der 
beiden genannten Syinmetrieelemeute, so ist diese Fi^ur nicht gewendet *') . 
Dagegen können gewendete Figuren Symmetrieaxen besitzen. Als ein Bei- 
spiel fuhren wir die in Fig. 1S8 — 131 dargestellten trigonalen TrapezoCdcr 
an, von denen die beiden crsleren und die beiden letzteren je ein Paar 
gewendeter correlaler Formen bilden. Jode dieser Formen besitzt vier 
Symmetrieaxen, welche in den Figuren durch gestrichelt-punktirle Linien 
»ngedeutel sind. 

*) Ucl)cr sIliJiiiiL'dric non superposalile« oder Dgcwcndelo KryslalltormeiM. Pro> 
gramm. BrcHlau igfli. 

'"j (iowühnlicli dtlinirt aiuii nach dum VurgBn(;o von l'astour Figuren, welche 
mit ibren Spici;clbil(tern nicht zur Dccliiinf; gcbraciit «erden können, ala solche, welche 
keine Synimcti-ieebcne bcsilzcn. Dnss sie auch eines Cenlrums der Symmetrieebene 
entbehren müssen, wurde zuerst von Marbncb erkanal. 
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Fig. 132. 



Marbach hat darauf aufmerksam gemacht, dass an Krystallformen, 
welche nicht gewendet sind, einzelne Flächengruppen gewendete 
Figuren sein können. So bilden an einem Pentagondodekaäder die drei an 
einer Eckendiagonale des eingeschriebenen Würfels gelegenen Pentagone 
eine gewendete Figur (s. Fig. 432). Legt man den Symmetrielinien der 
Pentagone Hichtungssinne bei , indem man fest- 
setzt, dass jede solche Linie in der Richtung von 
der Spitze des Pentagons nach der Mitte der 
gegenüberliegenden Seile durchlaufen werden 
soll, so ßndet man bei 4 Ecken (R) über abwech- 
selnden Oktanten auf den die Ecke bildenden 
Ficichen die Richtungen der Symmetrielinien dem 
Rewegungssinne des Uhrzeigers gleich , bei den 
4 anderen Ecken {L) aber entgegengesetzt. Die 
an einer Ecke eines triklinen Krystalls gelegenen 
Polygone bilden ebenfalls eine gewendete Figur. 

In diesen Fällen ist zu jeder gewendeten Flächengruppe an demselben 
Krystall in Folge des Vorhandenseins eines Centrums der Symmetrie die 
entgegengesetzt gewendete Flächengruppe in symmetrischer Stellung vor- 
handen, so dass die ganze 
Form nicht gewendet ist. 
Werden aber entgegenge- 
setzt gewendete Flächen- 
gruppen einer Form durch 
neu hinzutretende Flächen 
ungleich verändert , so 
wird die Gombination 
eine gewendete Figur. 
Hierfür bieten die in Fig. 
133 und 134 abgebildeten 
Combinationen des Pen- 

lagondodekaiiders 7r(240) mit den Tetraedern t (TTT) und T(iii) ein 
Beispiel dar. In der ersten Figur sind die Ecken JL, in der zweiten die 
Ecken R des Pentagondodekaöders gerade abgestumpft. Die so entstandenen 
Combinationen von Formen, welche für sich nicht gewendet sind, können 
mit einander nicht zur Deckung gebracht werden. 

Naumann nennt zwei Figuren, welche einander symmetrisch gleich, 
aber nicht congruent sind, enantiomorph^). Während die Enantio- 
morphie ein Prädikat für je zwei correlate Formen ist, bezieht sich der von 
Marbach eingeführte Begriff der Wendung auf die Beschaffenheit einer 
Figur. Pastcur*"*^) bezeichnet eine Krystallform, welche ihrem Spiegel- 

*) Ueber die Tetarloedrie im Tesseralsysteme. Pogg. Ann. 1855, 95, 465. 
♦*) Ann. de chim. et de phys. 3. s6r. 1848, 24r, 442. 1850, 81, 67. 1854, 42, 418. 
1857, 50, 178. Compt. rend. 1856, 42, 1259. Legons sur la dissymötrie moicculaire, 
professeos ä la soci<^td chimique de Paris. 1864. 





Fig. 133. 



Fig. 134. 
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bilde nicht cotii^ruunliät, üls »h<^iiiicdrie non superposafole«. Dieser 
Ausdruck ist also auf Krj slallformcn beschränkt und kann nicht auf andere 
Raumfiguren ausgedehnt werden. Er ist indessen auch nicht geeignet, in 
der Krystallographie benutzt zu werden, da er von Pasteurauch zur Be- 
zeichnung hemimorphor Kryslalle, die von den hemiedrischen Krystalleo 
im engeren Sinne unterschieden werden mtlssen, verwendet worden ist. 



Unter den in § ä — 6 aufgezühiten Gruppen von Üry stall formen besitzen 
die folgenden einseitige Symmelricüxen: 

I. Regulüres System. 

3) Penlagonal-hemiedrische Formen. 

4) Tetraedrisch-bemiödrische Formen. 

5) TeLartoed Tische Formen. 

II. Hexagonales System. 
3] Pyramidal-hemi^drische Formen. 
ö) Trapezoüdrisch-telarloüdrische Formen. 
6] Hhomboi'driscli'letarloüdrische Formen. 

Itl. Tetragonales System. 
3) Pyramidal-hemi^drische Formen. 

6) Sphenoidisch-teEartoüdrisehe Formen. 

V. Monoklincs System. 

Allein unter den hierin auftretenden einseitigen Axen sind zwei Arten 
zu unlerscheiden , wie mun aus einer ver- 
gleichenden Betrachtung der peotagonal- 
hemiüdrischeQ und der tetraedrisch-hemi- 
»Irischen Formen des regulären Systems 
ersieht. Beide Formengruppen besitieu vier 
einseitige 3-zühlige Symmetrieaxen, welche 
wie die Eckendiagonalen des WUrtels gerich- 
tet sind. Aber diese Axen sind in den bei- 
den Gruppen in verschiedener Weise einsei- 
tig. Eine 3-zühlige Axe einer pentagonal- 
hemiedrischen Form wird an ihren beiden 
Enden von gleich viel Flächen in analt^er 
Weise geschnitten. Denkt man sich eine 
solche Form aus ihrer ursprünglichen Stel- 
lung in eine neue Lage tibergeführt, derart, dass eine ihrer 3-zahljgen 
Axen nunmehr in der zu ihrer anfänglichen Richtung entgegengesetzten 
Richtung lauft, so verhält sich die Form jetzt wie das Spiegelbild 




»rphic, 
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ihrer erslen Siellung in Bezug auf eine durch jene Axe gelegte Ebene. 
Davon überzeugt man sich leicht durch den Anblick des in Fig. 135 dar- 
gestelllen Diploöders, dessen 3-iahlige Symmetricaxen durch gestrichelt- 
piinktirle Linien angedeutet sind. Andererseits wird eine 3-zahlige Sym- 
metrieaxe einer tetruBdrischen Form an ihren beiden Enden entweder von 
gleich vielen Flüchen in ungleicher Weise oder nicht von gleich vielen 
Flüchen geschnitten, wie man aus der Betra<;htung des Hezakistetraeders 
Fig. 136 und des Tetraeders Fig. 137 ersiebt. 




Wir finden einseitige Axen der zweiten Art oder »polare« Axen in 
foli^endcn der soeben genannten Gruppen: 

1, Begulil res System. 

4) TetraJ'drisch-hemiedrische Formen, Vier polare 3-zyhlige 
Symmetrieaxen, welche wie die Ecken diagonalen des Würfels ge- 
richtet sind. 

5) Tctartoüd Tische Formen. Vier polare Axen von derselben 
Beschaffenheit wie in i. 

II. Hexagonales System. 
5) Trapezoi!drisch-tetartoedrische Formen. Drei polare 2-zah- 
lige Axen, welche auf der Hauptaxe senkrecht stehen. 

In allen diesen Fallen sind also zwei oder drei gleiche polare Axen 
vorhanden. Es sind aber auch in Systemen mit Axen, die einzig in ihrer 
Art sind, Krystalle mit nur einer polaren Axe beobachtet, wie folgende 
Zusammenstellung zeigt: 

Hexagonales System. 
(Erste Abtiieitung.) 
Die 6-ziihtige llauptaxe ist polar; Schwcfelcadmium, 
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(Zweite Abtheilung.] 

Die 3-ziihlij^o Hauplaxe ist polar; Turmalin, Antimon- 
Silber blende, Tolylphenylketon, überjodsaures 
Natrium. 

Tetragonales System. 

(Erste Abtheilung.) 
Die 4-zähligc Hauplaxe ist polar; Jodsuccinimid. 

(Zweite Abtheiluuf!.) 
Die 2-zilhli(^e Ilauptaxe ist polar. 

Rliombisehes S>stem. 

Kino der 2-ZjihIigen Synimetrieaxen ist polar; Kiesclzink- 
erz, Struvit, Hesorcin; Milchzucker, Chinasäure. 

Monoklines System. 

Kine2-Zcihlige polare Symmelrieaxe; Rohrzucker, Quereil, 
W'einsleinsilure. 

A. Breithaupt 'i nannte diese Krystalle henümorph. Später hal 
Ilankel ") {gezeigt, dass die trapezoüdrisch-tetartoüdrischen Krystalle des 
hexagonalen Systems als hemimorph in den Richtungen ihrer drei S-zäh- 
ligen Synnnetrieaxen zu betrachten seien. Bezeichnet man demgemäss alle 
Krystalle mit polaren Axen als hemimorph in den Richtungen dieser Axen, 
so ist nach Sohncke'"- für die Hemimorphie folgende Definition lu 
geben : 

Hin h'ri/stall ist hemimorph nach einer Sifmmetrieaxe, wenn die beiden 
Axenhiilften weder deckbar gleich, noch spiegelbildlich gleich sind. 



' :■ Vnllstünd. llanilb. d. Mineralog. Dresden und Leipzig. 4836, 1» 440. 
••; lebtM' die IhermoHeklrisrhen Ki^zenschaflen des Bergkrystalls. VII. Abh. der 
eiektr. l niers. Aus dem VMI. Hde. d Abhandl. kgl. Stichs. Ges. d. Wiss. Malb. 
|»h\s. Classc. ISßS. Daraus in: Po^ijJt. Ann. 1867, 131, 641. 

"■; KntA\i('ki;!. e. Thoorio«!. Kr\s(alislru('tur. Leipzig!. 1879. iOr». 
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Dreizehntes Kapitel. 

I. Das regnläre System. 

§ 1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2 — 15. Vollflächige For- 
men. § 16. Plagiedrisch-heraiedrische Formen. §17—20. Pentagonal- 
hemiedrische Formen. § 21 — 24. Tetraedrisch-hemißdrische Formen. 
§ 25—29. Tetartoedrische Formen. § 30. Zonen. § 31. Berechnnng der 

Indices. § 32. Construction des Axensystems. 



Alle Krystallformeu des regulUren SysteQis besitzen vier gleiche 3-zäh- 
lige Symmetrieaxen parallel den Verbindungslinien gegenüberliegender 
Ecken eines Würfels. 

Die kryslallographischen Axen tc\ tt^, /r^ dieser Formen gehen parallel 
zu den Kanten dieses Würfels und sind gleichwerthig (s. Fig. 438). Daher 
rauss in jedem Oktanten eine Fläche möglich sein, 
welche die Axen in gleichen Entfernungen vom 
geometrischen Mittelpunkte des Würfels schneidet. 
Von den hierdurch bestimmten Flächen wird die im 
Oktanten vorn-rechts-oben gelegene zur Einheits- 
flache gewählt. Demgemäss ist in den Formeln für 
die trigonometrischen Functionen der Flachenwinkel 
und Kantenwinkel (s. S. 183) zu setzen: 

«1 = «2 = «3 = 4 

eos (/r* /f *) = 1 , cos (.r* /c^) = 

so dass man für den Cosinus der von den Flachen : 

und den Kanten : 

n = [Vi V2 »?3] 1 ^ = h'i '?'2 ^'3] 
gebildeten Winkel die Wcrthe : 




Fig. 138. 



(1) COS(ÄÄ') = 



(2) cos(i^V) = 



V(Äi Ä, + ^2^2 + ^3^3) (^'1 ^'1 + Ä'2^'2 + Ä'3^'3) 



y\^\ n\ + '/2 '?2 + ^3 n-^) [rfl Vi + '/2 »?'2 + V'i ^f'i) 

erhalt. Der Zahler dieser Ausdrücke entsteht, wenn man die Summe der 
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Produclc gleidistollijzor Indices bildet. Im Nenner befindet sieb die 
Quadratwurzel aus dem Producte der Quadratsumme der Indices der 
beiden Flächen oder Kanten. Die Gestalt der Ausdrücke ISsst erkennen, 
dass der Flächenvvinkel [/t/i') \i\c\ch sein muss dem Winkel je zweier 
Flächen, deren Symbol die Indices hih2h^ und h\h\h\ in abgeänderter 
Reihenfolge und mit anderen Vorzeichen enthalten, wofern nur die Anord- 
nung; und die Vorzeichen der Indices in beiden Symbolen in gleicher Weise 
vercindert sind. 

Da der Ausdruck für cos [hh') sich von dem für cos (ijij') nur dadarcb 
unterscheidet, dass an Stelle der Flächenindices die Kantenindices getreten 
sind, so ergiebt sich, dass im regulären System zu jedem Flftchenwinkel 
ein ihm gleicher Kantenwinkel vorhanden ist. 

Ferner erhalt man (s. S. 484): 

11^ «in II. ;/> l/(/it/'':. - /':. h'.,)'^ + lh,h\ - /,. ^^'3. ^ + (*, A'l ^^HP^* 

I.JJ (/. ni-y ■ - - ,^-^ ^^^ ^ ^^ 1^^ _^ ,^^ ^^^ ^,v^ ,,', + Ä', A', + Ä', A',) 

(4) tan(*A, = — - - -, ._p_--__.,^ 

und cinaloge Ausdrücke bestehen für sin {f]t]') und tan(t^r/). Aus diesen 
Formeln geht hervor, dass die trigonometrischen Functionen der Fltfchen- 
winkel und Kanlcnwinkel der regulären Kr\'stallformen Quadratwurzeln 
aus rationalen Zahlen, in besonderen Fällen rationale Zahlen sind. 

Bildet man nach den Formeln (3), S. 94, die Indices der Normale 
einer Krystallfläche, so findet man, dass sie gleich den Indices der FUche 
sind. Im regulären System (und nur in diesem] ist also die Normale jeder 
Fläche eine mi^gliche Kirnte und auch umgekehrt die zu einer beliebigen 
Kante senkrecht stehende Ebene eine mögliche Krystaliflüche. Diese Eigen- 
schaft kann man auch so aussprechen : im regulären System ist die Durcb* 
Schnittslinie zweier Flächen stets noi*mal zu einer möglichen Fläche und die 
Verbindungsebene zweier Kanten stets senkrecht zu einer möglichen Kante. 

Nach ihren besonderen Symmetrieeigenschaften bilden die beobachteten 
Formen des regulären Systems vier Gruppen, die der vollflächigen, der 
pentagonal-hemiüdrischen, der tetrat^drisch-hemiödriscben und der tetar- 
toödrisclion Formen. 



A. Vollflächige Formen. 

§2. 

Die vollflächigen Formen des regulären Systems besitzen 43 Symmetrie- 
aven, nämlich drei gleiche 4-zählige, /r*, • , /r^, parallel den Kanten eiitff 
Würfels, vier gleiche 3-zähIigc, d^-,d^, parallel den Verbindungslinie 
gegenüberliegender Ecken, und sechs gleiche 2-zählige, €*,••• •,«•, paralld 
den Diagonalen der Flä<'hen desselben Würfels (s. Fig. 439). Jede dieser 
A\en verläuft nach zwei entgegengesetzten Richtungen. Daher besitzen dit 
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hierher gehörigen Formen ein Cenlrum der Symmelrie und 9 Symmetrie- 
ebenen, nümlich drei gleiche,/)', ;p^, parallel den Flachen und sechs gleiche, 
(/i, ■■■d^, parallel den Verbindungsebenen gegenüberliegender Kanlen 
.desselben Würfels. Die Symbole dieser Symmelrieelemenle sind: 
?ri=[400], 7C^=[imi], ?rä = [001] 
pi ={100}, /»' ={0<0), p3 ={001} 
ei = [OH], £^ = [101], £3 = [H0], e< = [011], e6 = [T01], e« = [ITO] 
rii={OlT}, (/i={?01}, (/s = {(TO}, d* = {0i1}, rf5 = {101}, # = {110} 

d» = [iu]; dl = [th], di = [iTi], d3 = [iiT] 

Zur VeranschaultchuDg dieser Symmetrieverbaltnisse sollen die Fig. 140 
bis 1(2 dienen. Sie stellen stereographische 
Projeclionen der Polfiguren von p\ ■, p', 
d\ .-■«/«, {Hl}, --, {TTI}, dar. Zu Pro- 
ject ionsebenen sind die den Flachen {100}, 
{110}, {111) parallelen Ebenen gewählt. 
Da nach § 1 die Indices der Normale einer 
Flache gleich den Indices der Fläche sind, 

so fallen die Pole von p', , {TU} mit 

den Schnittpunkten der Symmetriessen auf 
dor KugelQtiche zusammen. Von den Zonen- 
kreisen , welche io diesen Polflguren ent- 
stehen, sind die in den nebenstehenden 
Figuren voll ausgezogenen gleichzeitig die 
Schnittkreise der Symmetrieebenen p und d, die punklirlen dngegen die 
Schnittkreise der zu den 3-zähligen Symmelrieaxon senkrechten Ebenen 




Fig. 189. 




mit der Kugel. Dass die letzteren Ebenen nicht Symmetrieebenen sind, 
erkennt man deutlich aus dem Anblick von Fig. 1t1. 



226 



Dreizehntes Kapitel. 



Die gegenseitige Lage der Symmetrieaxen und Symmelrieebenen er- 
giebt sich aus dem folgenden Schema (vgl. Fig. 40 auf S. 44): 




Fig. 442. 



e» — [/)«, t/>], 


d'-l 


[7t\ £', iJ«, d») 


«2 — [p2, rfi] , 


d2 — {tt», ei, 5«, (J2} 


«' — [p*, <^']) 


rf' — {tt«, «3, 80, 8^) 


e< — [pi, rf<], 


d* 1 


[71 ', «S (52, d»} 


e& — [p2, d»], 


</*— 1 


n:i, «*, d», rf'} 


«6 [p'j rf']) 


(/« — {7r3, £«, d', 01} 


(JO- 


frf', rf2, rf»] 


<J'- 


V/', rfs, d«' 


Ö1 — 


[(/2, (/8. d<! 


d^ — 


[d^ d\ 


. ''*J 



§3. 

Die 13 Symmetrieaxen erzeugen 48 gleiche 3-kantige Ecken. Jede 

derselben wird von einer 4-zähligen Symmetrieaxe /r, einer 3-zähligen d 

und einer 2-ztihligen e gebildet und demgeraUss von einer Symmetrieebene p 

und zwei Symmetrieebenen d umschlossen. Die Winkel der Ecke mit den 

Kanten : 

7r» = 'J00], e^ = [\\{^\, 8^ = [\\\] 

und den Ebenen : 

r/3 = {e\ d«) = UO, d^ = {8^, n^] = OH, p^ = [ir^ b^) = 004 

sind in der folgenden Tabelle enthalten: 
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cos (tt^ e^] = y I , 
cos(d3d») = — V, 

cos (p3d3) = , 



(^ri «3) = 450 

(6^0) =350 15' 51,81" 

(rfo^i)=540 44' 8,19" 

(^3^1) = 1200 

(d*p3) =1350 



sin2 (^i^3jo) = 



(p3d3) = 900 

Eine 4-zählige Symmetrieaxe schliesst also mit den benachbarten 
3-zahiigen Syranielrieaxen Winkel von 54® 44' 8,19", eine 3-zahlige mit 
den benachbarten 2-zähligen Symmetrieaxen Winkel von 35® 15' 51,81" ein. 
Das Quadrat des Sinus einer der in Rede stehenden Ecken ist : 

n vf 1 

Eine Ebene, welche die 13 Symmetrieaxen schneidet, durchsetzt im 
Allgemeinen und höchstens 33 von den 48, durch die Symmetrieaxen be- 
stimmten Ecken. 

Da durch die 13 Symmetrieaxen 48 gleichwerthige Winkelräume ge- 
bildet werden, so folgt, dass zu einer Fläche mit den Indices hkl, h'^k'^ly 
deren Normale in den von den Axen Tt^e^ö^ bestimmten Winkelraum fällt, 
47 andere gleiche Flächen gehören. Daher besitzt die allgemeinste holoe- 
drische Form des regulären Systems 48 Flächen. Sie wird Hexakis- 
oktaöder genannt und führt das Symbol [hkl). Die Symbole ihrer 
Flüchen sind in dem folgenden Schema, nach Oktanten geordnet, enthalten : 

vorn rechts oben 
hinten rechts oben 
vorn links oben 
hinten links oben 

vorn rechts unten 
hinten rechts unten 
vorn links unten 
hinten links unten 

Die Flächen eines Hexakisokta^ders sind paarweise einander parallel 

1 

und, da sie eleichen Abstand ^ von dem Centrum derSvm- 

Vhh + kk + ll 

metrie besitzen, einer Kugel mit einem Halbmesser gleich diesem Abstand 

umschrieben. 

Ein Hexakisoktaüder ist von 48 ungleichseitigen Dreiseiten begrenzt 

(s. Fig. 1 43, S. 228) . Die 72 Kanten einer solchen Form sind von dreierlei Art : 

45* 



hkl. 


khl, 


Ihk, 


Ikh, 


klh. 


hlk 


hkl, 


khl, 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl, 


khl, 


, Ihk, 


Ikh, 


k ih , 


hlk 


h'kl. 


Jhl, 


Ihk, 


Ikh, 


klh , 


hlk 


hkl, 


khl 


, Ihk, 


Ikh, 


klh. 


hlk 


hkl. 


khl 


, Ihk, 


Ikh, 


klh. 


hlk 


hkl. 


khl 


, Ihk, 


Ikh, 


klh. 


hlk 


hkl, 


khl 


, ihk. 


lieh. 


klh, 


hlk 
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24 Kcinleii a liefen in den S\ ininotrieebonen d zwischen je einer 4-Z(lhligeD 
und einer 3-zahli|j;eü Syinnietriciixe ; 24 Kanton // liegen in den Symmetrie- 
ebenen yj zwischen je einer 4-zahligen und einer ä-zUhligen Symmetrie- 

axc; 24 Kanten y liegen in den Symmetrie- 
ebenen d zwischen je einer 3 -zähligen und 
einer 2-zHhligen Symmetrieaxe *) . 

Die 26 Eckpunkte sind von dreierlei Art: 

sechs 4 -f- 4-kantige Eckpunkte liegen an den 

,, 4-zähIigcn, acht 3 + 3-kantige an den .*J-iab- 

f ^ ; 1 V .y/ J'B^^ ^"^^^ zwölf 2 + 2-kantige an den 2-xäh- 

ligen Symmetrieaxen. 

Die Symbole zweier Flüchen, welche den 
an einer Kante a gelegenen Flächenwinkel (a; 
einschliessen , haben den Index h gemein und 
die Indices k und / beziehungsweise jn dieser 
und der umgekehrten Reihenfolge (siehe Fig. 
144). Daher ist: 






/:/: 




Fig. 143. 



cos [a] = 



hh + ^kl 
hh "+ A7. + // 



Die Symbole zweier Flüchen , welche den an einer Kante ß gelegenen 
Flachenwinkel iß] einschliessen , haben die Indices h und k gemein. Die 
Indices / der beiden Flachen haben entgegengesetzte Vorzeichen. Daher ist: 

hhJ^kk — H 

cos {d\ = ,-i— - — r-r- — r, 

'^ hh + kk + II 

Die Symbole zweier Flachen , welche den an 
einer Kante y gelegenen Flachenwinkel (y) ein- 
schliessen, haben den Index / gemein und die 
Indices h und k beziehungsweise in dieser 
und der umgekehrten Reihenfolge. Daher iM: 

^hk + ll 

cos ly, = . 7 - r^ T". 

'^ hh+kk + ll 

Fig. U4. ^ ^ 

Wendet man die in § 4 , Kap. 12 ange- 
gebene Relation auf die Axen /r^ €*, d*, die 
Axenebenen (P, d^, p^ un<l die Normale der Flache hkl an, so erhält ron* 
diezwiM*hen den Flachenwinkcln a], fji), 'y) des llexakisoktaiklere (Ai/; 
bestehende Relation * "j : 




* Die Kanton a, ß, y >Korclon von Naumann mit A, B, C, von G. Rote und 
Miller mit 0, />. F bozcichncl. 

** J. H. T. Müller. Kr^Hiizungon zur Krystallomolrie des reguISren Systems* 
Frugramm. Wiesbaden ohne Jahreszahl, . — Th. L. Zeitschr. f. Krystallogr. I889, 4, Mi. 
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1 = 



4 sin^ --' 



W + 3 sin^i^ + 2 sin^) + 4 V^ sin M sin ^ 



+ 4 sin 



(/) 



sm 



2 

(«) 



3) 
3) 



(431) 

(531) 

(421) 
(11-5. 
(10 . 4 . 

(731) 

Symbol: 

(321) 
(431) 
(531) 
(421) 
V (11. 5 
m; (10 . 4 . 8) 
r (731) 
o; (21 • 7 . 5) 
z (821) 

y (<5 

q (25 



s 
u 
t 
n 



2 " ' 2 

am Granat, 

- Granat, Amalgam 

- Magneteisen 

- Flussspath 

- Flussspath 

- Flussspath 

- Flussspath 

(«) 
21047' 12,39" 

32 12 15J9 

27 39 37,57 

17 45 10 

3) 13 2 41,63 

7 15 8,08 

21 13 8,64 

7 8 44,4 

9 45 59,45 

3*1) 38 39 55,48 

6-2) 12 35 38,08 



+ 4 y2 Sin ~ sin -^ 



(21 . 7 . 

(821) 
(15.3 . 
(25 • 6 . 
(10-6. 

(751) 



(10 -6 . 1) 35 9 46,38 
(751) 38 7 41,82 



iß) 
310—' 9^45" 

22 37 11,48 
19 27 46,62 
25 12 31,51 
27 58 13,51 
31 7 46,46 
14 57 39,64 
25 27 22,97 
13 49 43,53 

7 28 49,64 

8 53 46,36 

9 48 7,77 
43 16 .41,63 



5) am Magneteisen 

- Bleiglanz 

1) - Flussspath 

2) - Flussspath 
1) - Gold 

- Silber 

ir) 

21047' 12,39" 
15 56 32,5 
19 27 46,62 
85 57 2,04 
39 50 54,4 
44 36 7,64 
43 42 46,7 
51 43 34,98 

61 25 41,24 
67 47 2,99 

62 58 38,48 
27 58 3,84 
18 47 49,01 



§5. 



Die 48 Flächen eines HexakisoktaSders repräsentiren 24 verschiedene 
Flächenrichtungen. Unter den 23 Flächenwinkeln, welche eine dieser 
Flächenrichtungen mit den übrigen einschliesst, sind nach einem, in § 1 
angeführten Satze nur 16 von einander verschiedene Winkel vorhanden, 
wie die folgende Zusammenstellung der Werthe für die Cosinus dieser 
Winkel lehrt. 

Der Kürze wegen enthält die Tabelle nur die Zähler der Cosinus, deren 
gemeinsamer Nenner hh -{' kk -{- II ist. 

Winkel: Zähler des Cos.: Winkel: Zähler des Cos.: Winkel: Zähler des Cos.: 

hkthkl -^hh + kk + ll hkl'hkl hh—kk+ll hkthkl hh + kk—ll 



hh 



hkthlk\ 

hkthJk] 

hkthlk hh-\-%kl 

hkthlk ^hh + <2,kl 

hktlhk\ ,, ,, ^, 

hkl^lhk\ , 1 t ih i kl 

hkCklhf ^i + ^Ä+AA 



fhf 



ÄA-rUA 

hkl'lk 
hktlkh 

hklUkh 

hkl'Jhk 

hk 



kk 

kk + ilh 
kk + ilh 



hl) 



II 



hkl'khl 

hkl'k 

hkl'khl ll + ihk 

hkl'khl —ll + 2hk 

hkfklh 

hk 



lUhk\ . ., hkl'klh\,, „ ^, 

nih}''-^'+'' hknhkr+''-'' 
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§6. 

Die Kanten a, (ij y, welche die Fläche {hkt} des 
l, h"^ k"^ L begrenzen, haben folgende Symbole: 

a= hkL hlk' = [k + l .Ä.Äl 

ti= hkl, hkT = _khO' 

'/ = Jikl, khr = [l-i-h + k] 



hkl),h-:>k 




Demnach ist : 

,^ , —hl + kl 



" \ hh + kk { h + k. h + k) + 2/0 

hl — h'h 4- fr; — / (fr 4- /) 

«•OS (yß) - yiy,-qi^.)f^^^.^^_277} (2AA + (& + /)(* + /)) 
, ^, _AA — fr;fr + 

^ V{2 A A + (fr 4- /; ;* + /;} {hh + fr fr) 
und: 

. ,^ . ,, , ,. l/ hk + kk + ll 

. , , ^A . I I ;> l/ AA + frfr + /f 

• I rf_;l/ hh+kk + ll 

sin (a/Tj -fl y ^g^,^ _^ ,^. _^ ^^ ^^. _|_ ^^ ^^^ _^ ^.^.^ 

Folglich verhallen sich die Kantenlängen : 

a : ß : y =r sin (ßy) : sin [ya] : sin {aß) = 

(A + fr) yu/r+ir-fiiir+ij: (a + fr + /) väat+a-* 

: h V'{r+k){h + k)+ill 

§7. 

Kin Ilexukisoklaüder besitzt 2G Ecken, nUmlich 6 achtflächige, an den 
4-ziililigen Syninielrieax^fen gelegene, mit den Flachen winkeln (ä), (ß) und 
den Kantenwinkeln [ci^ß) — 8 sechsflächige, an den 3-zahligen Symmetrie- 
axen gelegene, mit den Flachenwinkeln (/), (a) und den Kantenwinkeln 
(y*a) — 12 vierflachige, an den 2-zahligen Symmetrieaxen gelegene, mit 
den Flachenwinkeln {ji), (y) und den Kanlenwinkeln (ß^y). 

Nur die abwechselnden Kanten dieser Ecken sind gleichwerthig und 
im Allgemeinen sind auch nur die abwechselnden , an diesen Kanten ge- 
legenen Flachenwinkel einander gleich. Es ist leicht zu sehen, dass nur 
die auf einander folgenden Flachenwinkel [a] und (y) der sechsflächigen 
Ecken möglicherweise unter einander gleich sein können. Dieser Fall tritt 
immer dann ein, wenn: 

hh + 2Ä/ <ihk + ll 

'^^ («J = Ä/, + U + Tl = hh+I¥+Tl = ^' W 



oder: 
also: 



Ä- = 



§1— )3. VolllUchige Formen. 

h + l 



Das allgemeine Symbol der hierher ge- 
hörigen Hexakisoktaöder , welche nach C, 
fr. Naumann isogonale Hexakis- 
oktaeder genannt werden, ist demnach: 



(ft, 



o 




Schneidet man die an einer 3-zähligen 
Symmelrieaxe einer solchen Form gelegene 
sechsflächige Ecke mit einer zu dieser Axe 
normal siehenden Ebene (Oklaederllilche), 

so ist die Schnittßgur ein regelmässiges Sechsseit [s. die Combinalion von 
(321) und (Hl) in Fig. 1i5). 

Die am hüußgslen in der Natur vorkommenden isogonalen Hexakis- 
oktaeder sind (321) und (531). Ersteres wird am Granat, letzteres am 
Magneteisen nicht selten beobachtet, lieber eine Grenzform dieser Hexa- 
kisokueder s. S. 235. 

§8. 

Die inden gewöhnlichen Symmelrieebenen gelegenen längsten Kanten« 
eines IlexakisoktaOders künnen zu je sechs einander parallel, oderwie hieraus 
folgt, parallel zu den 
3-zilhligen Symmetrie- 
axen sein. Die hier- 
hergeborigcn llexakis- 
oktaöder werden 

parallelkautige 
Ilexakisokta{,'(ler 
oder Telrakis^ode- 
kalider genannt, da 
ihre lüngslen Kanten 
a mit den Kanten des 
eingeschriebenen Do- 
dekaeders zusammen- 
fallen und ihre vierkantigen Ecken sich Über den Dodekatidcrfl Heben als 
vierseitige Pyramiden erheben. Wenn z. B. die Kanlen; 
[AU, klk]=[k + l,h, h] 
[klh, lkk]=[h,h, k + l] 
einander parallel gehen sollen , so muss h =: k -\~ l oder k ^h — l sein. 
Demnach ist das allgemeine Symbol der iu Rede stehenden llexakisoktaSder : 
(h, h~l,l) 




Fig. U7. 
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Die am Granat beobachteten Hexakisoktaüder (321), (434) sind paral- 
lelkantig. Das Ilexakisokta^der (321; ist gleichzeitig isogonal und parallel- 
kantig. Die Grenzformen, zwischen denen die Flächen der Tetrakisdodeka- 
isdcr liegen, sind das Dodekaeder (110) und das Ikositetra^der (2H} (s.Fig. 
146 und 147, Seite 231). 

§9. 

Sind zwei der Indices hkl einander gleich, wobei entweder l=k oder 
k =^h sein kann, oder ist einer von ihnen gleich Null, so reducirt sich die 
Anzahl der Flächen auf 24, und es entstehen die Ikositetra^der [hkk)^ 
Triakisoktaöder (ää/), Tetrakishexaßder (AAO). 

Sind zwei der Indices einander gleich und der dritte gleich Null, so 
erhält man 12 Flächen, welche das Dodekaeder (110) bilden. 

Sind alle drei Indices einander gleich, so resultiren die 8 Flächen des 
Oktaeders (111). 

Sind zwei der Indices gleich Null, so erhält man die 6 Flächen des 
Hexaeders (100). 

Die drei letzteren Formen sind einzig in ihrer Art. 

Die Gesammtheit der einfachen vollflächigen Formen des regulären 
Systems bildet einen Krystallformencomplex und dieser ist derselbe fttr 
alle in der vollflächigen Abtheilung des regulären Systems krystallisirende 
Substanzen. 

§10. 

Ikositetraeder ihkk), h > /», wird umschlossen von 24 Flächen, 
welche zu je 4 auf den Symmelrieebenen d senkrecht stehen und sich in 
48 Kanten schneiden. Von den letzteren liegen 24, entsprechend den Kan- 
ten ß eines Hexakisoktaeders , in den Symmetrieebenen p und 24, ent- 
sprechend den Kanten y einer solchen Form, in den Symmetrieebenen d. 
Die Kanten bilden 26 Ecken : 6 vierkantige an den 4-zahligen , 8 drei- 
kantige an den 3-zähligen und 12 2+2-kanlige an den 2-zahligen Sym- 
metrieaxeji. Die Ikositetraüder besitzen also dreierlei Hcken, wie die 
Ilexakisoklaeder, aber nur zweierlei Kanten wie alle von 24 Flächen um- 
schlossenen Formen des regulären Systems. Die 24 begrenzenden Polygone 
sind Delloide. Für die Cosinus der Flächenwinkel erhält man: 

1^. hh 

cos [ß] = 



cos [y] 



hh + tkk 
2hk-\-kk 



- hh + %kk 
Aus der Formel auf Seite 229 ergiebt sich die Relation : 

3 sin"^ ^ J' + 2 sin2 (^ + 4 V^ *sin ^ sin ^^ = 1 



2 ' 2 ' ' ^ 2 2 
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Die Winkel (^) uod {y] kKanen niemals einander gleich sein, deon 
sonst wurde hh — ikk — kk ^ it oder: 



also irrational werden. 



Symbol : 


(^1 


ly) 


(433) 


ai«55'S»,0S" 


IJOSS'SO" ( m„.„. „, 


IBS!) 


58 a 3.( 


im] 


(S tl 11.88 


33 33 16,35 Grannt, Analcim 


1833) 


38 (4 «1,0S 


iS 57 47,01 Flussgpath 


(3H] 


89 5 tS.SI 


50 18 43,71 Silber, Gold etc 


{IUI 


30 (s at.os 




(tili 


i7 15 57,7 


60 — — 


(311) 


It H 30 


6S 57 !S,5S 


(6H) 


48 40 18,(7 


OS SS t1,3t Bteiglaiiz. 


is.a.s 


15 8 87,Sa 


74 S 1S,84 


1*1 -t 


9 19 40 


80 8 1S,77 




Bemerkenswerth sind die Eigenschaften der Ikositetrafider [SM) und 
(311) IS. Fig. U8 und 
) i9) . Ersleres ist da- 
durch ausgezeichnet, 
dass die seine Ucltoide 
synimetrisclitheilcnden 
Filichendiagonalen mit 
den K'inten des einge- 
schriebenen Do<ieka- 
i'ücrs zusiimmenfallen. 
Daher stumpfen die 
FUlchen dieses Ikositc- 
tratders dio Dodeka- 
i^drrkanlen gerade ab 

(s. Fig. läOJ. Letzteres bat die Eigenschaft, dass 
seine Flilchenwinkel [y) so gross sind wie dio 
von je zwei, in einer vierkantigen Ecke einan- 
der gegenüberliegenden Flüchen gebildeten 
Winkel, niimlich 50» 28' 4i", wie aus folgenden 
Formeln hervorgeht : 

<^OSM=g— ^ - 7 

„^a} = rr= 0,636363 ■■■ 
"» "'•»"! = 1+1) " 

Vergleicht man diejenigen Kantenwinkel von 
(211) und (31 Ij, welche in einer Symmetrieebene p liegen, so orgieht sich, 
dass die in einer Ebene p gelegenen, von Kanten ß gebildeten symme- 
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trischeD Achtseitc der beiden Ikositetraöder dieselben Winkel besitzen und 
sich nur durch ihre Lage von einander unterscheiden in so fem , als bei 
(211) der grössere Kantenwinkel da liegt, wo sich bei (311) der kleinere 
befindet und umgekehrt. Zum Beweise dieses Satzes berechnen wir die 
an einer 4-zähIigen Symmetrieaxe von gegenüberliegenden Kanten ß ge- 
bildeten Winkel : • 

,U\, 21 r = [T201, |2T1, 2TT1 = [120] 

cos (T20*120) = ~ ] "I" ? = l 
311, 31T] = J30], [3T1, 3TT] = [130] 



Folglich : 



cos(T30-130)= i^9 = ^ 



cos{T30'130) = sin(120'l20) 

d. h. die beiden Kantenwinkel (T20N20;; und ';T30^130) haben die Eigen- 
schaft, welche zwei aufeinander folgende Aussen winkel eines symmetrischen 
Achtseils besitzen, sich zu 90^ zu ergänzen. Es ist: 

(T20'120)=530 r 48" 
(T30'130)= 36 i-i 12 

§11. 

Triakisoktaeder [hhl), ä > /, wird umschlossen von 24 Flächen, 
welche zu je vier auf den Syinmetrieebenen d senkrecht stehen und sich in 

36 Kanten schneiden. 12 Kanten ß liegen zu je 
vier in den Symmetrieebenen p und gehen paral- 
lel zu den 2-zyhHgcn Symmetrieaxen; 24 Kanten 
a liegen zu je vier in den Symmetrieebenen d. 
Diese Kanten bilden 1 4 Ecken : sechs 4 -f- 4-kantige 
an den 4-ziihligen und acht 3-kanlige an den 3- 
zilhligen Symmetrieaxen. Die 2-zähligen SjTn- 
metrieaxen verbinden die Mitten gegentiberl le- 
gender Kanten ß. Die 24 begrenzenden Polygone 
sind gleichschenklige Dreiseite (s. Fig. 151). 

cos [ff] = 




/ -^^^ \/ ^ 221 



\ 








Fig. irn. 



2ÄA + // 



4 sin-i g) + 3 sin^ (^J) + i V? sin (|) sin (j) = 



1 



Die Winkel (a) und \ß\ können einander nicht gleich sein, da die hier- 
für geltende Bedingung : 



§2—15. Vollflächige Formen. 
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auf irrationale Indices führt : 



Symbol : (a) 
(332) n020'29,24" 
(553) 21 18 8,64 
(221) 27 15 57,34 
(331) 37 51 49,09 



_ = 1 ± 1/2 

iß) 

50O 28' 43,73" Granat 

45 58 46,29 Magneteisen 

38 56 32,82 Bleiglanz, Rothkupfererz 

26 31 31,32 Bleiglanz, Flussspath. 



§12. 

Tetrakishexaeder (hkO), ä]>A-, wird umschlossen von 24 Flächen, 
welche zu je 8 auf den Symmetrieebenen p senkrecht stehen und den 4- 
Zcihligen Syinmetrieaxen parallel gehen. Von den 
36 Kanten gehen i 2 Kanten y zu je vier den 4-zähli- 
gen Symmetrieaxen parallel. Die übrigen Kanten 
a liegen zu je vier mit zwei Kanten y in einer 
Symmetrieebene d. Die Kanten stossen in 14 
Ecken zusammen : in sechs 4-kantigen an den 
4-zahIigen Symmetrieaxen und acht 3 + 3-kan- 
tigen an den 3-zähligen Symmetrieaxen. Die 2- 
zahligen Symmetrieaxen verbinden die Mitten 
gegenüberliegender Kanten y. Die begrenzenden 
Polygone sind gleichschenklige Dreiseite (siehe 
Fig. 152). 

. . hh 

2/iA- 

cos (y) = 




Fig. 152. 



4 sm2 '-^ 4- 



Symbol : («)• 

(320) 460 11 '13" 
(210) 36 52 11,65 
(520) 30 27 1,13 
(310) 25 50 30,98 
(410) 19 44 59,73 
(510) 15 56 32,5 



2 sin^ M + 4 sin 



ir) 



hh+kh 

M 

2 



sm 



2 



= \ 



220 87' 11, 59" Granat 

36 52 11,65 Granat, Kupfer, Gold, Silber, FlussspaUi 

46 23 49,86 Kupfer, Silber, Flussspath 

53 7 48,36 Amalgam, Flussspalh 

61 55 39,04 Silber 

67 22 48,48 Rothkupfererz. 



Fls ist nur dann Winkel (a) = (y), wenn ä = 2A*. Demnach ist (210) 
das einzige Tetrakishexaöder, welches gleiche Flächenwinkel besitzt. Die 
Schnitlfigur der Normalebene einer dreizähligen Symmetrieaxe (Oktaöder- 
flUche) mit den Flüchen einer an dieser Axe liegenden 3 + 3-flachigen 
Ecke dieser Form ist demzufolge ein regelmässiges Sechsseit. (210) ist also 
eine Grenzform der is on Hexakisokta(3der (s. S. 231). 
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Fig. 453. 



§13. 

Dodekaeder (110) — (Fig. 153), wird umschlossen von den zwölf 
Flächen : 

110, 10|, 011, ITO, Toi, OlT 
TTO, TOT, OTT, TlO, lOT, OTl 

welche den sechs Symmetrieebenen (/'....# parallel gehen und sich In 
24 Kanten a schneiden. Die letzteren laufen zu je sechs den 3-ZcihIigen 

Syrametrieaxen parallel und liegen zu je vier in 
einer Symmetrieebene d. Das Dodekaüder liefert 
also vier Kanlenrichtungen. Die 24 Kanten des- 
selben bilden zu je vier einen Rhombus und 
stossen in 6 vierkantigen und 8 dreikantigen 
Ecken zusammen. Es verbinden die 4-zähligen 
Symmetrieaxen gegenüberliegende vierkantige, 
die 3-zähligen Symmetrieaxen gegentiberliegende 
dreikantige Ecken, die S-zähligen Symmetrieaxen 
die Mitten gegentlberliegender Flächen, auf denen 
sie senkrecht stehen. 

Fluchenwinkel (a) = 60» 

cos(a) = i, tan^=T/f ^ 

Die Normalebene einer 3-zähligen Symmetrieaxe schneidet das Dode- 
ka^er in einem regelmässigen Sechsseit. 

Hexaeder (100) — (Fig. 1 54) , wird umschlossen von den sechs Flächen : 

100, 010, 001, TOO, OTO, OOT 

welche den drei Symmetrieebenen p^, jo^^ ^3 parallel gehen und sich in 42 

Kanten schneiden. Die letzteren gehen zu je vier 
^" loa Z^^ einer 4-zähligen Symmetrieaxe parallel und stos- 
sen in 8 dreikantigen Ecken zusammen. Es ver- 
^ binden die 4-zähligen Symmetrieaxen die Mitten 

0/0 gegenüberliegender Flächen, die 3-zähligen Sym- 
metrieaxen gegenüberliegende Ecken, die 2-zäh- 
ligen Symmetrieaxen die Mitten gegenüberliegen- 
der Kanten (s. Fig. 139). 

Flächenwinkel [y) = 90» ' 

Die Kantenlängen, Flächendiagonalen und 
Verbindungslinien gegenüberliegender Ecken verhalten sich wie: 

1 : V2 : V3 = 1 : 1,41421 : 1,73205 

Okta(3der (111) — die sogenannte Grundform des regulären 
Systems (Fig. 155), wird umschlossen von den acht Flächen: 

111, T11, 1T1, 11T 
TTT, ITT, TIT, TTl 



fOO 



Fig. 4 54. 
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deren zwölf Kaolen zu Je dreien gleichseitige Dreiecke bilden und in sechs 
vierknniigeD Ecken zusammenstossen. Die (-zUhligen Symmetrieasen ver- 
binden gegenüberliegende Ecken; die 3-zyh1igen Syninielrieaxen stehen 
normal auf gegenüberliegenden Flachen und verbinden die Mittelpunkte 




Fig. 155. 



Fig. ise. 



derselben; die 3-zäbligen Symmelricaxen gehen den Kanten des OklaJ^'ders 
j)araltel und verbinden die Mitten gegenüberliegender Kanten (s. Fig. 156). 
Flachenwinkel iß] == 70» 31' 43,6". 



cos(/*)=i, tan ^^ = Vi 
d einer ; 



Winkel zwischen einer Oktaederflache und einer anliegenden HexaPder- 
flUche = 54" 44' 8,2". 



s[fH*100) = 



V3 



Winkel zwischen einer OktjiiJderflache und einer anliegenden Do- 
dekaederfläche = 35» 15' 51,8". 



cos(H4*H0) = 



= Vf 



' Vd Vi' 

Wird die Axeneinheit gleich der Längeneinheit gesetzt, so ist die : 

Kantenlange des Oktaeders = Vi 

1 



Einer OktaSderflfiche ist die auf ihr senkrecht stehende 3-zählige 
Symmetrieaxe in Bezug auf die von den Axen gebildete Ecke harmonisch 
zugeordnet. 
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§u. 

Die in §13 genannten drei FonncD, Dodekaeder, Hexaeder und Oktafider, 
sind einzig in ihrer Art. Der Zusammenhang ihrer Flächen und Kanten mit 
den Ebenen und Axen der Symmetrie wird durch die stereographischeo 





IVojedioncn ihrer Polß^uron (Fig. <58 — 160) veranschaulicht, mit denen n 
Fig. 1">7 vergleichen möge. 

Die Flachen des llexaedcrs sind purallel den Symmetrieebenen p. 




Fig. u«. 



Die Flilclion drs Dmii-kiiCdcrs .sind p;irallcl den Symmetrieebenen d. 
Dip Kanlcn des lleM)i-d4>r.s sind ]iaralli-l den i-zHhIigeo Symmetriecxeo. 
I)i.'K.inl.-ndcsDodtk»i'd<'rs.sinflpariiilcldcn3-illhligonSymmelrieaxeD. 
Dir KjiMicn di's Oklahlcrs sind parallel den 2-zahiigen Syntmeliieaxeii. 
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Zwischen Oktaeder und Dodekaeder besteht die Beziehung, dass die 
Flachen der einen Form auf den Kanten der anderen senkrecht stehen. 





Fig. 464. 



Fig. 46i. 



Die Flachen des Dodekaeders stumpfen die Hexaederkanten und die 
Oktaederkanten gerade ab (Fig. 161, 162). Die Flachen des Oktaeders 




V 



\ 




/ 



Fig. 463. 




Fig. 464. 



stumpfen die Hexaederecken und die dreiflächigen Dodekaederecken gerade 
ab (Fig. 163, 164). Die Flachen des Hexaeders stumpfen die Oktaeder- 
ecken und die vierflächigen 
Dodekaederecken gerade ab 
(Fig. 165, 166). 

Die Combination aller 
drei Formen (Fig. 157) kommt 
häufig vor; z. B. am Gold von 
Lebeschka bei Beresowsk im 
Ural, aus Brasilien; am Fluss- 
spath von der Grube An- 
dreaskreuz zu Andreasberg, 
aus dem Granit der Fuchs- 
berge westlich Striegau in Schlesien, von der Scheelitlagerstätte am Kies- 
berge im Riesengrunde bei Gross-Aupa in Böhmen u. v. a. O. ; am Blei- 




Fig. 4 65. 




Fig. 466. 
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gtanz von Harzgerode ; am Granat u.s. v 
Flücheo der Combinalion sind : 



Die Winkel zwischen anliegeDdeo 



100 54" 44' 8,S 
110 350 15' 53" 



Wir belrachlen noch einige d 
vollllächigen Formen des regulären 




=r=^ 



515. 

ler wichtigsleo ComliinationeD der 
lyslenis'). 

Hexaeder (100). 
Die Ecken werden er- 
setzt durch die sechs- 
flilchigen Ecken der 
HexakisokUfider [hkfj. 
Figur 167 (400) (i21] 
Flussspath vom MUd- 
sterthal in Baden. 

Die Ecken werden 
ersetzt durch die drei- 
flücbigen Ecken der 
Ikositetraeder [hkk] . Die FItfchen der letzteren sind auf den HexaederflBchen 
gerade aufgesetzt. Die llexaederflilchen erscheinen als gerade Ab- 
slumpfungen der an den 4-zähligen Symmetrieaxen gelegenen Ecken der 
IkosilctraMer. Fig. 168 (100] (211; Anaicini vom Fassathale in Tyrol und 
von den Cyclopen-lnseln bei Calania. Die Combination (100) ^311) tritt ain 

Flussspath von Gersdorf 
bei Freiberg auf. 

Die Ecken werden 
ersetzt durch die drei- 
flücbigen Ecken der 
Triakisoktaeder {hbl]. 
Die Flachen der leUte- 
ren sind auf den Hexa- 
ederkanten gerade auf- 
gesetzt. Fig. 169 [100] 
(231) Bleiglani von 
Andreasberg im Harz und Witticben im Schwarzwald. 

Die Kanten werden zugestumpft durch die Flüchen der Tetrakiriiexaeder 
{likO). Fig. 170 (ICD) (200) Flussspath von Aiston Moor in Cumberland 
und Zinnwald in Böhmen. 




Fig. 189. 



*) Eine vollsIHndige Discussion derselben b. b. Na 
angBW. Kryst. 1, ITSf. 
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Oklaj>der (111). Die Eckeo werden ersetzt durch die achtOächigen 
Ecken der liexakisoklaeder (AA/j. Fig. 171 (111) (321). 

Die Ecken werden ersetzt durch die, an den (-zähligeu Symmetrieaxen 
gelegenen vierflachigen Ecken der IkosiletraCder [kkk]. Die Flüchen der 
letzteren sind auf den Okta^derflScbeo gerade aufgeselzl. Fig. 172 (IHj 





Fig. (7(. 



Fig. (71. 



(2111 Bothkupfererz von Gumöschewsk. Die Combination (111) (311) tritt 
am Hagneteisen von Truverselia, Pleonost vom Älboner Gebirge, Gold von 
Vöröschpatak, Silber von Kongsberg auf. 

Die Kanten werden zugestumpfl durch die Flächen der Triakisoktaüder 
[hhl]. Fig. 17:i (lllj (331) Flussspath von Kongsberg. Die Combination 





Fig. 178. 



Fig. (7*. 



[11,1) (441 j tritt am Flussspath aus dem Granit der Fuchsberge westlich von 
Striegau auf- 

Die Ecken werden ersetzt durch die vierflüchigen Ecken der Tetrakis- 
hexaCder {hl\0). Die Flüchen der letzteren sind auf den Oktaederkanten 
gerade aufgesetzt. Fig. 174 (111) (310) Flussspath von Altenberg in Sachsen. 

Dodekaeder (110). Die vierllüchigen Ecken werden ersetzt durch 
die achtflüchigen Ecken der Hexakisoktaeder [hkl], bei denen h'^k+ l ist. 
Fig. 175, S. 242 (HO) (531). 

Die dreiflücbigen Ecken werden ersetzt durch die sechsflächigen Ecken 

Liebiach. QeomeU. KryiUllsgr. IS 
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der HexakisoktaMer (AA-/}, bei denen A < A- + /ist. Fig. 177 (110) 
(543). 

Die Kanten werden zugestumpft durch die Flüchen der Hexükisoktaeder 
(AAf,, bei denen A =: A- + / ist, d, h. durch die Flächen der parallel- 
kantigen Hexakisoktaeder oder Tetrakisdodekaeder Fig. 176. (110] (381) sehr 
baußg am Granat. 

Die vierflachigen Ecken werden ersetzt durch die, an den 4-cabligeD 




Flg. («. 



Fig. 177. 



Symmetrieaxen gelegenen vierflachigen Ecken der Ikositetrafider [Itkk), 
bei denen h"^ ii ist. Die Ikositelraäderflächen sind auf den Dodekaeder- 
kanten gerade aufgesetzt. Fig. 178 (110) (311) am Flussspath von Baveoo; 
mit (111) am Hagneteisen aus dem Albaner Gebirge. 

Die dreiflächigen Ecken werden ersetzt durch die dreif]ächigfln Ecken 
der Ikosiletraeder [AAA), bei denen ik"^ h^ k ist. Die IkositetraSder- 
flüchen sind auf den Dodekaäderkanlcn gerade aufgesetzt. Fig. 180 (111) 
(322). 

Die Dodekaederkanten werden gerade abgestumpft durch die FUchen 




Fig. HB, 



Fig. (8». 



dcsIkositetraeders(211), bei welchem h = ik ist. Fig. 179 sehrhSufig am 
Granat, z. B. von Ala in Piemonl, PilkSranda bei Sordawala in Finland, 
Magnet Cove in Arkansas, Slatoust im Ural, Grube Andreasort eu Andreas 
berg, am Melanit von Frascali bei Rom, Grossular vom Wilut d. s. w. 
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üie drciOachigen Ecken worden ersetzt durch die dreiQilchigen Ecken 
der Triukisokta<<der [kki). Die Flachen der Iclzleren sind auf den Do- 
dekaederflachen gerade aufgeselzl. Fig. 181 (110] [331) zusammen mit (111) 
am Bothkuprererz von 
Gumäschewsii. Die 

CombinatLon(110] (SSI) 
Irin an dem hell grün- 
gelben Granat vom Zil- 
lerthal auf. 

Die vierßachigen 
Ecken werden ersetzt 
durch die vierDachigen 
Ecken der Tetrakis- 
hexaüder (hkÜ). Die 
Flachen der letzteren 
sind auf den Dodekaederflachen gerade aufgesetzt. Fig. 182 (110) (210) am 
Granat von Dognaczca. (110) (520) am Kupfer von Bogoslowsk und am 
grünen Flussspalh aus 
England, (110) (310) 
am Flussspath von 
AlstonMoor, (H1)(510) 
am Rothkupfererz von 
Gumcschewsk. 

Ikosi tetraSder 
(211). Die dreiflächigen 
Ecken werden gerade 
abgestumpft durch die 
Flachen des Oktaeders. 
Fig. 183(211) (111). 

Die vierflachigen Ecken werden gerade abgestumpft durch die Flachen 
des Hexaeders. Fig. 184 (211) (100) Analcim vom Fassathal. 





Die 2 4- 2-kantigen Ecken werden gerade abgestumpft durch die 
Flachen des Dodekaeders. Fig. 179 auf S. 2i2. 
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Die in den dreikantigen Ecken zusammenstossenden Kanten werden 
gerade abgestumpft durch die Flächen des Triakisoktaäders (332). Fig. 185, 
S. 243 (211) (322). Fig. 186, S. 243 (211) (332) (110) am Granat von Brosso. 

Die in den vierkantigen Ecken zusammenstossenden Kanten werden 
gerade abgestumpft durch die Flächen des Tetrakishexaäders (210). Fig. tHT, 
S. 243 (211) (210) (110). 

Andere Combinationen s. in § 30. 

Die folgende Tabelle enthält die Winkel, welche die Flächen hklj 
h'^ k'^ Ij der wichtigsten bisher beobachteten Formen mit den tiber dem 
positiven Oktanten gelegenen Flächen des Hexaeders, Okia^ers und 
Dodekaeders einschliessen. Die Winkel wurden berechnet aus ihren 
Cosinussen, deren Werthe sich aus der Formel (1), S. 223, ergeben: 

100 010 001 111 011 101 410 

h k l h+k + l k + l h + l h+k 



hkl 
worin : 

gesetzt ist. 



// U II Yd . U 1/2// V2'H Vi'H 



H=Vhh +kk + ll 







400 


040 




001 


1 


320 


88044' 


24,23" 


560 \ 8' 


'85,77^ 


r 


900 




240 


26 


33 


54,48 


63 26 


5,82 




90 




320 


24 


48 


5,73 


68 44 


54,27 




90 




810 


48 


26 


5,79 


74 33 


54,49 




90 




440 


44 


2 


40,48 


75 57 


49,52 




90 




540 


44 


48 


85,78 


78 44 


24,22 




90 




882 






50 44 


46,24 






64045' 88,46" 


553 






49 23 


43,73 






67 — 


86,82 


224 






48 44 


22,86 






70 84 


48,60 


334 






46 30 


30,59 






76 44 


44,85 


433 


46 


44 


40.44 




59 


2 


0,48 




322 


43 


48 


49,88 




60 


58 


58,84 




24 4 


35 


45 


54, 8f 




66 


54 


48,57 




838 


27 


56 


48,07 




70 


39 


9,45 




84 4 


25 


44 


24,83 




72 


27 


6,76 




722 


22 


— 


6,48 




74 


88 


48,98 




444 


49 


28 


46,89 




76 


22 


4,48 




544 


45 


47 


35,40 




79 


54 


4 5,44 




64 4 


43 


45 


45,64 




80 


89 


50,90 




45 • 2- 2 


40 


40 


42,30 




82 


48 


44,72 




42-4-4 


6 


43 


46,94 




85 


45 


9,87 




824 


36 


44 


57,49 


57 44 


48,46 




74 29 


55,44 


434 


38 


49 


43,74 


53 57 


36,37 




78 44 


24,25 


534 


32 


48 


39,37 


59 84 


46,67 




80 46 


6,67 


424 


29 


42 


24,35 


64 7 


23,94 




77 23 


44,22 


44 -S-S 


27 


55 


38, 8S 


66 49 


46,46 




76 8 


28,20 


40 • 4 • 3 


26 


33 


54,48 


69 2 


4 4,89 




74 26 


6,70 


734 


24 


48 


40,55 


67 — 


86,82 




82 84 


4 0,28 
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24 


.7.5 20054' 


46,06" 


720 i' 


4,47" 77046' 48,49" 








824 45 36 


58,06 


76 4 


4,47 83 5 


8,26 






45 


• 3-4 44 54 


46,89 


78 42 


52,40 66 45 35,23 






25 


•6-2 44 44 


49,04 


76 32 


44,44 85 33 54,74 






40 


•6.4 34 48 


40,46 


59 9 


42,67 85 5 56,40 








754 36 4 


44,77 


54 44 


8,22 88 22 


9,84 








444 






044 


404 




440 


820 




360 48' 34,20" 


> 


66O54' 28,52" 


530 57' 86,87" 


44« 


►48' 85,84" 


240 




89 42 58,48 




74 


33 54,49 


50 46 6,54 


48 


26 5,74 


520 




44 24 5,35 




74 


46 26,44 


48 57 50,66 


23 


44 55,00 


340 




43 5 49,44 




77 


4 44,54 


47 52 40,47 


26 


33 54,49 


440 




45 33 42,33 




80 


7 30,44 


46 44 40,43 


30 


57 49,52 


540 




47 42 24,09 




82 


4 43,74 


46 6 7,62 


33 


44 24,24 


332 




40 


4 


29,78 


44 4 52,56 


25 


44 24,84 


553 




42 


46 


28,69 


42 84 9,22 


22 


59 23,4 4 


224 




45 


47 


85,42 


45 — — 


49 


28 46,48 


834 




22 


— 


6,35 


49 82 32,54 


43 


45 45,54 


483 




8 2 58 




48 


48 49,89 


34 54 


37,92 


\ 


322 




44 25 48,37 




46 


44 40,44 


30 57 


49,52 


244 




49 28 46,48 




54 


44 8,22 


30 — 


— 




833 




26 47 50,48 




62 


3 44,94 


30 48 


4,66 




344 




29 29 46,30 




64 


45 38,46 


34 28 


55,84 




722 




82 44 2,05 




67 


59 53,83 


32 82 


58,44 


f 


444 




35 45 54,84 




70 


34 48,60 


33 33 


26,8S 


> 


54 4 




88 56 32,82 




74 


42 24,69 


36 45 


54,84 




64 4 




44 28 22,58 




76 


44 44,86 


36 35 


42, 4S 


1 


45 •2- 


2 


44 3 25,94 




79 


49 47,68 


88 2 


47,80 


1 


42-4 . 


4 


48 — 54,28 




83 


46 43.06 


40 28 


5,46 




824 




22 4 2 27,55 




65 


27 44,67 


40 53 86,20 


49 


6 23,75 


434 




25 49 57,74 




56 


48 35,76 


46 6 7,62 


43 


58 52,5 


634 




28 38 39,03 




64 


26 24,38 


44 40 52,43 


47 


4 25,85 


424 




28 7 34,87 




62 


25 29,82 


39 30 35,00 


22 


4 2 27,56 


44 .5 . 


3 


28 43 27,08 




62 


58 32,27 


87 49 54,30 


24 


40 6,08 


40 • 4 • 


3 


28 86 46,08 




63 


43 24,05 


34 44 42,53 


27 


44 40,45 


734 




34 43 39,09 




68 


28 36,62 


42 34 9,22 


22 


59 23,04 


24 .7 . 


5 


32 54 24,30 




68 


2 35,80 


35 53 28,93 


29 


45 20,42 


824 




40 7 67,97 




75 


42 44,66 


89 59 32,84 


34 


89 5,07 


45*3 


4 


44 48 32,94 




79 


22 3,56 


42 26 44,64 


33 


52 24,70. 


25 -6 • 


2 


42 22 6,45 




77 


49 42,07 


42 44 49,05 


34 


47 5,00 


40 • 6 • 


4 


33 — 46,35 




64 


58 59,20 


48 24 42,2 


44 


54 3,84 


754 




29 55 35,4 6 




60 


39 58,05 


49 43 0,86 


44 


32 43,48 



B. Plagiedrisch-hemiedrische Formen. 

(Gyroödrische Formen.) 
§16. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen 43 Symmetrieaxen wie die 
holoedrischen Formen, aber kein Gentrum der Symmetrie und keine Sym- 
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metrieebene. Zu einem Flücbenpol hkl, h"^ k"^ l, gehflren 23 gleich- 
werlhige Pole : 



hkl, 


Ihk, 


klh. 


khi. 


Ikh, 


hlk 


lihl, 


Ikh, 


hlk. 


hki, 


Ihk, 


klh 


kll. 


Ikh, 


hlk. 


hkl. 


Ihk, 


klh 


hkl, 


Ihk, 


klh. 


khl. 


Ikh, 


hlk 



von denen sich die oberen in den schraftirten ^bäriscben Dreiecken der 
Fig. 188, die uDtcreo in den nicht diametral gegenüberliegenden Dreiecken 
befinden. Um diese Vertbeilung 
gleicher Pole auch in ihrer ste- 
reographischen Projectton anra- 
deulen, ist nach §13, Kapitel 
8 die Charakteristik 4- in die 
schraffirlen , — in die weissen 
Dreiecke der Figur 188 gesetxt 
worden. Die 24 Flachen mit 
den vorstehend anfgetählten 
Symbolen umschliessen eise 
einfache Krystallform, welche 
mit y (kkl] bezeichnet und 
Pentagon-IkositetraSder 
genannt wird , da die begren- 
zenden Polygone FHofseite sind 
Fig. isB. (s. Fig. 189). Geht man von 

dem Fläcbenpole khl aus, so 
erbalt man ebenfalls 23 gleichwerthige Pole. Die entsprechenden- Flachen 
bilden dos Penlagon-Ikosiletraüder y {kht)' {s. Fig. 491]. Die beiden, so 
entstandenen correlaten Formen sind enantiomorph. 

Aus dem Vergleich von Fig. 488 mit Fig. 140 ergiebt sich eine geo- 





metrische Beziehung der correlaten Peotagon-Ikositetraeder y [hkFi und 
y [khl] zu dem Hexakisoklaeder [hkl). Die ersteren beiden Formen kann 
man sich dadurch entstanden denken, dass alle abwechselnden FlScbcQ des 
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Hexakisoktaeders entweder fortfallen oder allein vorhanden bleiben [vergl. 
Fig. 190). 

Die Übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich in 
ihrer Geslait nicht von den vollflächigen Ikosiletraedern, Triakisoklaedern, 
Tetrakisbe](aedern, dem Dodekaeder, Hexaeder, OklaSder. 

Eine hierher gehörige kryslalüsirte Substanz ist noch nicht beobachtet 
worden. 

C. Fentagonal-hemiedrlsche Formen. 

[Pai'alleinHcbig'hciiii^riscbe Formen.) 

§"• 

Die pentagonal-hemisdri sehen Formen besitzen ein Centrum der 
Symmetrie; 7 Symmetrieaxen: drei gleiche 3-zahlige parallel den 
Kanten eines Würfels, vier gleiche 3-zahlige von nur einer Bichtung 
parallel den Eckendiagonalen 
desselben Würfels und vier 
andere gleiche S-zUhlige in den 
entgegengesetzten Richtungen ; no 

drei gleiche Symmetrieebe- ^ 

nen parallel den Flächen jenes „ 

Würfels. Diese Symmetriever- \ 

haitnisse werden durch Fig. 192 f> i \ 

veranschaulicht. Zu einem 1 

Flachenpol AA/, h'^k'^l, der , / 

in demjenigen schraffirten sphU- \ m ^ 

rischen Dreieck liegt , dessen ^ \ 

Ecken die Pole von 100, 110, ur *' \ n« 

K 1 1 sind , geboren in Folge | ^^,-^ 

dieser Symroetrieei genschaften "^ '^„„ 

23 gleicbwerthige Pole, von y\%. oa. 

denen dieoberen in den schra für- 
ten sphärischen Dreiecken der Fig. 192, die unleren in den diametral gegen- 
überliegenden Dreiecken sich befinden. Um diese Eigenschaft auch in der 
Figur auszudrucken, ist in die nicht schrafßrten Dreiecke die CharakterislikO, 
welche nach § 13, Kapitel 8 andeutet, dass in den betreffenden oberen 
und den diametral gegenüberliegenden Dreiecken kein Flächenpol liegt, 
gesetzt worden. Die den 24 gleichwerthigen Polen entsprechenden, paar- 
weise einander parallelen Flachen: 



hUl, klh, 

hkl, klh, 

kkl, Uh, 

hkl, klh. 



Ihk, 
Ihk, 
Ihk, 
Ihk, 



hkl, 
hkl, 
hkl, 
hkl 



klh, 
klh, 
kJh, 
Üh, 



Ihk 
Thk 
l_h_k_ 

Ihk 



umschliessen eine einfache Krystallforni, welche Diploüder genannt und 
mit n [hkl] bezeichnet wird. Gebt man von einem Pole in einem der nicht 
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schrafiirten Dreiecke Fig. 4 9S!, S. 247 aus, z. B. von khl in dem Dreieck, dessen 
Eckpunkte die Pole der Flächen 010, 4 40, 441 sind, so erhält man ebenfalls 
23 gleichwerihige Pole. Die ihnen entsprechenden Flächen : 

khl, hlk, Ikh, khl, hlk, Ikh 

khl, hlk, Ikh, khl, 

khl, hlk, Ikh, khl, 

khl, hlk, Ikh, khl, 

umschliessen ebenfalls ein Diplo(^der, welches wir mit jt (khlj bezeichnen 
wollen. 

Durch eine Drehung um 90^^ um eine der 2-zähligen Symmetrieaxeii 
kommt 7t (hk[) mit 7t (khl) zur Deckung, wie sich aus der Betrachtung von 



hlk, 


Ikh 


hU, 


Ikh 


iilk. 


Ikh 





Fig. 193. 



Fig. 194. 



Fig. 495. 



Fig. 192, S. 247 ergiebt. Diese beiden correlaten Formen sind also geo- 
metrisch nur durch ihre Stellung von einander verschieden. 

Vergleicht man Fig. 192 mit Fig. 140 auf S. 225, so ergiebt sich eine 
geometrische Beziehung zwischen zwei correlaten Diplo^dern tc (AA'/), 
7t (khl) und dem üexakisoktaOder (hkl). Jede der beiden ersteren Formen 
wird umschlossen von der halben Anzahl der Fl^chenpaare, welche an den 
mittleren Kanten ß des IIexakisokta(!dcrs liegen. Die in Fig. 1 94 schraffirten 
FlHchen des Hexakisokta(*ders (321) umschliessen für sich das Diploäder 
7t (321) Fig. 193 ; die daselbst weiss gelassenen Flächen bilden das Diploäder 
TT (231) Fig. 195. 

§18. 

Diploöder (Dyakisdodekaöder) 7t (hkl), 7t (khl); Ä>A->/. 

Die 24 Flächen eines DiploOders schneiden sich in 48 Kanten, von denen 
24, nämlich 12 längere ß und 12 kürzere rj, in den Symmetrieebenen liegen. 
Die Kanten ß entsprechen den gleichnamigen Kauten des Hexakisoktaäders 
(h k /) . Die Kanten ß und r] bilden sechs 2 + 2-kantige Ecken an den drei 
2-zähligen Symmetrieaxen. Die 24 mittleren Kanten e bilden acht 3-kantige 
Ecken an den vier 3-zähligen Symmetrieaxen^ die in Fig. 196 and 497 
durch gestrichelt-punktirte Linien dargestellt sind. Ausserdem werden 
von je zwei Kanten e, einer Kante ß und einer Kante rj zwölf 2 -f- 4 4-4- 
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kantige Ecken gebildet. Die 2i begrenzenden Polygone sind Vierseile mit 
zwei an einander liegenden Seiten e*). 

Die in derPlUcbe hkl des Diploeders ji {hkl) liegende Kante ß und die 
derselben gegenüberliegende Kante g haben die Symbole: 
ß=[hkl,kkl\ = [kh<i] 

s = [kkl,klk] = [kh~U- lk~hk .hl — kk] 
Demnach gehen diese Kanten einander parallel, wenn : 
hi = kk 
ist. In diesem Falle heisst das Diploeder parallelkantig. Hierher ge- 
hören z. B. 7t (iSlj und 7t{%H]. Diejenigen Diploeder, bei denen hl<Ckk 




Fig. m. 



oderA/]> AA ist, heissen convergentkantig(s. Fig. 193 und 195] oder diver- 
genlkantig, weil die Kanten ß und e nach der Kante ij convergiren oder 
divergiren. Zu den ersteren geboren u. A. 7r[3S1), 7ir(531), n(10 ■ 6 ■ 1), 
zu den letzteren tt (821), ?i(15 ■ 3 ■ 1). 

Diploeder treten selbständig am Eisenkies von Travorsella n (321 ] und 
Brosso ;c(241) auf. 

FUr die Cosinus der Fluchenwinkel [ß], (c), (ij) erhitit man : 

hh + kk — ll 



•s{ß)= cos(hkthkl) = 

, _lcos{hkClhk]_ 
'"''* ~\eos{hkl'klh]~ 

•&{>!)= <:os{kkrhkl] = 



hh 4- kk + // 
kl-^ Ih+bk 
hh-lr kk + II 
hh — kk + II 



folglich ist: 



"1 Die Kanten •?, ; 
Y, Z bezeichnet. 



nnnmil-l". B", C", v 
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^*^ \2/ hh + kk + ll 



und: 



so dass : 



o . o/«\ hh + kk + ll — kl—lh — hk 
z sin^ I — I = ■ 

UJ hh + kk + ii 

cos» li\ = 



cos 



AA + kk + 11 
hh + kk 


hh + kk + ll 
hh + ll 



1=2 sin 



Demnach ergiebt sich für die drei Flächenwinkel {ß)j (c), (ij) eines 
Dyakisdodeka^ders folgende Relation^]: 

Symbol: M iß) (e) 

(321) 64037' 23,02" 310—' 9,73" 380^2' 47,53" 

(424) 54 45 42,13 25 42 34,52 48 44 22,46 

(584) 60 56 26,57 49 27 46,62 48 55 3,59 

(40 •6*4) 64 40 34,63 9 48 7,77 56 48 24,77 

(854) 63 36 43,92 42 6 5,38 53 55 48,48 

(40 • 5 • 4) 52 54 8,6 40 43 20 58 56 39 

(453) 90 — — 50 42 29,48 49 55 48,88 

(432) 67 42 82,59 43 36 40,45 69 5 49,04 

(632) 50 45 43,88 38 42 44,46 42 48 7,48 

(932) 36 2 57,59 23 48 33,76 57 8 32,68 

(44 •5-2) 48 44 22,88 48 47 49,04 79 46 22,27 

(40- 8^7) 66 28 49,86 57 49 24,92 44 43 46,94 

(844) 52 46 82,43 42 45 34,54 57 5 54,29 

(40-6.3) 40 27 55,58 49 54 53,82 57 26 48,27 

§49. 

Die übrigen einfachen pentagonal-hemi^drischen For- 
me n. Sind zwei der Indices A, A, / einander gleich, wobei entweder l = k 
oder k = h sein kann, so entstehen die pentagonal-hemiädrischen Ikosite- 
traöder 7t[hkk] und Triakisoktaöder /r (äA/), welche ihrer Gestalt 
nach vollkommen mit den gleich bezeichneten vollflächigen Formen über- 
einstimmen, von diesen aber in den physikalischen Symmetrieeigenschaflen 
ihrer Flächen und Ecken verschieden sind. 



♦) Th. L. Zeitschr. für Krystallogr. 4880, 4, 267—268. 
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Ist /=0, so eDtsteben zwei neue correlate Formen nr(AAO) und 
tt{khO), welche Pentagondodeltaeder geoannt werden. Durch weitere 
Special isirung der lodices eotstehen das peatagonal-hemiödrische Dode- 
kaeder ifi{<10], HexaöderjrflOO), Oktaeder irHII), welche eben- 
falia geometrisch mit den gleichnamigen voIlQachigen Fornten Übereinstim- 
men. — Wir haben also nur die Pentagondodekaeder ji{hleO) und 
tcikhO), h'^k, genauer zu betrachten Ein Pentagondodekaeder wird von 
12 Flachen umschlossen welche sich in 30 Kanten schneiden. 6 Kanten t) 
liegen in den Symmetrieebenen Die Mitten einander gegenüberliegender 
Kanten ij werden durch die 2-zähligen Symmetrieasen verbunden. 24 
Kanten s liegen zu je dreien an einer 3-zahligen Symmetrieaxe. Die Kan- 




Fig 4B« 



len stossen in 20 Ecken zusammen , von denen ac^t 3-kantig und iwOlf 
S -f- 1-kantig sind. Die 12 begrenzenden Polygone sind symmetrische 
FUnfseite, welche von je einer Kante ij und vier Kanten c gebildet werden. 
Fig. 498 und 200 stellen die Pentagondodekaeder tc (240) und ;r[1S0] dar, 
von denen das erstere nach seinem häufigen Vorkommen am Eisenkies 
(Pyriles) auch Pyritofider genannt wird. Diese beiden Formen können 
nach dem in § 17 angeführten Princip aus dem Tetrakishexaeder (210) 
Fig. 199 geometrisch abgeleitet werden. Aus den Formeln auf S. 2i9 er- 
halt man far ^ = ; 



:cos[.,}: 

|cos(e): 



hh — kk 

^ hh+kk 

hk 
" hh + kk 



und für (/f) = die Relation : 



+ »n 1 c.sm = ( 



2 sin' (D + t sin (>,)=( 
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Symbol 


M 


iB) 


(34 0) 


360 5«' 41,65" 


720 82' 32,63" 


(240) 


53 7 48.36 


66 25 4 8,53 


(530) 


64 55 39,04 


63 49 45,7 


(320) 


67 22 48,49 


62 30 46,39 


(430) 


73 44 23.29 


64 48 52,57 


(540) 


77 49 40,62 


60 48 42,95 


(650) 


79 36 40,44 


60 32 26,65 


(760) 


84 42 9,32 


60 23 48,29 



§20. 

Von den möglichen Combinationen der pentagonal-hemi^rischen 
Formen wollen wir nur einige der am häufigsten in der Natur vorkommen- 
den erwähnen. 

Die Flächen des Hexaeders stumpfen die 2 -\- 2-kantigen Ecken der 






Fig. 204. 



Fig. 202. 



Fig. SOS. 



Diplo^der und die in den Symmetrieebenen gelegenen Kanten tj der Penla- 
gondodekatider gerade ab. Die Flächen eines am Hexaeder untergeordnet 
auftretenden Diplo^ders bilden dreiflächige Zustumpfungen der Hexaikler- 
ecken; Fig. 204 Eisenkies von Traversella 7t (100), 7t (324). 

Die Dodeka^derflächen bilden an einem Pentagondodeka^er Zu- 
stumpfungen der 2 + I -kan- 
tigen Ecken, welche auf den 
in^ den Symmetrieebenen ge- 
legenen Kanten rj gerade auf- 
gesetzt sind; Fig. 201 Eisen- 
kies von Elba TT (1 1 0) , TT (24 0) . 
Die Okto^derflächen 
stumpfen die 3-kantigen 
Ecken der Diplo6der und 
Pentagondodekaeder gerade 
ab (Eisenkies, Kobaltglani) . 
Der Mittelkrystall zwischen 
7r[1ii) und TT (210) oder 7r(120) wird von acht gleichseitigen and swdif 
gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen, von denen die ersteren dem 




Fig. 204. 



Fig. 205. 
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Oktaeder, die letzteren dem Pentagondodekaeder angeboren; Figur SOS 
n:(m), 7r(i20). Die Combi Da tions kamen von ?r(<H) undji(«10) oder 
^(120) laufen je einer Diagonale einer Pentagondodekaederflüche parallel. 
Sie werden häufig durch Diploeder abgestumpft. Da z. B. die Combina- 
tionskanle der Flächen 111 und S10 das Symbol [TST] bat, so mtlssen die 
Indices einer in ihrer Zone liegenden Fläche kkl die Bedingung; 

h + l = ik 
befriedigen. Zu diesen Diploedern gehQrt also z. B. n (3S4), dessen Com- 
bination mit nr(SIO) und 71(111) in Fig. SOS dargestellt ist. 

Wenn die PenlagondodekaSder n (210) und /r(120) untergeordnet am 
Ikosiletraeder tv [21 1) auftreten, so stumpfen ihre Flächen die in den Sym- 
Dietrieebenen gelege- 
nen ßanten des Ikosi- 
telra^ders gerade ab; 
Fig. 906 Eisenkies von 
Erbach bei Dillenburg 
?r(211), Ji(120). 

Die in den Sym- 
metrieebenen gelege- 
nen Kanten ß und i; des 
Diploeders je(AA-/), 
/i >■ A > / , werden 
durch die Flächen der 

Pentagondodekaiider 
7t{hkO] und je (ikO), die des Diploüders 7t{khl) durch die Flüchen der 
Pentagondodekaeder ic [khü] und 7t{hlQ] gerade abgestumpft. Hierfür 
bietet die in Fig. SO? dargestellte Gombination des Eisenkieses n (2i1) 
TT (ISO) ein Beispiel dar. Zugleich ist aus dieser Figur ersichtlich, dass 
ft (Sil) ein parallelkantiges Diploeder ist. 

D. Tetr&edriBch-li«niiedriBche Formen. 

(Geneiglflttcbig bemiMriscbe Forme d.) 
§21. 

Die tetraSdrisch-hemiedrischen Formen besitzen 7Symmetrieaxen: 
drei gleiche S-zühlige Axen parallel den Kanten eines Würfels und vier 
gleiche 3-zähIige polare Axen parallel den Eckendiagonaicn desselben 
Würfels; ausserdem 6 gleiche Symmetrieebenen parallel den Verbindungs- 
ebenen gegenüberliegender Kanten jenes Würfels. Diese Symmetriever- 
haltntsse werden durch Fig. 208, S. S54 veranschaulicht. 

Zu einem Flachenpol hkl, A >■ A: > l, gehören in Folge derSymmetrie 
dieser Abtheilung 23 gleichwerthige Pole, von denen sich IS in den beiden, 
in Fig. SOS, S.SSiweiss gelassenen oberen Oktanten und IS in den nicht dia- 
metral gegenüberliegenden unteren Oktanten befinden. UmdieseEigenschaft 




Flg. i06. Fig. IDT. 
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auch in der Figur zum Ausdruck EubrinijeD, islnach § 13 des achten Kapitels 
in die weiss gelassenen Oktunten die Charaklerislik -|-, in die schraffirtea 
die Cbaraklerislik — gesetzt worden. Die 24 unter einander glflicb- 
werthigCD Flächen : 



*i/, 


khi, 


Ihk, 


Ikk, 


kill, 


hlt 


iii. 


Ml, 


nt, 


Uh, 


klh. 


hU 


Ski, 


khi. 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hU, 


kST, 


IH, 


llh, 


klh. 


h'lk 



von denen keine einer anderen unter ihnen parallel lauft, amschliessen 
eine einracbe Krystallform, welche llexakistetraj^der genannt und mit 
T'hk{] bezeichnet wird. Die den Flüchen des Schema (1) diametral gegen- 
über liegenden Flachen : 



hkl 


khi. 


ihk. 


■ Ikh, 


kih. 


hik 


hki, 


khi, 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl, 


khi. 


Ihk, 


Ikh, 


klh, 


hlk 


hkl. 


khi. 


Ihk, 


Ikh, 


klh. 


Ulk 



bilden ebenfalls ein HexakistetralJder, das wir mit t ifikl) beieichnen woIIm. 
Auch die so entstehenden beiden Formen sind geometrisch nur der StellnDg 
nach von einander verschieden. 
Durch eine Drehung um 90* ob 
eine der 2-zab)igen Symmetri»- 
axcn kommt die eine mit der 
anderen zur Deckung. 

Eine geometrische Bezie- 
hung zwischen zwei correlaM 
Hexakistetraedem t(AA/} t(AIÖ 
und dem Hexakisoktaeder [hkl\ 
ergiebt sich, wenn man Fig. 808 
mit Fig. UO auf Seite %25 ver- 
gleicht. Dann ist ersiditlieki 
dass jede der beideo eralereB 
Formen von den Ober abweeb- , 
selnden Oklanten des Beuki*- 
Oktaeders gelegenen secfasflKh>- 
gen Flachengruppen umacUtt- 
sen wird. Die in Fig. 810 wei« 
gelassenen Flacben)inippon des HexakisoktaMers (^21) bilden für vA 
(las llexakislelnii'der r 3it) Fig. Sit, die scbraffirten das UeukistetnCd*'' 
t 'Xi\. Fig. SU'J. Die Kanton d sind titiirker als die Kanten a uod/^ 
»•ichnet, um den tetraöderilhnlirhen Typus deutlicher hervoitreieo i" 
lasstn. 




Fig. !08. 
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Hexakistetraeder r{hkl) und ^(ÄfcT), A>ft> i. 

Die H FlacheD eines Hexakistelraeders scbnetdeii sich in 36 KaDlen, 
welche sümmtiich in dea 6 Symmetrieebenen liegen und von dreierlei Art 
sind. 13 Kanten a und 19 Kanten y entsprechen den gleichnamigen, in 
abwechselnden Oktanten gelegenen Kanten des Hexakisoktaeders {hkl}; 
sie bilden vier 3 -|- 3-kantige Ecken an den vier 3-zahligen Symmetrie- 




axen, welche in Fig. 212 und 213 durch gestrichelt-punktirte Linien dai^ 
gestellt sind. An denselben Axen und jenen vier Ecken diametral gegen- 
über befinden sich vier 3 •+■ 3-kantige Ecken, welche von den Kanten / 




Fig. Sil. 



Fig. «8. 



und den 12 Kanten ä gebildet werden. Die Kanten a und S slossen in sechs 
2 -l~ S-kanligen Ecken zusammen, welche durch die drei S-zähligen Sym- 
metrieaxen verbunden werden. Die 24, ein Hexakistetraeder begrenzenden 
Polygone sind ungleichseitige Dreiseite*). 



•) Die Kanten n, y, cf werden Vi 
F, X bezeichnet. 
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Für die Cosinus der Plächcnwinkel (aj, (;'), {S) erhält man : 



C! 1^^ 



hh + ikl 



'"'^'"'~ h~h + kk + ll 

ihk + ll 
''' ^y> = iTh + kk + Tl 

... hh — ikl 

Jede Fläche eines llexakisletraüders Hegt Über einer, von swei Syin- 
nielrieaxen d und einer Symmetrieaxe tc gebildeten Ecke, in der : 

(Ttd) = 54» 44' 8,2", (dd) = 70» 3i' 43,6" 

cos (fcd) = VJ cos (^ d) = ^ 

sin {ftd)=yi sin (ddj = | V2 

so dass : 

|_ Vi vT 

Demnach lautet, mit Rücksicht auf die Formeln auf Seite 240, die 
zwischen den Flächenwinkeln (a), (y)^ {d) stattfindende Beziehung*) : 

\ = 2sm2 VJ. ^ I jsin2 Y + sin2 y | + sin Y »»« Y 

+ 2 |sin Y + sm Y/ ^*° j 

Ks gicbt zwei Arten von isogonalen llexakistetraödero. Bei den 
einen sind die Flächenwinkel (a) und {y) einander gleich, so dass: 

oder: 

. _ Ä + / 



8mi{7r8d) = 



ist. Sic fuhren also das Symbol t (h 



h + l 



l) und entsprechen den isogo- 

AU 

naien llcxakistetraädern. Hierher gehören t (321) und t(534). Bei den 
anderen sind die Flächenwinkel (y) und (ö) einander gleich, so dass: 

%hk + ll = hh — ^kl 
oder : 

h — l 



k = 



ist. Sie fuhren also das Symbol t (h 



2 

h — l 



l] . Hierher gehört t (5S1 ) . 



*) Th. L. Zeitschr. für Kr>stallogr. 4880, 4, «67. 
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Symbol : 

SSI 

531 

594 

481 

731 
12 -7 -5 



w 

21047' 12,38" 
27 39 37,56 
14 50 6,41 
32 12 15,18 
21 13 8,64 
10 59 38,75 



J810 47' 12,38" 
27 39 37,56 
45 84 22,79 
15 56 32,50 
43 12 46,70 
47 42 32,18 





(cT) 




690 


4' 80,59" 


Fahlerz 


57 


7 17,98 


Borazii 


45 


34 22,79 


Fahlerz 


67 


22 48,47 


Zinkblende 


43 


12 46,70 




70 


9 28,97 


Fablerz 



Die 
Formen. 



§23. 
übrigen einfachen tetra($drisch - hemi(!drischen 
Ist / = A* oder k = hj so erhält man jedesmal zwei neue 
correlate Formen, welche Triakistetraäder, resp. Deltoöder ge- 
nannt werden. Die Formen, bei (tenen 1 = und k <lh oder k = h ist, 
unterscheiden sich in ihrer Gestalt nicht von den Tetrakishexai^dern , 






Fig. 214. 



Fig. 215. 



Fig. 216. 



resp. dem Dodekaeder. Wenn l = k = h wird, so entstehen zwei 
neue correlate Formen, die beiden regulären Tetraeder. Die Form, bei 
der / = A* = ist, unterscheidet sich geometrisch nicht von dem Hexaeder. 

Triakistetraeder (Pyramidenletraöder) T(hkk) und r (Zi^jb) , ä>ä-. 
Die 12 Flächen eines Triakistetraeders schneiden sich in 18 Kanten, näm- 
lich in 6 Kanten e und 12 Kanten /, und stossen in 8 Ecken, von denen 
vier 3 -{- 3-kantig und vier 3-kanlig sind, zusammen. Die 2~zähligen 
Syiiimetrieaxen verbinden die Mitten gegenüberliegender Kanten €, die 
3-zähligen eine 3-kantige Ecke mit einer 3 + 3-kanligen. Die begrenzen- 
den Polygone sind gleichschenklige Dreiseite. 

Die correlalen Formen t(211) und r{2TT), welche geometrisch aus 
dem Ikosiletraeder (211) Fig. 215 abgeleitet werden können, sind in Figur 
216 und 214 dargestellt. 

Aus den Formeln auf S. 256 erhält man für / = A- : 

2//A + AA 

^^ f^' = ÄÄ + 2AA 

hh — %kk 

^'(')=hh + Uk 
und für (a) = die Relation : 

2sin^(|) + |sin^(-|) + 2si„(|)sin(|) = 1. 



liiebisch, Oeomeft'. Krystallogr. 
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Sollen die Flüclienwinkel {y) und (e) einander gleich sein, so muss : 
ihk + kk = hh — ikk 
sein, woruus folgl: ^ ^. 

Hierher gehören t[Mi) und 7(^1?). 



(3m; 


liO**' 59,73" 


Sfin3T39 


76' 




(960) 


as 3« SI,9I 


76 18 tl 


SO 


Fahlen: 


[Sil] 


33 33 !6,tS 


70 31 ta 


ai 


Fahlen, Zinkblende, Borasll 


(SM) 


tS tO S0,8S 


58 5» sa 


68 


Ziakbleade 


(all) 


ao SH (I.TS 


SO AB (3 


ia 


Fabkrt, ZlDkblenda 


(*H). 


60 — — 


BS 56 3i 


81 


Fahlen, Ziokbleade 


(611) 


69 S9 «1,11 


JG 31 at 


31 


Fahlen 


S-l 1 


80 8 S5,77 


13 16 84 


00 


Zinkblende. 



Deltoeder (Delloiddodekaöder) T{hhl] und T{hlil}, A > /. Die 
i% Phchen eines Dellofiders schneiden sich in 24 Kanten, Dämlich in 




Fig. *i7. Fig. ais. Fig. Jl». 

iit Kanten a und 12 Kanten 6, und stossen in 14 Ecken; sechs % -f- 2-^an- 
ligen und acht 3-kjinligen von zweierlei Art tusammen. Die S-zahligen 




Symmetricnxen verbinden gegenüherüegende Ä + 2-kantige Ecken, die 
3-zahiigen j^egenUberliegendo 3-kanlige Ecken verschiedener Art. Die 
begrenzenden Polygone sind Deltoide. 

Die in Fig. 219 und 217 dargestellten correlalen Formen t(2S1} und 
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T (82?) lassen sich geometriacb ans dem Triakisoktaeder (8S4) Fig. £48 
ableiten. 

Aus den Formeln auf S. 856 folgt fttr k = h: 

, , AA4-8A/ 

,« AA — SA/ 

•^' «*) = «ÄÄ + 77 
und für [y) = die Relation : 



»{.».(«-) +.„.(!)}+ 31.(1), !„(!)= 



4 



Symbol: (a) (6) 

(832) 470iO' 29,24'^ 97060' 49,60'' Fahlen 

(924) 27 4 5 57,70 90 — — Zinkblende 

(834) 87 64 49,08 80 54 54,99 Zinkblende. 

Tetraeder t(111) und i:(T!T). Die 4 FIScben eines Tetra^ers 
schneiden sich in 6 Kanten , die in vier 3- 
kantigen Ecken zusammenstossen. Es ver- 
binden die 2-zähligen Symmetrieaxen ein- 
ander gegenüberliegende Kantenmitten, die 
3-zahligen Axen die Ecken mit den gegen- 
überliegenden Flächenmitten (s. Fig. S93) . 
Jede Symmetrieebene gebt durch eine Kante 
und die Mitte der gegenüberliegenden 
Kante. t[\\\) (Fig. 222) und i:(TTT) (Fig. 
220) geben vereinigt das Oktaeder (444) 
Fig. 224. 

cos (d) = — \ 

(J) = 4090 28' 46^" 

§84. 
Die Flüchen des einen Tetraeders stumpfen die Ecken des anderen 
gerade ab; Fig. 224 Zinkblende. Die Flächen des Hexaeders stumpfen 




Fig. 228. 







Fig. 224. 



Fig. 225. 



Fig. 226. 



die Kanten eines Tetraeders, die Flächen der letzteren Form die abwechseln- 
den Ecken der ersteren gerade ab; Fig. 225, SS6, Zinkblende, Würfelerx. 
Die Flächen des Dodekaeders bilden dreiflfldiige Zustumpfiingen der 
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Ecken eines Tetraeders; Fig. 227 Fahlorz. Die Flachen ehies Triakis- 
letraiiders Ireten als Zustumprungen der Kanten des Tetraeders gleieber 
Stellung auf; Fig. 228 r (2t 1), t(U1) Fahlerz. Die Flachen der Triakis- 




ng. 817. 



FiK. 238. 



Fig. ««. 




Fi«. aSO. 



Fi«. 4SI. 



telraSder z(2l4) undT(2TI] stumpfen die in ubwechselnden Oktanten ge- 
legenen Dodckatfdcrkanlen gerade ab; Flg. 228 und 229 t(!!14], r(llO} 

Fahlerz :_ Fig. 234 aod 
232 r(2TT), r{^^0) 
Zinkblende ; Fig. S33 
t(2TT),T[440} Borazil. 
Die Flachen der 
Triakistetraöder r (311) 
and X (^TT) bilden Zu- 
stuinpfungeo der in ab- 
weclüelndeo Oktanten 
gelegenen S-kantigen 
Ecken des Dodeka- 
eders, derart, dasa die 
Flüchen der ersteren beiden Formen auf den Dodekattder kanten aufgeseilt 
sind. Die Flüchen des Dodekai^ers erscheinen als symmetrische Vierseite, 
die der Triakistetra^der als gleichschenklige Dreiseite. Fig. 230 r(31l), 

t(HO) Zinkblende von 

llarzgerode ; Fig. 231 

Zinkblende von Kapnik. 

Fig. 232 und 233 

stellen flachenreiche 

Combi na lionen der 

Zinkblende von Kapnik 

und des Borazits von 

LUnebui^ dar. Jene 

zeigt r{*ii), «■(???), 

1(400), i:(H0),r{3H), 

T (2TT) und das Tetra- 

kiahexaüder t(320), welches dadurch bestimmt ist, dass seine, in den 

4-kantigen Ecken zusummenstossendeu lUnten von den Flachen dea Tria- 




Fig. !3». 
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kislelfaMcrs r(311) gerade abgestunipfl werden; diese wii-d gebildet vod 
r(HI),i(in), t()00), T(HO). j:[2U) und dem Hexakisletraeder t(531). 

£. TeUrtoedrische Formen. 

§25. 
Die tetarloMrischen Formen besitzen 7 Symmetrieuxen: drei gleiche 
3-zählige Axen paraltel zu den Kanten eines'} Wurfeis und vier gleiche 
3-zälilige polare Axen parallel 

zu den Eckendiagonalen desscl- j^ 

ben Würfeis, aber kein Centrum 
der Symmetrie und keine Syni- 
nietrieebene. 

Diese Symnielrieverbültnisse 
werden durch Fig. 23i veran- 
schaulicht. Zu einem Flüchenpol 
hkl, h'^k^l, indem schrafßr- 
len sphärischen Dreieck mit den 
Eckpunkten 100, 410, 111 ge- 
hören elf gleichwerthige Pole, 
von denen sich fUnf in den 
schrafrirten sphärischen Drei- 
ecken der beiden oberen , mit 
-{- bezeichneten Oklantcn und 
sechs in den nicht diametral 
gegenüberliegenden unteren 

Oktanten beßnden. Die den 12 gleich werth igen Polen entsprechenden 
Flächen : 

vorn-rechtS'Oben A A" / , 

hinten-Iinks-oben hkt, 

hinten-rechls-unlen kkl, 
vorn -linkS'Un len kkl , 

umscbliessen eine einfache Krystallform , welche tetraJidrisches Pen- 
tagondodekaeder genjinnl und m'il Tit (hkl) bezeichnet wird. Geht 
man von dem Flacbenpole fcA/ aus, so erhült man ebenfalls 11 gleichwer- 
thige Pole. Die ihnen entsprechenden Flächen : 

vorn-rechtN-oben khl, hlk, Ikh 

h inten- tinks-oben khl, hlk, Ikh 

hinlen-rechts-ünten khJ, hlk, Ikh 

vorn-links-unlen khl, kll, Ikh 

umschlresscn das tetraüdrische Pentagondodekaeder nj [hkl). 

Vergleicht man Fig. 234 mit Fig. 192 und Fig. 208, so ergiebt sich die 
geometrische Beziehung der in Rede sl«heDden Formen mit den pentagonal- 




Fig *3* 



klh, 


Ihk 


klh, 


Ihk 


klh, 


Ihk 


klh, 


Ihk 



262 DreUehnIc« Kapllel. 

hemiedrischcn und den («Irafidrisch-hemiedrischen Formen. Denn man 
findet, dassnjikkl) uadnT[khl} aus dem Hexakisletraeder rfAAQ nach 




Fig. »5. 



Flg. SS7. 



dem Principe der pentagonalen Hemi#drie, demzufolge die letitere Form 
nur mit ihren abwechselnden Flächen ausgebildet zu denken ist, hervor- 
gehen. So entstehen 
7rr[3211 und ?rr (231) 
aus r(32t) (vgl. Figur 
235, 237, 236). Die 
lelrat.'d Tischen Pent«- 
gondodekaeder sind 
also, geometrisch be- 
trachlet, Hslftflacbner 
der Roxakistetraeder 
(Fig. 238} und dem- 
nach viertelSacbige 
oder telartoedriscfae 
Formen der Hexakisok- 
taeder [Flg. 239). Hun kann 7iT(hkl] und fTT{kht] auch aus den Oiplo- 
edern 7i[hkl] und 7i(kkl) nach dem Principe der letraedrischen HemiBdrie 




Fig «38 



Fig. aa». 





ableiten, indem man sich die beiden letzteren Formen nur mit denjenigea 
Flachen, welche in abwechselnden, aber beidemal gleichen OktanteD U«g«D, 
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h iQlen - rech Is- obe D 
vurn-llnks-oben 
vorn-rechls'unlen 
hinten-links-unten 



nusgebildel vorstellt. So entstehen 7ic[321] uuiinz{i3\j iiusnl321] UDd 
7((231) (vgl. Fig. 240 und S41). 

Das llexakisletraeder r(ÄÄ/) liefert ebenfiills zwei letraCdrischo Pen- 
is gondodekuede r jtT [k kl) und TT i(A' hl], die tnaa sich auch aus dcu Diploüdern 
n{kkl) UDd 7f[khl) cntslanden denken kann, indem man hei diesen letztereD 
Formen diejenigen Flächen fortfalleD lässl, welche die letrat!drischen Penla- 
gondodekaßder m[hkl) und 7tt\^hl] um schli essen. Man erhall so die 
Flachen : 

ÄA/, llk, Jhk, rosp. kkl, hU, Ikh 
kkl, kU, Ihk, resp. khl, hlk, Ikh 
hk'l, klh, Ihk, resp. khl, hlk, Ikh 
hkl, k'lh, Jhk, resp. kkl, hlk, Uk 
Aus dem Vergleich der Figuren 188, 193, 208, 23i ergiebl sich die 
geometrische Beziehung zwischen den plagiCdriscb-hemilSdrischen und den 
in Rede sieh enden 
telarloedrischeo For- 
men des regulären Sy- 
stems. Man kann sich 
die vier lelraödrischen 
PenlagondodekaMer, in 
deren Symbolen die- 
selben Indices A, k, l 
auftreten, auch dadurch 
uus dem Hexakisokla- 
eder (h Ä-/) entslanden 
denken, dass man die 
letztere Form zuerst der plagiedrischen und darauf der penlagonalen Hemi- 
i>drie oder zuerst der pl ag i Cd ri sehen und darauf der tetraedrischen llenii- 
8drie unterwirft (s. Fig. 242 und 243). Immer erhält man Formen, welche 
von abwechselnden Flächen abwechselnder Oktanlen des Hexakisoklaeders 
umschlossen sind. 

Je zwei correlale letrafidrische Peatagondodekaüder, weiche aus einem 
und demselben lloxakistelraedcr oder DyakisdodekaSder abgeleitet werden 
können, sind enautiomorpb: 




Vig. m. 



Kig. «a. 



(I) 

(2) 



UT(hkl)-\-7rj(khl) = 
\jtT[hkl)+7tt{kklj = 

t7i:r(kkl)+7i:T(h'krj = 
\nT{khl}-\- n:x(ÄÄ7) = 



T(hkCl 

: V (hkl) 

n[hkl] 
n{khl) 



Dagegen sind zwei tetra^rische Penlagondodekaeder , welche ver- 
einigt ein PentagonikosilelraCder bilden, nm* durch ihre Stellung von 
einander unterschieden, wie sich aus den vorstehenden Flächenveneieh- 



294 Dreizehntes Kapilel. 

nissen ersieht. Diircli eine Drehung um 90'> um eine S-zäblige Symmetrie- 
axc kommt; 

l7iT(fikl) mlinTikkl, 

\nT[hk~H mit n%{khl) 



(3) 

zur Deckung. 



Zuweilen werden zwei corrciate Hemit^der als rechte und linke 
Stellungen eines Hälftllarhners unlerschtcden. Betrachtet man den vom- 
rerhls-oben gclef^enen Oklanten einos HexakisoktaMers (hkrj von Aussen, 
so erscheint an der horizontalen Axenebene die Flache khl rechts von der 




Fig. i*4. Fig. «S. Fig. S4«. 



Fläche kkt. Demgeniass bezeichnet man y{hkl) als ein linkes, /{kht) als 
ein rechtes Penla);oQ-lk.ositelraCder (s. Fig. S44 und 246) und analog ^ (hkl) 
als ein linkes, tt [khl] als ein rechtes Diplofider (s. Fig. 247 undS49). Zwei 
correlate llcxakisle traktier unterscheiden sich dadurch, dass eines die im 




Fig. 8*9. 



Oktanten vorn-links-olM-n gelegenen Flächen des HexakisoktatKlers (A4Q 
enthält, während das andere die Flächen des Oktanten vorn-recbls-oben 
besitzt. Jenes, mit dem Symbol t {hkl}, wird ein linkes, dieses, mit dem 
Zeichen rlhkl], ein rechtes HexakistetraMer genannt (s. Fig. 250 und SSS). 
Die linken Formen heissen auch negative, dio rechten positive. 



§S5- 



. Tetarloedrische Formen. 
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Woadet man diese UnIcrscbeiduDgen auf die Bezeichnung der tetar- 
R-drischen Geslalten an, so ist das lelrafidrische PentagondodekaSder : 
7iT{hkl] ein linkes posilives 
7tT{kkl} ein rechtes positives 
7rT(ÄÄ7) ein linkes negatives 
7TT{hkl] ein rechtes negatives. 




Demnach kann man die Kegeln (1] — (3j des vorigen Paragraphen auch 

so aussprechen : ennntiomorph sind : 

, ,. , ... j . , , (rechte positive 

ein linkes positives und das correlate < ,. "^ 

'^ ^rechte negative 

.... , , , frechte positive 

ein linkes negatives und das correlate < ., 

" (rechte negative 

(etraedrische Pentagondodekaeder. Dagegen sind congruent und nur durch 

ihre Stellung von einander verschieden: 

ein linkes posilives und das correlate linke negative, 
ein rechtes positives und das correlate rechte negative 

letraedrische Pentagondodekaeder. 

§27. 

Die ii Flüchen eines tetraädrischen Pentagondodekaeders schneiden 
sich in 30 Kanten von dreierlei Art: 6 Kanten a, 48 Kanten ^ und 42 Kan- 
ten i., und stossen in 20 Eckpunkten zusammen, die ebenfalls von dreierlei 
Art sind: vier 3-kantige, gebildet von je drei Kanten g, vierS-kantige, 
gebildet von je drei Kanten i., und zwölf 1+44- 4-kantige, gebildet von 
je einer Kante a, q, l. 

Die Kanten q und die Kantest e des entsprechenden Diplottders, die 
3-kantigen Eckpunkte und die 3 4~ 3-kantigeQ Eckpunkte des entsprechen- 
den Hexakistctraeders haben dieselbe Lage. 

Die ä-zühligen Symnietricaxen vertiinden die Mitten gegenüberliegender 
Kanten a. Jede S-zähligc Symmetrieaxe vorbindet einen 3-kantigen Eck- 
punkt ^^Q mit dem gegenüberliegenden Eckpunkte IKl. 
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i kspllel. 



Dio be(;reDZ4!n<lcn Polygone sinj unsyiiinietriscbe Funfseite mil iwei 
PaareD von Kkicbon SeileD. 

, , hh — kk — ll 

""'°' = /i* + a- + » 

kl + lli + hk 

-kl — lli+lik 
hh+kk+ll 



im- 



Ertheilt niun den Indic«s A, k, l spezielle W'erihe, so erhalt maa die 
Ubri{^eD einfitcheo Formen dieser Gruppe. Ist k = l, so fallen, wie aus 
den Flilclienlabellon S. 261 bervurgehl, die Greniformen von tct [hkl] und 
Jtr [khl] zusHmmcn zu einer Fonn 7TT{hkk), welche sich geometrisch von 
dem Triakistetrul'der mit denselben Indtces nichl unterscheidet. Die 
Grcnzfoniien von 7rr(Äfr7) unditi^hl] liefern die correlatcForrnnT {hkk). 
In analoger Weise entstehen \ür k ^ k aus den zusammen fallenden Greoz- 

formen von ttt [kkli 
und nT(kkl) das Del- 
toeder ytvfAA/), fUr 
/ = aus den susam- 
iiienfallendenGreDxror- 
men von nx [hkl] und 
/TZ [TiU] das Poota- 

gondodekaeder 

TttihkO], für h=k 

= / das Tetraeder 

j7iT(1H),HDd XU jeder 

Ausserdem entziehen als ge- 

immengehöriger letrattdriscber 





dieser Formen gehOrl eine correlale Form, 
nieinscbaftlicho Grenzformcn aller vier zui 




Penlanondodokaöder für / = 0, h = k das DodekaPder «t (110) und 
für A = / = das Hexaüder n:i(<00j. 
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An den in Fig. ?53 und 254 dargestellten Kryslallen des Natrium- 
chlorats NaClO^ tritt neben dem Hexaöder yrr (<00) und dem Dodekaeder 
/rT(IIO) dasselbe Tetraeder ^rr (TT?) auf, wahrend das entgegengesetzte 
Tetraeder fehlt. Dagegen sind die Pentagondodekaeder der beiden Krystalle 
von entgegengesetzter Stellung : in Fig. 253 erscheint links von der Fläche 
HO die Flache 210, in Fig. 254 rechts von HO die Fläche 120. 

Der in Fig. 255 in einer orthogonalen Projection auf eine Würfelfläche 
abgebildete flächenreiche Krystall des Baryumnitrats Ba(N 0-^)2 ist eine 
Combination folgender F'ormen*): 

Hexaeder a = /r t (1 00) 

Tetraeder o = tit (TTT) 

Triakistetraeder / = /tt (31 1) 

Triakistetraeder s= ict (2TT) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder t == /rT(421) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder h = 7Ct (42l) 
Tetraedrisches Pentagondodekaeder n = 7f t (351) 

/ und h sind correlate enantiomorphe Formen, welche combinirt das 
Dyakisdodekaeder 7t (421) geben ; doch zeigt die Verschiedenheit der Aus- 
bildung und Beschaflenheit ihrer Flächen deutlich die Tetartoedrie : die 
Flächen von h sind gross und glatt, die von t klein und rauh, t ist ein 
linkes positives, h ein rechtes negatives, n ein rechtes positives tetrae- 
drisches Pentagondodekaeder. 

Fig. 256 stellt einen Krystall des Bleinitrats Pb (N0'^)2 dar, der eine 
Combination folgender einfacher Formen ist**): 

Hexaeder Ä = 7i:t(100) 

Tetraeder o = /rT(111) 

Tetraeder o, = jtz (TIT) 

Pentagondodekaeder p = tt t (1 20) 

Bechtes -[- tetraedr. Pentagondod. q = 7Ci;[klil) 

§28. 

Können in der Gruppe der tetartoedrischen Formen Combinationen 
auftreten, welche sich geometrisch von Vereinigungen pentagonal-hemie- 
drischer und tetraedrisch-hemiedrischer F'ormen nicht unterscheiden, so 
ist es, wie H. Marbach***) gezeigt hat, möglich, den Gegensatz correlater 
enantiomorpher Combinationen unabhängig von ihrer Stellung zu bezeichnen 



*) Nach W.J.Lewis. Krystallographische Notizen über Baryuinnitrat und Sphen. 
Zeitschr. f. Krystallogr. 4878, 2, 64. 

**) Nach L. Wulff, üeb. die Krystallformen der isomorphen Nitrate der Blei- 
gruppe. Zeitschr. f. Krystallogr. 4880, 4, 4 29. 

♦♦♦) Die circulare Polarisation des Lichts durch chlorsaures Natron. Pogg. Ann. 
4 854, 91, 482. Optische Eigenschaften einiger Krystalle des tesseralen Systems, ib. 4855, 
94, 44 i. Uebcr die Enantiomorphie und die optischen Eigenschaften von Krystallen des 
tesseralen Systems, ib. 4856, 99, 454. — Ann. chim. phys. [3], 48, 25S ; 44, 44. 
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und <iuf (Ipd (ieftonsalz der Wondiitiii zu Ituzirlieti, der in den Theilcn einer 
pentagonal-hcinifdrischpn Form s<^Iiüd cnthallon isl. Die Ecken an den 
Enden der eiiiäeili(;cn 3-zlililigon Symitielrioaxen einer penlagoaal- 
hemi«drischen Form sind von zwoicrlei Art. Legt man den Kanten ß eines 
DiploDdcrs [s. Fig. 857] Richtiingssinne hei, indem man festsetzt, dass jede 





Vlg. tSH. 

solche Kante, welche einen 3 + I -|- 1-kaQti(;Gn Eckpunkt mit einem 
ä -{- 2-kantigen verhindel, in der Richtung von dem ersleren nacb dem 
letzteren durchlaufen werden soll, und belriichlcl man dann die 3-flachigen 
Ecken von Aussen, so findet man bei vier Ecken über abweebseloden 
Oktanlen auf den die Ecke bildenden Flüchen die Richtungen der Kanten ß 




Kig. »59. 

dem Bewe(;ungssinnc dos Uhrzeigers gleich, bei den vier anderen Ecken eot- 
(legengcsclzl. Denselben L'nlerscbicd in der Wendung bieten die 3-t1ächigen 
Ecken eines l>cnta{;ondodekal>deri< dar. Den Kanten ß der Diploedor eot- 
sprocbcn hier die Normalen, welche man von den Spitzen der symmetriachen 
Pentagone auf die Grundlinien derselben füllen kann (s. Fig. 268), Die Ecken 
der ersten Art nQODt Harbach rechte (/i), die der zweiten An linke (L\. 



$15 — 19. TeUrlo^drlsche Formen. 
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Hieraus ergiehl sich, dass eine lelraüdrisch-hemied tisch« Form mit 
einer pentagonal-hemicdriachen in zweierlei Weise combinirt sein kann: 
sie modificirt entweder die vier Ecken der ersten oder die der zweiten Art. 
Miirbach unterscheidet die beiden ComhiDalionen als rechte und linke. 
In der, durch t'igur 253 dargGstclltcn Combiuation nv^QQ), fiT(HO), 
/fT(210), /CT (TTT) des chlorsauren Natrons werden die linken FLcken des 
PentagondodekaiMers durch die Flüchen des Tetraeders abgestumpft; 
dagegen modificiren in der Combination jcrflOO), ;ct(440), n:i(1S0), 
?irx (TTT) [s. Fig. 254) die TetraederDachen die rechten Ecken des Penlagon- 
dodekaMcrs. Jene ist daher eine linke, diese eine rechte Combination. 



In einer Linea rprojection wird ein geneigtllUchiger HairtQüchner einer 
Kryslallform mit derselben Anzahl der Schnittlinien wie diese letzlere, ein 
parallemacbiger Haififlachner da- 
gegen nur mit der halben Anzahl 
von Schnittlinien dargestellt. Um 
nun auch in einer Linearprojection 
einen Unterschied zwischen bolo- 
i^drischen Formen und ihren geneigte 
Hüchigen HemiMem hervortreten zu 
lassen und um zu veranschaulichen, 
(lass bei den lelzterengewisse FUchen 
unabhängig von ihren Gegenflüchen 
sind, bat U. Marbach folgendes 
Verfahren angewendet'). Man wähle 
die Projectionsebene parallel einer 
Ebene der Symmetrie oder einer, zu 
einer Symmclrieaxe senkrechten 
Ebene; dann sind die Flüchen der 
boloüdrischenundderparallelfliJchig' 
hemiJidriscben Formen wie gewöhn- 
licli, die der gen eigtHüch igen Formen 
aber durch enge Doppellinien 
darzustellen. Diese Doppellinien 
werden von einer vollen und einer punktirlen oder einer schwächeren und 
einer stürkercn Linie gebildet. Dadurch erhalt die Schnittlinie einer Flüche, 
welche von ihrer Gegenflache unabhängig ist, zwei unterschiedene Seilen. 

Nach dieser Methode sind die Linea rprojectionen der in Fig. 253 und 
254 dargestellten Krystalle des chlorsauren Natrons entworfen worden 
(s. Fig. 259 und 260) : 
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*) Ueber 'H^miödrie i 
tjramin. Breslau <S6<. S. W 



I soperpossble« oder »gewendete Krysta II formen«. Pro- 
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Linksdrehend: ttt TTT), tttHOO), 7rT(440), ^r(2IO) 
Rechtsdrehend: /rrfTTT), 7rT(100), 7ri:(H0), 7rr(l«0) 
Da die beiden Krystalle enantiomorph sind, mttssen es nalQriicb auch 
ihre Linearprojectionen sein. 

Die theoretische Möglichkeit tetartoc^drischer Formen im regolttren System wurde 
von Fr. Moh s dargethan. Er führte die Bezeichnung »tetra^rische PentagondodekaiHici« 
für die ViertelflUchner de.s Hcxakisoktaciders ein ^ lehrte ihre EntrtehvDg aus den drei 
hcmii'drischcn Formen : dem Diploödcr, Hexakistetra^der und Pentagon-lkositelnlSder 
kennen, hob die Verschiedenheit des rechts und links gebildeten in correlaten Formen 
hervor und gab den vier zusammengehörigen tetartoi^driscben Formen die Symbole: 

(Leichtfassliche Anfangsgründe der Naturgeschichte des Mineralreichs. Wien f SSi. 
2. Aufl. 2 Thle. 4836 — 39.) Das Vorkommen tctartoiidrischer Krystalle wurde zuerst 
von C. Rammolsberg beobachtet, der am Natriumchlorat das gleichzeitige Auflreteo 
eines TctraOdcrs und eines Pcntagondodckai'ders entdeckte (Cbemisch-ltrystallographische 
Untersuchungen. Pogg. Ann. 4 853, 90, 4 5). Die gegenseitige Lage dieser Formen wurde 
darauf genauer von H. Marbach untersucht (s. die auf S. 267 cit. Abhandl.)* Im An- 
schlüsse hieran gab Naumann eine Darstellung der Tctartoedrie im regulären Systeme. 
Er ermittelte nach dem Princip , welches Mohs zur Ableitung der tetraödrischen Penta- 
gondodokaOder benutzt hatte , die übrigen einfachen tetartoOdrischen Formen und gab 
die Formeln für ihre Flächenwinkel (Uebcr die Tctartoedrie im Tesseralsysteme. Pogg. 
Ann. 4 855, 95, 465. Elemente der theoret. Krystallogr. Leipzig. 4856, 408). 

H. Marbach hat die Entdeckung gemacht, dass die Krystalle des NatrinmehloratK 
NaClO^ij des Natriumbromats NaBrO^ und des essigsauren Uranoxydnatrons NaVO± 
(C2//3 02)3Circularpolarisirend sind . Mit Benutzung der von Ihm eingeführten, 
in § 28 erläuterten Bezeichnungen wird der Zusammenhang zwischen dem Sinne des 
optischen Drehungsvermögens und der Krystallform durch den Satz ausgesprochen : die 
rechten Combinationen drehen die Polarisationsebeno des Lichtes nach rechts, die linken 
nach links. 

Unter der Voraussetzung , dass die am Quarz nachgewiesene gesetzmässige Be- 
ziehung zwischen dem Sinne der Drelmng der Polarisationsebcne und dem Auftreten 
enantiomorpher tctartoOdrischer Krystallformcn auch für die circularpolarlsirenden tetar- 
toedrischcn Krystalle dos regulären Systems gelte, würden die rechtsdrehenden Krystalle 
nur rechte positive und linke negative, die linksdrehenden nur linke positive und rechte 
negative tetrai^drische Pentagondodekaeder zeigen können , so dass die tetraiSdrischen 
Pentagondodekai^der eines und desselben Oktunten niemals an einem und demselben 
Krystalle vorkommen (vgl. P. (iroth. Physikal. Krystallogr. Leipzig. 4876, 94S). 

Die Nitrate des Bleis Ph{N 0,^)2, Bar>ums BaiS 0:^)2 und Strontiums SriNOt)^ sind 
regulär letarloedrisch, aber nicht circularpolarisirend (vgl. Wulff, a. a. 0.). 

§30. 

Die wichligsten Zonen des regulären Systems sind die der Symme- 
trieaxen *). 

*) Vgl. über diese und andere, weniger häufig entwickelte Zonen: Naumann. 
Lehrb. der rein. u. angew. Krystallogr. 4830. I, 4 78 f. Elem. der theoret. Kryst. 1856, 
liO. Chr. S. Weiss. Theorie der Hexakisoktaeder. Abhandl. Berl. Akad. 1887. 
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Pig. SSf. 



t'ip. iSi. 



1] In den Zonen der drei gleichen Axen: 

^' = [100], 7ii=[0101, ?r^=[001] 
künnen nur solche Flüchen liegen , bei denen wenigstens e i n Index gleich 
Null isl. Denn die Bcdingungsgleichung für die Indices einer Flüche kkl, 

die einer dieser Axen 

piirallel gehen soll, isl 
nach § 5, Knp. ä eine 
der folgenden Glei- 
chungen: 

A-1 + A-. 04-/0=0 
A-O-j-A-l +/-0 = 
h-O + k-O+l-^ =0 

Demnoch liegen in 
diesen Zonen die Tetrn- 
kishexal'der {k k 0], 
A>i-, nnd deren Grenzforraen, das Dodeknöder (110) und djis Hexaeder (100), 
ferner die Penlngondodekatider erster und zweiler Stellung fc(hkO) und 
iT [kh 0) . Man kann daher diese Zonen auch bezeichnen als die Zonen der 
Kanten y des Hexaeders, der 
kurzen Diagonalen der Dode- 
kaJUlcrflächen, der Kanten y der 
Totrakishexaeder und der Kan- 
ten ij der Pentagondodekaöder. 
— In den nebenstehenden Fi- i 
guren sind einige hierher ge- 
hörige Combinationen darge- 
slelll: Fig. SGI (100), (110), 
(520) Kupfer, Flussspath. — 
Fig. m ;rr(100), 7rT[H0), 
UT f12ftl chlorsaures Natron. — Fig. ««3 , 
Fig. 26t 71(110), ;r(210) Eisenkies. 

Die trigonometrische Tangente eines Flüchen winkeis aus der Zone 
einer Axe /r ist eine rationale Zahl. Ks ist z. B. in der Zone [001] : 

tan (fi k 0'A7' 0) = J 1-T-rl 
' hh -i- kk 
insbesondere ; 

tan (100^/1*0)=^ 

Die folgende Tabelle enthüll die von den am hUufigsIen vorkommenden 




Fig. 363. 



t (100), 



Fig. 86t. 



(120) Koballglanz. — 



C. Klein. MincralogUclie Mitth. Jhb. Min. <B7S, iii, Einieitg. in cl. Kryslailberechn. 
IS67, B7. Eine st«reographi,sclie Projeclion der Polfiguren regulärer Formen, in der die 
Zonen verbinde übcrsichllicli darpontellt »ind. findet sieh bei Des Cloizeaux. Manuel 
•le .Min<>ni1. iset. 1. pag. a. 
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Fluchen dieser Zonen eingeschlossenen Flachenwinkel. Die Symbole be- 
ziehen sich auf Flächen aus der Zone [001]. 

Symbol : tan : 



Hcxai*(lcr 



.2 o 



100 
540 
440 
720 
340 
520 
240 
530 
320 
430 
540 
650 
760 
440 



1 
IT 

A 

1 
iT 



44048' 35, 76" 

2 43 34,72 

4 54 32,95 

2 29 22,39 

3 21 59,26 

4 45 49,49 
4 23 55,34 

2 43 34,72 

3 40 47,39 

4 47 23,68 
4 8 44,75 

— 47 44,61 

4 23 55,34 



(4 00''4 40)»45O 



Dodekaiidcr 
2) In den Zonen der sechs S-zühligen Symmetrieaxen : 

[011], c2 = [ioi], ^3 = [^^o] 





Fig. 265. 



Fig. 266. 



£4 = ^oiT], e^ = [TOI], «ö = [^To] 
können nur solche Fluchen liegen, bei denen zwei der Indices einander 

gleich, resp. entgegen-* 
gesetzt sind, also nur 
Flachen der Ikositetra- 
öder (AAAj, A > ifc, der 
TriakisoktaMer (AA/}, 
A > /, des Oktaäders 
(111),Hexafklers(400], 
Dodekalklers (410), fer- 
ner der Triakistetralder 

r(AU)undr(AÜ),der 
Delloi'der i:(A//) und j'hlfj und der Totrai^der t{111) und r(TTT). Man 
kann daher diese Zonen aurh bezeichnen als Zonen der Kanten ß des Ok- 

lat^ders und der Kanten ' 
eines Tetraf^ders, der Diago- 
nalen der lle\a<!derflttchen, 
der langen Diagonalen d«r 
Dodeka^derflttchen, der Kan- 
ten ß der TriakisoktaiNler, 
der Kanten € der Triakis- 
tetra^der, derjenigen Diago- 
nalen der IkositetralMier- 
fUiehen und der Dello^er- 
flUchen, welche diese Flttcben 
nicht symmetrisch theilen. — Die nebenstehenden Figuren stellen einige 
hierher gehörige Condiinationon dar: Fig. 265 (1H), ,221), (331), (100) 



\ 



•4. 
/ 






Fig. 267. 
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Bleigbnz von Harzgerode. — Fig. 266t (Hl), t(HO), T(ihh) Fahlerz von 
Dillenburg. — Fig. 267 t (<<1), t(TTT), t (400), t (140), t (34 j) Zinkblende 
von Kapnik. — Fig. 268 t (444), t(TTT), t(400), t(440), t(2TT), t(344), 
T (320) Zinkblende von Kapnik. 

Die trigonometrische Tangente eines Flachenwinkels aus der Zone 

einer Axe e ist gleich dem Product von Vi in eine rationale Zahl. Es ist 
z. B. in der Zone [4T0] : 

tan {hhn'h7) = V2 . ^^' ^ ^^' 



Insbesondere : 



2ÄÄ' + //' 



A ^ 

tan (4 40 mmn) = _/^~ 



m 



tan (1 4 4*/w m n) = 1^2 • 



m — n 



2m + n 

Nach diesen Formeln sind die in der folgenden Tabelle enthaltenen 
Winkel berechnet. Die Symbole beziehen sich auf Flachen aus der Zone 

[4T0]. 



Symbol : tan : 



Dodekaeder 
Triakisoktaedcr (hhl) und 
Deltoöder der I. Stellung 
T{hhl) 

Oktaäder 



Ikositctraedcr {hkk) und 

Triakistetraöder der I. 

Stellung T(;iikÄ;) 



Hexaöder 



{ 



834 
221 
382 

334 
323 
H2 
225 
443 
iik 
145 
004 



iV« 


43045'46,63" 




A - 


6 42 80,76 


(440^444) = 


A- 


5 46 5,45 


' 350 46' 64,84" 


* - 


40 4 29,96 




T^- 


8 2 58,06 




A- 


3 23 20,25 




A- 


8 2 58,06 




tV- 


5 46 5,45 


(444^004) = 


iV- 


4 45 24,50 


540 44' 8,49" 


A- 


5 46 5,45 




A- 


3 40 40,99 




i - 


45 47 35,44 





3) In den Zonen der vier 3-zahIigen Symmelrieaxen : 

(50= [iii], cJi = [T44], <J2= [4T4], cJ» = [44T] 

können nur solche Flachen liegen, bei denen ein Index gleich der Summe 
oder der Differenz der beiden anderen Indices ist. Demnach gehören 
hierher die parallelkantigen Hexakisoktaöder oder Tetrakisdodeka^der 
(/?. Ä — /./), Ä > /, das Ikositetraöder (24 4) und da^odekaöder (4 40), 

die IIexakisletrai»der r[h * h — Z • /) und r (h • l — Ä • /) und die Triakis- 
tetraüder t(24 4) und t(2TT), endlich die Diploöder jt [h - h — / • Z) und 
Tt [h — l ' h ' l). Man kann daher diese Zonen auch bezeichnen als 
Zonen der Dodeka^derkanten a, derjenigen Diagonalen^ welche die Flachen 
des Ikositetraöders (24 4) oder der entsprechenden Triakistetraöder sym- 
metrisch theilen, der Kanten a der Tetrakisdodekaöder n. s. w. — Die 
umstehenden Figuren veranschaulichen einige hierher gehörige Combi- 

Liebisch, Geometr. KryRtallogpr. 48 
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natioDen: Fig. 269 (110), (A-A — /.;). — Fig. 870 (110), («H), {A ■*—/■ /) 
Granat. — Fig. 271 t(111), t[110), t[211) Fahlen von Dilleobai^. — 
Fig. S7S 1(110), t(211), ir(33S) Fahlerz von Horliausea. 

Die Irigonometriscbe Tangente eines Flucbenwinkels aus der ZoDe 





Fig. iöS. 



Fig. >T0. 



einer Axc d ist gleich dem Producl von V^ in eine rationale Zahl. Es ist 
z. B. in der Zone [Till : 

Un(A-A-;rA'-A' —('■/')= V3- ü A**— *'' 



insbesondere : 



ÄÄ' + (A — 0(A'-O + 'f 



tan(<10'AA — /■/} = V'3 ■ 



l 



Hiernach sind die in der folgenden Tabelle enthaltenen Winkel aus 
der Zone [T11] berechnet. 

Symbol : tan : 
Dodekat'der HO 
pars llelkani ige ticiakisoktaeder [hk 

— I ' I) und die en (sprechend cn Hcxa- J 
kisletraeder u. Dip1o«der der I. StelJ. 1 
Ikosiletraeder iSH) und 'TriakUtctra- 

('der t (11 1 ) der l. Slellung 
parallelkanlige Hcxaklsoktaeder (A ' h 

— l't] und die entsprechenden llexa- i ^^ - S ia B<,I9 V (Sil *< 01) es nfi 
kistetrai^der 1. StellunK und Diploi^dcr I H3 

I. Slellung 

DodekaOdor ifH 
parallelkanüRe Hexakisoktai'der [h . h 

— I.J) und die enlttprechcnden He»a- ( '** 
kisletraeder II. Stellung und l>iploä<lcr 1 ,3. 

1. SIelluBg 
Ikosiletraeder (Sil) und TriakUlelra- i^j 
eder i{iT7) der II. Slellung 

§31. 

Die allgemeinen Methoden tur Berechnung der Indices einer Flüche 

sind in Kap. 10, § 8 — 11 dargelegt worden. Sind >ur Bestimmung einer 

Flache ihre WinLel mit zwei der Axenebenen gegeben, so vereinhcbt sich 

die Berechnung ihrer Indices. Denn im reguliiren System sind die Axen 



IV8 


1 JOBB' B«, 89" 


A- 


S 11 ti.ts 


1 - 


10 S3 36,11 


i ' 


10 53 86.11 


A- 


S ia 81,89 


+ - 


18 BS Bl,89 


i - 


13 S3 83,89 


A- 


S M 31,39 


i - 


10 S3 36,11 



§84. Berechnung der Indices. 



275 



TT^TT^/r^ zugleich \lie Normalen der Axenebeuen p^p^p^ und zwischen den 
Winkeln, die eine Flache h mit den Axenebenen einschliesst, besteht nach 
der Formel auf Seile 210 für : 

J=i, sin (/)•) =i, [v v^) = [hp^) 
die Relation : 

(1) \ = C0S2 (Äpl) + COS^ (Äp2) + cos« (Ap») 

welche aus den Winkeln zwischen h und zwei der Axenebenen den Winkel 





Fig. %i\. 



Fig. 272. 



von h mit der dritten Axenebene zu berechnen gestattet. Zu diesem Zweck 
kann [\) in die logarithmisch bequemeren Formen: 

cos-i [hp^] = — cos [(/ip2) 4- (Äp3)] cos [(/ip2) _ [hp^)] 



(1*) 



cos« (Ap2) = — cos [(Ä/)3) 4- (Api) 
cos« (Ap3) = — cos [(Ap') + (Ap«) 



cos[{Ap"'*) — (Ap*) 
cos[(Ap^) — (Ap«) 



übergeführt werden. Darauf findet man die Indices der Flüche A aus : 



(3) 



Ai : Aj : A3 = cos (Ap^) : cos (Ap«) : cos (Ap*) 

Beispiel. Zur Bestimmung der Indices einer Fläche s seien gegeben : 

(Äp2) = 570 ki' -18,5", (5p3) = 740 29' 55,1" 

Man crhüit : 

cos'2 (5p») = — cos 4820 H' 43,6" • cos I6O 48' 36,6" 

COS(*p^) = 0,8047839 
cos(Äp2)= 0,5345233 
C08(*p3)= 0,2672642 



Nun ist 



folglich ergiebt sich 



3 • 0,2672642 = 0,8047836 
2 • 0,2672642 = 0,5345224 

5 = 321. 



§32. 

Die perspectivische Construction desAxensystems der re- 
gulären Krystallformen ist in §3 des neunten Kapitels beschrieben worden. 
Trügt man in eine Zeichnung dieses Axensystems die Kanten des Oklaöders 
ein y so kann man leicht die Richtungen der S-zähligen und der 3-zähligen 
Symmetrieaxen construiren, indem man die Mitten gegenüberliegender Kan- 
ten und die Mitten gegenüberliegender Flächen verbindet (s. Fig. 273, S. 276) . 

4 8* 
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Sollen^einfache reguläre Formen f;eieichnet werden, so bedient 
man sicli zur Conslruction des KaDteonetzes an Stelle des auf 
S, 15i bcscli riehcnen Verfahrens zweckmüssig folgender Hetboile, welche 
darauTauiit^cbt, zunächst sümmLliche Eckpunkte auftusucheo, um dann 
durch passende Verlnnilung derselben die Kanten zu finden*). 

Die Eckpunkte eines llexakisoklaeders (AAQ, A^A'^f, slod von 
dreierlei Art und liegeu in den dreierlei Symmetrieaxen n, e, d. Ihre EdI- 
fernuDgcn von dem geometrischen Mittelpunkte sind den Abschnitten gleidi, 
wolclio die Fluche hkl auf den drei benachbarten Symmetrieaxen : 

7C» = [100], e3 = [110], do^ilH] 
bildet. Wir wollen diese Abschnitte mit Hülfe der Transronnationsfonnela I, 
S. 63, berechnen. DemgemUss mtlssen wir an Stelle der Axenebenen : 

p' = )00, p> = 010, pä = 001 
fUr den Augenblick die Flüchen: 

(li = {e\ do}=aO, (i'={d«, ?r'}=OU, p3 = {«', e>)= 00* 
als neue Axenebenen einftthren. Die positiven AsenrichtungeD und die 
Axeneinheiten sollen dagegen nach wie vor durch die FUcbe 111 des 
OkUitklers bestimmt werden. Dann erhalten die neuen Indices der Fläche 
kkl folgende Werthe: 

I A IAO 

U- 1 T ft 

h T t . M 




10 

MIO 

1 T 1 



= A, 



1 A 
1 1 k 

0_J l_ 
10 1 
T 1 1 
I 1 



1 1 
T I 
1 1 



Die neuen Axeneinheiten verhalten sich wie die Verbindungslinien 
gogenUberliegciidor Ecken, Kanlcnmilten und Fhictienmitten des Oktaeders, 
d. h. wie : 



1 



1 



1 



V« ■ V5 ' 



Folglirh verhallen sich die Abschnitte der Fläche hkl auf den Axen 
/rl. f>, ilOwie: 

i ^^ Va 

■ A ■ h + k'fi + k + t 

■1 Vpl. Naumann. Lehrb. d.roini-n u.anf-ew.Krj-stBlIogr. l-eiptig. 18>«, S, tasf. 
**) Diwcs Rpsullal ontictil sich euch aus den Fornielo ßlr die neuen AxMieinh«iIeB 
M einpr Tnnsfnnnnlion der Indiccs. S. $ 11, Kap. B. 
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Wir wollen anuehmcn, dass die 4 4~ 4-kantigen Eckpunkte des Hexa- 
kisoktasders [hkl) mit den Eckpunkten des Oktaeders zusammenfallen; 
dann erhalten die in Rede stehenden Abschnitte die Werthe : 

Man conslruirt nun die 2 + 2-kantigen Eckpunkte dos HexakisoktaCders, 
indem man auf den 2-zahligen Symmetrieaxen vom Mittelpunkte aus Strecken 
abtragt; welche sich zu den entsprechenden, vom Oktaeder begrenzten 
Strecken dieser Axen verhalten wie : 

^ V2 ^ 



h + k ]/2 

oder wie : 

h + k' 

In analoger Weise findet man die 3 -j- 3-kantigen Eckpunkte des 
llexakisoktaCders, indem man auf den 3>zähligen Symmetrieaxen vom 
Mittelpunkte aus Strecken abträgt, welche sich zu den entsprechenden, vom 
Oktaöder begrenzten Strecken dieser Axen verhalten wie : 

' V3 ' 



h + k + i ■ yä 

oder wie: 

h + k + r 

Hat man auf dem hierdurch vorgeschriebenen Wege die Lage der 
26 Eckpunkte des Hexakisoktaöders in der Projection ermittelt, so con- 
struirt man durch passende Verbindung dieser Punkte die Projection des 
Kantennetzes. Will man dieses Verfahren auf die Construction des Kanten- 
netzes einer der übrigen vollllächigen Formen anwenden, so sind nur den 
Indices h, k, l die entsprechenden besonderen Werthe zu geben. 

Die Eckpunkte eines Hexakistetraäders r (AÄ/), h^k^ l^ sind 
ebenfalls von dreierlei Art. Sie liegen in den Symmetrieaxen /r und d. 
Ihre Entfernungen von dem geometrischen Mittelpunkte sind den Abschnitten 
gleich, welche die Fläche hkl auf den drei Symmetrieaxen : 

bildet. Wir berechnen diese Abschnitte wieder mit Hülfe der Transforma- 
tionsformeln I, S. 53, indem wir an Stelle der Axenebenen: 

pi == <00, p2 = 010, p3 = 001 

für den Augenblick die Flächen : 

d3 = {(J3^ (jo} = ^To, d» = {(jo, Tri} = oU, d* = {7t\ <J3} = OH 

als neue Axenebenen einführen und dabei die positiven Axenrichtungen 
und die Axeneinheiten nach wie vor durch die Fläche 4 i 1 des Tetraeders 
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erster Stellung bestimmen. Dann erhalten wir für die neuen Indioes der 
Fläche hkl folgende Werthe: 



A 


k i i 


l T 1 


1 


1 1 1 


1 T 1 

• 



= h, 



1 h 
T k 1 
/ 1 



Ol 

I 

1 

1 1 



T 1 



= h + k — l 



i h 


i i k 


? / 


1 1 


T 1 i 


T 1 



3 



1 : V3 : -TT. 



Die neuen Axeneinheiten verhalten sieh zu einander wie die Sirecken 
von dem Mittelpunkte eines Tetraeders nach einer Kantenmitte, einem 
Eckpunkte und einer FlUchenmittc desselben, d. h. wie: 

vi 

Folglich verhalten sich die Abschnitte der Flache hkl auf den Axen 
/i S <J^, ö^ wie : 

i vT V3 

h ' h + Ä- — 7 • r+T+1 

Wir wollen annehmen, dass die 2 + 2-kantigen Eckpunkte des Hexa- 
kistetraiiders r[hkl] mit den Kantenmitten des Tetrai^ders r(H4) zusam- 
menfallen. In diesem Falle haben die in Rede stehenden Abschnitte die 
Werthe : 



1, 






h + k - 

Man construirt nun die 3 -|- 3-kantigen Eckpunkte des Uexakisleira^ 
ders, die von zweierlei Art sind, indem man 1) auf den 3-zahligen Sym- 
metrieaxen des Tetraeders in den Richtungen nach den FIttchenmitten 
(lieser Form von dem Mittelpunkte aus Strecken abträgt, welche sich lu 
den, von den Tetral'derflächen bestimmten Abschnitten dieser Axen ver- 
halten wie : 

h + k + r^''^ 



1 



oder wie : 

3/* 

/; 4- k -t- / 

uml indem man 2j auf denselben Synmietrieaxen, aber in den Richtungen 
nach den Ecken des Tetraeders von dem Mittelpunkte desselben aus 
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Sirecken abirügt, welche sich zu den, von den Tetraäderecken bestinnnten 
Abschnitten dieser Axen verhalten wie : 

h 



oder wie : 



^3 : V3 



4 



h + k — l 

Die Eckpunkte eines DiploCders 7t{hkl), Ä > A* > /, sind eben- 
falls von dreierlei Art. Die 2 4- 2-kantigen Eckpunkte liegen in den Sym- 
metrieaxen Tt, die 3-kantigen in den Symmetrieaxen d. Ihre Entfernungen 
von dem geometrischen Mittelpunkte verhalten sich wie die Abschnitte der 
Flüche hkl auf den Symmetrieaxen : 

TT» =[100], Ö^=[M\] 
d. h. wie : 

h ' h + k + l 

Diese Eckpunkte werden also construirt wie die entsprechenden Eck- 
punkte des Ilexakisoktaeders (hkl). Die 2 4-^+ 4 -kantigen Eckpunkte 
liegen in den drei Symmetrieebenen, aber nicht in Symmetrieaxen. Man 
fmdet sie daher erst als Durchschnittspunkte der in den Symmetrieebenen 
gelegenen und mit Hülfe ihrer Axenabschnitte leicht einzutragenden Kanten 
des in Rede stehenden Diploäders. 



Vierzehntes Kapitel. 

II. Das hexagonale System. 

§ l. Allgemeine geometrische Eigenschaften, § 2—4. Holoedrische For- 
men. § 5. Trapezoedrische Hemiedrie. § 6. Pyramidale Hemiedrie. § 7 — 
11. Rhomboedrische Hemiedrie. § 12—15. Trapezoedrische Tetartoedrie. 
§ 16. Rhomboedrische Tetartoedrie. § 17. Hemimorphe Formen. § 18— 
21. Berechnung der Axeneinheit c. § 22. Construction des hexagonalen 

Axensystems. 



§1. 

Die Formen des hexagonalen Systems besitzen eine Symmetrieaxe, 
welche in physikalischer und geometrischer Beziehung eine Hauptaxe ist. 
Sie ist entweder 6-zahlig oder 3-zählig. Demgemäss sind zwei, durch ab- 
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weieheDdo Syinnielriceigenschaften eharakterisirtc Abtheilungeo su unter- 
scheiden. Obwolil die Gesammtheit der hexagonalen Formen unler eine 
geineiDsaiiie Definition nicht gebracht werden kann, sind wir doch berech- 
tigt, sie in ein Systcni zusammenzufassen, da sie auf dieselben krystallo- 
graphisclien Axen bezogen werden können und überdies unter einander in 
einem geometrischen Zusammenhange stehen, derart, dass die weniger 

symmetrischen Formen 
aiis den höchst symmetri- 
schen durch Hemi^drie 
oder Tetartoädrie geome- 
trisch abgeleitet werden 
können*). 

In der zur Haupt- 
axo senkrecht stehenden 
Ebene sind drei gleiche, 
unter einander 60* ein- 
schliessende Kantenrich- 
tungen vorhanden, die bei 
gewissen Krystallen dieses 
Systems 2-zählige Sym- 
metrieaxen sind. Wir be- 
zeichnen sie als primäre 
Nobenaxen Oi, o^, a^. Zur 
Berechnung der hexago- 
nalen Formen genttgi es, 
die Filichen derselben auf die Ilauptaxe y und zwei der Nebenaxen su be- 
ziehen. Dabei ist indessen der Uebelstimd unvermeidlich, dass in den 
Symbolen gleichwerthiger Flächen verschiedene Zahlen als Indices auftreten. 
Deshalb hat zuerst Chr. S. Woiss"^"^] noch den Axenabschnitt auf der 
dritten Nebenaxe in das Symbol einer Flüche aufgenommen. Bezeichnen 
wir die Axeneinheit der Ilauptaxe mit c, die der gleichen Nebenaxen mit 
a, so erzeugt eine FlUche, deren Abschnitte auf aj, a^, y die Werthe : 

a a c 
Ä • 1 • 7 

haben, worin A > A* ist, auf a^ den Absclinitt: 




Fig. 274. 



a 

X 



a 



h — k 



wie aus einem, auf S. 108 bewiesenen Satze hervorgeht und auch aus 
Figur 274 leicht zu entnehmen ist. Ftlr h = k ist x = 0, d. h. die Flflche 



*} Nach Hauy, Chr. S. Weiss u. A. bilden die Formen der zweiten Abteilung 
ein besonderes System : das rhomboüdriscbe. 

**) Uobor eine verbesserte Methode für die Bezeichnung der verschiedeoen FIttchen 
eines Krystallsystemes. Abhandl. Berlin. Akad. 184 6 — 47, 124. 
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geht der Nebenaxe a^ parallel. Ftlr h = ik isix = k und die Fläche steht 

senkrecht auf der durch y und a^ gehenden Ebena. Demnach bestehen die 

Ungleichheiten : 

2it>Ä>ft, x<Ck 

In dem Weiss'schen Symbol der Fläche: 

fa a a c\ 
\x''li''lc''l) 

folgen also auf einander der grösste, kleinste und mittlere Abschnitt auf den 
Nebenaxen. Vereinigt man die Indices dieser Fläche in ein Symbol, so er- 
hält man das von P. G roth*) vorgeschlagene Zeichen : 

[xhkl] 

Das Bra va is'sche Zeichen**) einer Fläche eines hexagonalen Krystalles 
enthält dieselben Indices wie das Groth'sche, nur in anderer Reihenfolge 
und mit anderen Vorzeichen. Es 
entsprechen den Nebenaxen %, 
aij CC2 die Bravais'schen Axeu 
Xj y, t (s. Fig. 275) . Demgemäss 
ist also bei der UeberfUhrung des 
Symbols xhkl in das entspre- 
chende Bravais'sche nur die ^^ 
Reihenfolge der ersten drei Indi- 
ces und das Vorzeichen eines der- ^ 
selben abzuändern : 




Fig. 276. 



xhkl = kxhl Bravais***) 

Wir haben in dem hexago- 
nalen Systeme ebensowenig wie 

in einem der übrigen Systeme eine Veranlassung gefunden, die älteste, 
von Weiss begründete Reihenfolge der Axen abzuändern und bedienen 
uns daher in der Folge ausschliesslich der auf die Weiss 'sehen Axen be- 
zogenen Indices. 

Die Halbirungslinien der von den primären Nebenaxen eingeschlossenen 
Winkel, welche für gewisse hexagonale Krystalle ebenfalls 2-zählige Sym- 
metrieaxen sind, bezeichnen wir als secundäre Nebenaxen ß^j /?2> ßz- Wir 
nehmen an, dass die Abschnitte auf den Axen ß gemessen werden durch 
die Länge 6, welche man auf einer Axe ß erhält, indem man durch die 
Endpunkte der Längeneinheit a auf den, diese] Axe einschliessenden 
primären Nebenaxen Parallelen zu den letzteren legt (s. Fig. 274, S. 280). 



*) lieber die Bezeichnung der hexagonalen Krystallformen. In : Tschermak's Mine- 
ralog. Mitlh. 1874, 333. 

**} Etudes cristallographiques. Journ. de l'^cole polytechn. 1854. t. XX, cahier 
XXXIV, p. 430, 436, 439, elc. PI. XI, Fig. 4, PI. XII, Fig. 44. 
♦**) Vgl. Kap. XX, § 5. 
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Demnach ist: 

Die Abschnitte der Flüche {xhkl) «nuf den Nebenaxen ßi^ ß^j ßz Hegeo 
beziehungsweise zwischen den Abschnitten auf: 

a-i und ai, d. h. zwischen -r und z r 

-* * Ä h — k 

Ui und ao, d. h. zwischen 7 r und -r 

Ä — k h 

a2 und «3, d. h, zwischen -r und ,; 

Daher haben diese Abschnitte nach einem auf S. 108 bewiesenen Satxe 
die Werthe : 

__6 b b_ 

IT^^^^n' ^h — k' h + 'k 

worin der erste Werth negativ ist, da /i < SA'. Vereinigt man die Ab- 
schnitte der Fläche auf süniintlichen Nebenaxen und auf der Hauptuxe xu 
einem Symbol, so erhUlt man das von Chr. S. Weiss eingeführte, für die 
geometrische Beli'achtung nützliche »vollständige« Zeichen der Flache {xAili}: 

{h a h a b a c\ 

h — 2h • Ä — Ä- • %h — k * h • r+l * * * 7/ 

Hierin ist der Index in Bezug auf eine Axe ß gleich der Summe der 
Indices in Bezug auf die beiden benachbarten Axen a und der Index 10 
Bezug auf eine Axe o gleich \ der Summe der Indices in Bezug auf die 
beiden benachbarten Axen ß. Sind zwei von den, auf die Nebenaxen be- 
züglichen Indices gegeben, so können die anderen vier berechnet werden. 

Ein hexagoualer Krystall besitzt eine geometrische Gonstante: das 
Verhtiltniss der Axeneinheiten a : c. Die trigonometrischen Functionen der 
Flüchen- und Kantenwinkel, ausgedrückt durch die geometrische Gonstante 
und die Indices, erhält man aus den allgemeinen Formeln in § 7 — 8 des 
sechsten Kapitels, indem man setzt: 

fi I = a^ = 1 , «3 = c 

[■yi'hr^) = [.I ^ /f *i = 1»Ö«, ;.T> /r2) = 60« 
c^ 1 = C21 = (x\ = < 

j =\ 

Uann ist: 
2- r^k"i»k'>il''k -- /'• A'i + /'i'*'2 + cch,h\ + |(A, A', + A,A',) 

tft= 1 
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•t = i ötjajt cc 

= JL {2cc(2AiA'i + «ÄjÄ'j — h^h\ — /4A',) + BAjA's} 
« cc 

folglich : 

worin : 

H =4cc(A| A, +^2^2 — A^Ajl+SAsAß 
IT = icc {h\h\ + h\h\ — A'i A'2) + A'3A'3 

ferner : 

(2) sin(xA,A2A3\T'A',A'2A'3) 

^ 2cl/3"T/(AA^)t(AA^)^ + (hh\[hh')^ + cc {hh')^{hh% + [hh\[hh')^ 

(3) tan(irAiA2A3*a;'A',A'2A'3) 

^ 2cV'Sy(hh')^(hh')^ + [hh')i[hh\ + cc[hVUhh']^ + (hh')^(hh')2 
2cc(2AiAV+' 2Ä2A'2 — Ai A'2 — A2A'i) + 3A3A'3 

Hieraus ergiebl sich^ dass die trigonometrischen Functionen der 
FUichenwinkel aus der Zone der Hauptaxe Quadratwurzeln aus rationalen 
Zahlen sind. Denn es ist: 

/ I. 1. aa f.f ./ A\ SAiA'i -\-2h2h'2 — AjA'2 — A2A'i 

cos(a;AiA20 xh\h20) = 



2 V(A, Ai + A2 A2 — Ai A2) (A', h\ + A'2 A'2 — h\ A'2) 

(4) sin - =V.T. h,h\-h 2h\ 

2V (Ai Ai +A2A2— Ai A2) (A'i A'i -\.h\h\—h\h\] 



tan - = V3 . --—TT 



A| A 2 — A2 A'j 



2Ai A'i + 2A2A'2 — A| A'2 — A2A'| 

Zu jeder Fläche aus der Zone der Hauptaxe ist in dieser Zone eine senk- 
rechte Fläche krystallographisch möglich ; denn es ist : 



tan (xAi A2 x' h\ h\ 0) = tan 90» = 00 
wenn: 

2Ai A'i + ^h^h^ — A| A'2 — A2 A'j = 
oder: 

A'i (2 A| — Aj) + A'2 (2 A2 — AJ = 
d. h. wenn: 

A'i = A| — 2 A2 
(5) A'2 = 2A, — A2 

ist. — Für den Winkel, den eine Fläche mit der Basis einschliesst, er- 
hält man : 
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vosymOi xhjt2/i's)= V3 



Vi VC {h\~hi + hh — Kh) + 3*3^1 



(6 sin - = -: - :_A_ ^_=r^-_^_^_ i-_ ._ . 

Vi cc (Ä, //j + Äa /t2 — Ä, Äj) + 3 A3 Aj 
^^^ _ ^ ^cVAiAt + ^2/'2 -" ^h^ 

Da hirriu die QuadralwurzclD stets mit positivem Vorzeichen zu neh- 
men sind, so ergiebt sich aus der letzten Formel ein einwert higer Aus- 
druck für die Axcneinbeit c durch die Indices einer Fläche h und die Tan- 
gente des Winkels zwischen dieser Flüche und der Basis : 

.-A. tan (OOCrarAiAoA.) 

^Vh.fu + h^h^ — h.h^ 

Zwischen den Winkeln, weiche eine Flache A einerseits mit der Basis, 
andererseits mit einer Flüche A' aus der Zone der üauptaxe einschiiesst, 
l)esteht eine Beziehung, die man mit Vorlheil zur Berechnung der Axen- 
einheit c verwenden kann (vgl. den folgenden § 18). Es ist: 

_ gA|A ^| 4- "il hh'^ — h ^ A'i — A^ A', 



Erste Abtheilung. 

Die hierher gehörigen Kryslallformen sind durch das Vorhandensein 
einer G-zühligen Symmetrieaxe charakterisirt. 

A. Holoi^drische Formen. 

§2- 
Die vollflachigen F'ormen des hexagonalen Systems besitzen ein Cen- 
trum der Symmetrie und 7 Symmetricaxen : ausser der 6-zühligen Haupt' 
a\e y noch 3+3 2-zahIige Nehcnaxen a]a2cr3 und /S^i/^2/^3 j welche auf/ 
senkrecht stehen und die Winkel : 

(«, «3) = . . . = ,y^ ji,) = . . . = 600, (a, ^,) = . . . = 300 

einschliessen. Demnach sind die auf diesen 7 Axen senkrecht stehenden 
Flbencn Svmmelrieebenen. 

Die S\nmictrieaxen bilden 21 Winkelraume, in denen: 

a ii; = 30«, iß y) = {ya]= 90« 

cos [aji^ = J V3 , cos \ßy) = cos {ya)= 
sin Uf^ij = \ , sin ßy] = sin [ya) = 4 
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so dass : 



sin'^ [aßy) 



1 il/3 







1 








4 



— i 

4 



Zu einem Flächenpol xhki, x = h — fc, 2Ä: >> ä > Ä', gehören 23 
gleichwerthige Pole (vgl. die stereographische Projection auf die Ebene der 




Fig. 17«. 

Nebenaxen Fig. 276). Die allgemeinste Form wird also von 24 Flachen be- 
grenzt. Sie wird dihexagonale Pyramide genannt und führt das Sym- 
bol (xhkl). Sie besitzt 36 Kanten (s. Fig. 277, S. 286). Von diesen liegen 
12 in der horizontalen Hauptsymmetrieebene {a/?}, 12 in den primHren 
Symmetrieebenen {ya} und 12 in den secundären Symmetrieebenen 
{yß}' Wir bezeichnen diese Kanten beziehungsweise mit t, tj, ^. Sie 
stossen in 4 4 Ecken zusammen : zwei 6 + 6-kantigen an den Enden der 
Hauptaxe, sechs 2 + 2-kantigen an den primären und sechs 2 + 2-kan- 
tigen an den secundären Nebenaxen. Die 24 begrenzenden Polygone sind 
ungleichseitige Dreiseite. 

Für die Cosinus der Fiächenwinkel einer dihexagonalen Pyramide er- 
hält man aus Formel (4), Seite 283, wenn man: 

{^=:[xhkl'xkhl) 
[ri) = [xhktkhxl) 

{C) = (xhktxhkT) 
setzt : 



cos [ij) 



worin: 

Daraus lo\fX : 



« 
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icc',— hli + iH—kk]+3ll 



iecihl>+ilik—ikt) + 3ll 



iee'hh ~hk + kk)—3ll 



^iec{kk~hk + kk)+3U 



...f= 


3ec(»- 
iV 


-iL' 


,i„.M 




■>)' 


"-¥ 


3H 





Aus der Formel auf Seite S10 crgiebt sich folgende Relation zwischen 
den Flüchenwinkeln'): 



(3) I =t.in>l^!+»sm>W + sin>S+4)^sm!|sinM 



Dibexagonale Pyramiden, 
l>ei denen (1) = (ij) isl, sind 
als Krystalifonnen unmag- 
lich; denn, wie aiu (1) bei^ 
vorgebt, milsste In diesem 
Fülle: 

A 4±l'3 



also irrational sein. 

Fu r die Grentwertbe von 
h reducirt sii^ die Anzahl der 
gleichwerthigen Fl Rehen auf 
IS: für A = A- erhult man 
eine hexagonaie Pyramide 
erster Ordnung (OAA/], (tar 
h ^tk eine hexagonaie Py- 
ramide zweiter Onlnung [A- • 2A' -kl]. Ist / ^ 0, so enUlehen dihexago- 
nale Prismen (x/iAO), das liexagonale Prisma erster Ordnung (OHO) und 
das zweiter Ordnung (1S10). Für A = A- = resullirt die Basis (0001). 
Hexagonaie Pyramide erster Ordnung (OAAI) — wird von 




Fi«. «77. 



■j Tti. L. Zeilüchr. f. Kryslalloer. IHBO, 4, %«9. 
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zwölf gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen (s. Fig. 278], deren Ebenen 
den primären Nebenaxen parallel laufen. Von den 48 Kanten liegen 6 in 
der Hauptsymmetrieebene und 42 in den primHren Symmetrieebenen. 

2cchh + ZU 
^^(^) = 4ccM + 3ff 

,,., 4ccÄA — 3ZZ 

4 == 4 sin^jial + sin2 11 

3 = 4 cos (i}) + cos (^) 

Ist A ^ /, so ist die hexagonale Pyramide (Oh hl) stumpfer, resp. spitzer 
als die Grundform (04 4 4). 

Hexagonale Pyramide zweiter Ordnung (k • 2fc • fc • I) — 
wird ebenfalls von zwölf gleichschenkligen Dreiseiten umschlossen (siehe 





Fig. 278. 



Fig. 279. 



Fig. 279) ; die Ebenen derselben gehen aber den secundaren Nebenaxen 
parallel und die Endkanten liegen in den secundären Symmetrieebenen. 

2 cc A7r + // 



cos (^) = 



cos (C) == 



l^cch'k + // 

kcckk — // 
icckk + II 



4 =4sin2'| + sin2i|' 

3 = 4cos(§)+ cos(^) 

Ist k § /, so ist die Pyramide (fc • 2ft • ft • /) stumpfer, resp. spitzer 
als die primäre hexagonale Pyramide zweiter Ordnung (424 4). 

Dihexagonales Prisma (xhJcO), x = h — A, 2Ä\>Ä>Är, — wird 
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in 18 der Hauptaxo parallelen Fluchen {gebildet (s. Fig. SSO), deren WiDkel 
labbüngig von dem Werthc c sind. 

,_ hh+ihk — ikt 



M- 



— AA + 4AA — AA- 



S(AA — AA + U| 
Aus Formel (3), Seite S8ß, et^iebt sich : 

)=4,in'!|!+4sin»W+tF3sinf sinlj! 



JA. 



V3s 



JS. 



,8,inM 



(!) + (,) = 60» 
Hexagonales Prisma erster Ordnung [0110) — wird von 



^ ^ &' ^ & 
Ol o e o e 




Fig. ISD. 



Fig.«1. 



Fig. ISS. 



sechs der Ilauptaxe und je einer priinUrcn Ncbenaxe a parallelen Flächeo 
gebildet [s. Fig. 281]. 

Hexagonales Prisma zweiter Ordnung (1210) — besteht aus 
den sechs der llauptaxc und je einer secundSiren Nebcnaxe ß parallelen 
Flachen (s. Fig. 282). 

§3. 
Die Basis [0001} erscheint in Combinationen mit den Übrigen einEachen 
Formen durch ein Sechsseit oder Zwölfseit begrenzt (Fig. 280, 281, 282, 
2RÜ, 295). Ein hexagonales Prisma stumpft die Hittelkanten einer hexa- 
gonalen Pyramide derselben Art, dieSlittclecken einer hexagonalen Pyramide 
der anderen Art und die abwechselnden HiUelecken einer dihexagonalen 
Pyramide gerade ab. Fig. 283 und 28i stellen die Gombination dea Prismas 
erster Art mit einer Pyramide erster und zweiter Art dar. Eid dihexa- 
gonalcs Prisma bildet an einem hexagonalon Prisma erster oder sweiler 
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Art Zuscharfungen der Kanten. Fi;;. 38S stellt eine am Beryll auftreteDde 
CombinalioD der Prismen [iZHi] und (OHO) mit der Basis (000<] dar. 

Zwei hexagonaie Pyramiden derselben Ordnung bilden horizontBle 
CombinationskaDten (s. Fig. 286). Treten zwei hexagonale Pyramiden ver- 





I I 



schiedener Ordnung in Combination, so erscheinen die Flüchen der einen 
auf die Kanten der anderen gerade aufgesetzt (s. Fig. 287] . 

Zwei dihexagonale Pyramiden haben dieselbe Basis, wenn ihre Symbole 




Flg. la«. 



Fig, S87. 



Fig. !BS. 



{xkkt) und {xkkl') sind, worin T ein rationales Vielfaches von / ist. Treten 
zwei solche Pyramiden in Combination, so bilden sie horizontale Combina- 
tionskanten (s. Fig. 388}. 

Jeder hexagonalen Pyramide können zwei andere hexagonale Pyramiden 
umgeschrieben und eingeschrieben werden. Setzen wir die Abschnitte 
dieser drei Formen auf den Hauptaxen einander gleich, so sind die Quer- 
schnitte in den Hauptsymmetricebenen der beiden letzteren Formen dem 
Querschnitt der ersteren Form umgeschrieben und eingeschrieben [siehe 



iw 



YirrzphnlFit Knpilel. 



Fi(;ur3R9). Dio Flüchen der um^eschriobciicn oder Ditchst stumpferea 

Pyrnniidc stumpfen die Knilk;inU>n dt>r )ie){«benen gerade ab; die Endkanlrn 

der em{;o>;i-liri(f)>onGn odor nii<rhsl spitzeren P\ramide werden von den 

Fluchender gegebenen Pyramide 

gerade ali(;esl)impri (s. Fi^. 290 

und29<). 

Wir leiten die Symbole der 

in Rede stehenden Formen ah 

und (sehen dabei aus von der 

hexa^nniden Pyramide erster Art 

[Obhl]. Die tibev a^ gelegene 

Kndkante ^ derselben wird (te- 

bildct von den Flüchen Ohhl 

lind hhOl und demnach geraile 

allgestumpft von der Flüche 

li ■ ili • h ■ il der umgeschrie- 

henen Pyramide zweiter Art: 

{h 2/f • h • 22) 

Die oben rechts Uher ^, 

{{clegene Kndkante t] der ein- 

pcscliriebenen Pyramide wird 

^""'- *''^- itebiidet vnn den FlUohen : 

u ■ in- u • r und i7 . m - 4 « . r. 

worin » und r da<]urch bestiinnil sind, dfiss die Flüche Ohhl der gegebenen 

Pyramide die Kanle t; gerade abslunipfen soll. Dann ist: 






2i/ + « = A. v+ r = l 
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Die eingeschriebene Pyramide ist also ebenfalls zweiter Art und 
trilsj;t das Symbol : 

(2/1 '4h '2h' U) 

Hieraus ergiebt sich, dass insbesondere der Grundform (01 H) die 
Pyramide (1212) umgeschrieben und die Pyramide (2423) eingeschrieben 
ist. Die letzteren beiden Formen finden sich z. B. am Beryll. 

§4- 
Wir wollen jetzt die Formen, welche in die Endkantenzonen der 
hexagonalen Pyramide [Oh hl) gehören, aufsuchen. Die über der 



J2.00 



012J9 



i&20 



7120 




19J& 



ll2B 



•1L9 



Nebenaxe «^ gelegene Endkante wird gebildet von den Flächen Oää/ und 
h^hl (s. Fig. 292) und hat daher die Indices: 

hhl 



0hl 



= [Olh] 



In die Zone dieser Endkante fallen also zunächst die Prismenfläche 1100 
und deren Gegenfläche TTOO. Dieselbe Endkante wird gerade abgestumpft 

durch die Fläche h • h - %h - 2/ der umgeschriebenen oder nächst stumpferen 

Pyramide : 

(Ä . 2Ä . Ä . 2/) 

Durch die Zone der in Rede stehenden Endkante und der ihr benach- 

19* 



iKiileD, über rlen Nehennxen a^ und 
mitle (0 h h I sind <H<> Klilcht>n : 



- a, jielegenen Endkanten der Pjra- 



■ A ■ / 



/( . üA ■ /( ■ /und 8A • 
der Pyramide: 

■h ■ ih ■ h ■ I) 

bestiiiiint s. Fi}:. 393). Wir bedienen uns der KUrze wegea ftlr divse 

Flächen der Bezcicliniiniion: 

ff = 1100, s = h ■■ili ■ h ■ I, r = Ohhl, ^ = Ä-A-2A-S/, 
p = hQhl, s' = »Ä Ä -A ■ /, s' = n0O 
Die Flüche einer dihexugonfilen Pyramide Ix'h'k'l'], welche der in 

Hede stellenden Zone an£;ehüren und zwischen der Pri.smen fläche g und 

der Fläche s liegen soll, 
lial, wie eio Blick auf 
Fig. 276 lehrt, das 
Symbol k'h'x'f- also 
müssen ihre lodices die 
Bedingung erfüllen : 
Üh' —Ix' + hl' =Q 
oder : 

(1) l{h' — k') = hr 
Eine zwischen den 
Flächen s und r in der 
fraglichen Zone ge- 
legene Flache h«t das 
Symbol x'h'k't"; also 
unterliegen ihre Indi- 
ces der Bedingung : 




oder; 

(2) 



'■3) 



DA' — /r + A/' = 







tk' ^hf 
r und i' lief;eu Fl^ichen niil dem Symbol .r'A'A'/', \ 

or — /A' + A/' = o" 



th' ■ 



--hl' 



Die Indices der /wi.M'heii § und p, p und s\ s' und g' gelegenen 
Fliiflien niil den Symimleii k' .t'li'l', Ä'.r'AT, h' k' .r' l' müssen die Bedin- 
gungen C);, C^), (1,1 be Tri ed igelt. Die dihexagnnalen Pyramiden, deren 
Fiilclion zwischen r und ^', ^' und p liegen, Irelen in ihren CombinationeD 
mit der Pyramide [ülilil] als ZuschUrfuiigen der Kndkanten derselben auf 
[viil. Fig. Vn]\ bezeichnet man das aus (:)] fulgende Verhüllniss: 

'L - '' - 
A -'■ I -"' 
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so ist das üllgemeine Symbol dieser Formen : 

(ph ^k' ' vh • k' . vi) 

Hieraus erhalt man für v ^= %y k' = h die Fläche ^ der umgeschrie- 
benen Pyramide (Ä • 2Ä • Ä • 2/) und für v = 1, /:' = Ä die Fläche r der 
Pyramide [Oh hl). 

Setzen wir h = k = 1=^ \, so erhalten wir aus (1) , (2) und (3) die Sym- 
bole der dihexagonalen Pyramideii^ welche in die Endkantenzonen 
der Grundform (0H1) fallen. Es liegen zwischen dem Prisma erster 
Art (1100) und der in abwechselnde Endkantenzonen der Grundform fal- 
lenden hexagonalen Pyramide (1214) die dihexagonalen Pyramiden: 

[h — k'h'k'h — k) 

zwischen (1211) und der Grundforfn (Olli) die Pyramiden: 

(h — k'h.k'k) 

zwischen der Grundform und deren erster stumpferer Pyramide (1212) die 

Pyramiden : 

(h~k ' h ' k ' h) 

Wir wollen noch angeben^ in welcher Weise die Berechnung der 
dihexagonalen Pyramiden aus den Endkantenzonen der Grundform (Olli) 
mit Hülfe der Formeln (3) und (4), Seite 40—41, auszuführen ist. Wir 

Ä = ^=1100, Ä' = r = 0111, r = s = 1211 
so dass : 

Ä, h^ A3 = 1 00, h\ h\ Ä'3 = 1 1 1 , h'\ h\ h\ = 211 

Dann ist der Werth des Doppelverhältnisses : 

%={hh'h"h"')= [grsh'") 

ausgedrückt durch Indices für c = rf = 3 : 

gj hxh'\ — ^2^^ h\h"\ — h\h"\ ^'''1 — h"\ 

h\ h'\ — h\h'\ hy^h'\ — Ä2 h"\ h"\ 

und daraus folgt : 

i+a=^ ' 



Ä'" 



2 

Sind die Indices der Fläche h"' bekannt, so berechnet man den Winkel 
zwischen dieser Fläche und der Prismenfläche g nach dem auf Seite 40 be- 
schriebenen Verfahren aus der Formel : 

(1) cot [g h'") = — Vy^ cot {g r) + ' ^.„^^ ^ cot {gs) 

Sind die Winkel zwischen der Fläche h'" und den Flächen g, r, s be- 
kannt, so findet man die Indices von Ä'" nach der auf Seite 41 angegebenen 
Regel aus der Formel : 

^2' Ä , . Ä 2 . Ä 3 - sin(r5).sin(j?n"^ 
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««#/ 



IJiU 




Je nachdem di«^ Flache h'" zwischen den Flächen g und «, s uod r. 
r und I = 11^2 lie^'t, ist in 1 und 2 zu setzen : 

= hkl 
= khl 

Beispiel. Am Beryll treten mehrere diliexagonale Pyramiden aus den Eod- 

kantenzonen der Grundform r (a : c = I ; 0,49886; auf. Zwi- 
schen dem Prisma ^ = (1 100; und der Pyramide zweiter Stel- 
lung 5 = 't2H liegen: 

(1321, '1431;, 1871, i1-12-l1-4::, ^l-l4-43-l. 

1 . 20 . 19 • I;, (2 • 13 • 11 • 2} 

Zur Berechnung der Indices einer Fltfcbe h"' sei gemes- 
sen der Winkel: 

/Ä'"*;= U«28' 40" 

Aus dem angegebenen Axenverhältoiss findet man : 

[gs = 520 17' 22", [sr. = 23« 15' 31' 
so da SS: 

gh'" = gs' 4- sh"' = 37« 48' «J" 

.r//"; = (r5j4-:*V"j= 37 44 41 
Demnach ist nach (2): 
sin 52017' 22". sin 37044' 11" 



2201 



7100 




0J10 



\»f 



Fig. 295. 



h"\ 



'1 " 3 = -T 



sin 23 15 31 • sin 37 48 42 

= 3,00002 : 1: 1 
= 3:1:1 



-f 1 : 1:1 



Die in Rede stehende Fläche gehört also der dihexagonalen P^'ramide (131« 
an (s. Fig. 295). 

Umgekehrt findet man : 

und nach 'lj: 

cot {gh"') = 2 cot [gs' — cot g r) 

= 2 cot 52'> 17' 22" — cot 7.=>0 32' 53" 

gh'") = 37048' 43" 



B. Trapezoödrische Hemiödrie. 

. §5. 

Die trapezoädrisch-hemiddrischen Formen des hexagonalen Systems 
besitzen eine ()-zähli{?e Hauptaxe und zu diesei* senkrecht stehend sechs 
S-Zfilili^e Ne])enaxen wie die holo(Ulrischen Foi'men; sie unterscheiden sich 
von den letzteren durch das Fehlen des Gentrunis der Symmetrie und der 
Symiiietrieehenen. Flüchen^ deren Pole in benachbarten Sectoren der 
Fi);. !21)0 lieg;en, sowie eine Flache und deren Gegenilache sind demnach 
unabhanjzig von einander. Daraus folgt, dass die allgemeinste Form dieser 
Gruppe geometrisch aus einer dihexagonalen Pyramide hervorgehl, indem 
die abwechselnden Flachen derselben verschwinden und die übrig blei- 



§ 5. TrapezMdrisuhe Hemiedrie. 



hi-iulcn sich ausdehnen. So eulslehen üus <ier Pyramide (xhkl) Fig. 291 
die uorreliiten Koi-men Fig. 897 uuil Fig. 299, welche Na um ti n n he\<t 




iiaU' Trapezoeder genannl lial. Von zwei Flüchen der Pyramide, 
Ichi' tllior einem oberen Sextanten der Nebcnaxen afa^a^ liegen, enl- 




hillt das eine TrapezoCdcv die rechten (in Fig. 298 weiss gelassenen), 
andere die linken (schrfiffirtcn] Flächen. Demnach bezeichnen wir t 
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rechtes Trapezoöder ir^(a?ÄA/) Fig. 299 
linkes Trapezoöder ri{xhkl) - 297 

Correlate Trapezo^der sind enantiomorph , da sie kein Centnim 
und keine Ebene der Symmetrie haben und eines das Spiegelbild des an- 
deren ist. Ein Trapezo^der besitzt 12 gleiche Endkanten a und 6 -|- 6 
Seitenkanten jii und v. Aus (4), Seite 283, erhalt man: 

cos (a) = i j^ ^ 

, , 2cc(— ÄÄ + 4ÄA — Aft) — 3// 

cos \ß} = 



cos (v) = 



N 

^cc(hh + 2hk — %kk)—3ll 

A 



worin 



N=icc(hh — hk + kk) + 3ll 
gesetzt ist. Hieraus folgt : 

cos (flr) + cos (fi) = — ^ 

( ) c(h + k) 

(y) VSch 

COS-~-= /— 

Demnach besteht die Relation : 

COS (a) + cos liii) = 2 cos^' Wj cos ^|^— cos -^1 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich geo- 
metrisch nicht von den entsprechenden holoedrischen Gestalten. 



C. Pyramidale Hemi^dr^ie. 

§6. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, eine 
einseitige 6-zahligc Hauptaxe und eine zu dieser senkrecht siebende 
Symmetrieebenc. Sie unterscheiden sich also von den holo^rischen Formeo 
geometrisch durch das Fehlen der verticalen Symmetrieebenen und der 
'sS-zühligen Symmetrieaxen. Die in benachbarten Sectoren der stereogra- 
phischen Frojection Vi\i. 300 liegenden FlHchenpole sind demnach unab- 
liiin^zii: von einander, aber zu jeder Fläche gehört eine Gegenflttche. Hier- 
aus folgt, dass die allgemeinste Form eine hexagonale Pyramide iaii 
die man geometrisch aus einer dihexagonalen Pyramide dadurch ableitan 
kann, dass man die an abwechselnden Seitenkanten der letiteren gele- 
genen Flächenpaare fortlasst oder allein übrig behalt. So entsteht aus deo 
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in Fig. 301 weiss gelassenen Flachen die Pyramide Fig. 302, deren Quer- 
schnitt ein regelmässiges Secbsseit ist, welches zwischen die Querschnille 




der Pyramiden erster Art und der Pyramiden zweiler Art fallt (s. Fig. 303). 
Man nennt daher die neue Form eine Pyramide dritterArt oder der 





Zwischenstellung. Die in Fig. 301 schraffirlen Flachen umschiiesseo eben- 
falls eine Pyramide dritter Art; sie kommt mit der vorigen durch eine 
Drehung um 180 " um eine der Nebenaxen a oder ß zur Deckung. Von den 
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Flächen einer dihexagonalen Pyraniide, welche über den oberen Sexlaolen 
der Nebenaxen a^ a^ »3 liegen, enthalt die eine der aus ihr hervorgehenden 
Pyramiden dritter Art die rechten^ die andere die linken Flilchen. Man 
unterscheidet daher correlate Pyramiden dritter Art als : 

rechte Pyramide dritter Art 7t^[xhkl) Fig. 302 
linke - - - 7ti[xhkl) 

Da die llauptaxe einseitig ist, so hat diese Unterscheidung nur für 
eine bestinmite Stellung derselben Gültigkeit. Die Flächen einer hexago- 
nalen Pyramide dritter Art sind gleichschenklige, aber krystallographisch 





Fig. 304 



Fig. 303. 

unsymmetrische Dreiseite. Die 12 gleichen Kndkanten a fallen zwischen 
die sechs durch die Hauptaxe und je eine der Nebenaxen gelegten Ebenen. 
Aus (1), Seite 283, erhalt man: 



cos [a] = 



.V 



acc\hh — hk + kk)— 311 

cos (l)= ^^ "V^ 



worin : 



.V= kcc[hh — hk ^ kk)-\-3ll 

gesetzt ist. Daraus folgt: 

cos [L] + 4 cos [a] = 3 

Ist / = , so entstehen zwei correlate hexagonale Prismen 
dritter Art oder der Zwischenstellung : 

3T^ [xh k 0) , 7ti {.vhkO) 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe unterscheiden sich nur 
durch ihre, erst in den Gombinationen mit den schon genannten Porinen 
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hervortretenden krystallographischen Symmelrieverhältnisse von den der 
Gestalt nach mit ihnen übereinstimmenden holoedrischen Formen : den 
hexagonalen Pyramiden erster und zweiter Art: 

7t(0hhl), 7t(h '2h' h ' l) 
dem hexagonalen Prisma erster und dem zweiter Art und der Basis: 

7r(0f10), 71(1210), 7r(0004) 
Fig. 304 stellt einen Apatilkry stall mit folgenden einfachen Formen dar: 

Basis TT (0001) 

Prisma erster Art 7r(0H0) 
Pyramide erster Art tt (om ) 

- 7r(0221) 
zweiter Art 7r(12H) 

Rechte Pyramide dritter Art 7r^(1321), schiefe Abslumpfungen der rechts über 
einer Prismenfläche liegenden Combinationskanten von n{0^^0) und7r(12H) bildend. 

Linkes Prisma dritter Art nj (1320), die Kanten des ersten Prismas derart schief 
abstumpfend, dass die stumpferen inneren Flächenwinkel andenCombinationskanlen 
links von den FlUchen des ersten Prismas liegen. 

Geht man von der Grundform n (01H) aus, so sind, wie aus der Figur zu er- 
sehen ist, alle Flächen mit Ausnahme des Prismas dritter Art durch Zonen bestimmt. 



Zweite Abtheilung. 

(Rhomboedrisches System.) 

Für alle Formen dieser Abtheilung ist die Hauptaxe eine 3^zahlige 
Symmetrieaxe. 

D. Rhomboädrische Hemiödrie des hexagonalen Systems. 

(Holoedrische Formen des rhomboedriscben Systems.) 

§7- 

Die Formen dieser Gruppe besitzen ein Centrum der Symmetrie, vier 
Symmetrieaxen : eine 3-zahlige Hauptaxe y und drei gleiche 2-zähiige, 
auf y senkrecht stehende, unter einander 60^ einschliessende Nebenaxen 
«1 02 03 und drei gleiche Symmetrieebenen, welche sich in y schneiden und 
beziehungsweise auf a^ 02 a^ senkrecht stehen. 

Stellen wir die rhomboedriscben Formen so, dass «i 02 cc^ mit den gleich- 
namigen Nebenaxen der Formen aus der ersten Abtheilung zusammenfallen, 
so entsprechen den Schniltgeraden der drei Symmetrieebenen mit der auf 
y senkrecht stehenden Ebene die Nebenaxen ß^ ß2ß'i der letzteren Formen 
(s. Fig. 305, S. 300) . Wir bestimmen die Lage der Flächen rhomboödrischer 
Formen durch ihre Abschnitte auf den Axen a, «2^3 ^^^ 7- Um dann das 
Symbol der rhomboedriscben Form, welche von den mit der Fläche {xhkl} 
gleiehwerthigen Flächen gebildet wird, von dem Symbol der vollflächigen 
hexagonalen Form [xhkl] zu unterscheiden, soll die Charakteristik q voran- 
gestellt werden : 

Q[xhkl] 
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Unter den von den Nebenaxen a, Oj a^ in ihrer Ebene gebildeten 
Sextanlen sind nur die abwechselnden einander gleich. Die in Fig. 305 
schraffirten Sextanten und die Ihnen diametral gegentlberliegendea solleo 
inverse genannt werden, wahrend die weiss gelassenen und die ihnen 
diametral gegenüberliegenden als direcle bezeichnet werden sollen. 

Die Symmetrieverhältnisse bedingen, dass zu dem Flachenpol xfikl, 
ik ^ h^ k, 11 gleichwerthige Flachenpole gehttren : 

xkkl, xkkt, hkccl, khxl, kxkl, kxkl 
' ' xhkJ, xkhT, kkxl, khxl, kxhl, kxkl 

welche sämmtlich über den inversen Sextanten liegen. Daher heisst die 




Fig. SOS. 



von den entsprechenden Flächen umschlossene Form ein inverses 
Skalenoöderß;{xAt/). Die Flachen: 
... xkkl, xkkt, hkxl, khxl, kxkl, kxkl 

' ' xkkJ, xkkl, ÄJtxT, fftäT, kxkl, kxkl 

deren Pole tlber den directen Sextanten liegen, bilden ein direcles 
Skalenoeder p^ [xkkl] (Fig. 306). Diese beiden Formen unterscheiden 
sich geometrisch nur durch ihre Stellung von einander : nach einer Drehung 
um 60" oder 180" um die Hauptaxe fallt die eine mit der anderen zusammen. 
Aus dem Vergleich der Figuren S76 und 305 ergiebt sich eine geo- 
metrische Beziehung zwischen den holoedrischen und den rhomboCdriscb- 
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hemiedriscben Formen des hexugonalon Sysleiiis: lüssl mtin in eioei' 
dihexagonalen Pyramide die Über abwechselnden durch die Axen a, ajaj 
und y bestimmten Dodekanten gelegenen Flüchenpaare fort, so bilden die 
übrig bleibenden Plüchenpaare ein Skalenoßder. Auf diese Weise entsteht 
das Skalenoüder Figur 307 aus der dihexagonalen Pyrüinide Figur 308, 
wenn die schraflirlen Flüchen der letzleren fortfallen. Stellen wir uns vor. 






Fig. 106. 



Fig. 307. 



Pig. SOS. 



dass die Nebenaxe a^ auf den Beobachter zulaufe , so enthüll das inverse 
Skalenoöder Q^[x.hkl] das ohenrechts von «^ gelegene Flilchenpaar, da 
directe Skalenoüder ^^{xhkl\ dagegen das obenlinks liegende Flüchenpaar 
der dihe\agonaIen Pyramide [xbkl]. 

§8. 

Skalenoederp [xMil), a:; = A — A, 2Ä;> A > t, —wird begrenzt 
von 12 ungleichseitigen Dreiseilen, welche in ISKanlen an einander slossen; 
von den letzteren liegen die 1ä Endkanten in den Symmetrieebenen. Nur 
die abwechselnden Endkanlen sind gleichwerlhig; die 6 längeren ^ ent- 
sprechen abwechselnden Kirnten ^ der dihexagonalen Pyramide (xAA/); die 
6 kürzeren sollen mit & bezeichnet werden. Durch die Mitten der 6 Seiten- 
kanten e gehen die Nebenaxen a^a^a^. Die langereu Endkanten % liegen 
bei einem directen Skalenoüder (Fig. 306] über den directen, bei einem 
inversen Skalenoöder über den inversen Sextanten der Nebenaxen*). 

Ein Skalenoüder besitzt 8 Ecken: zwei sechsflächige, 3 ■\- 3-kanlige 



•) Die Kaiilon {, ä, 
leicbnet. 
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Endecken und sechs vierflächige 2 + ^ + ^ -kantige Seitenecken, deren 
Eckpunkte in den drei Symmetrieebenen liegen. 

Für die Cosinus der Flachen winkel (^i (d) (e) an den Kanten ^de er- 
halt man aus (1), Seite 283, wenn man z. B. : 

t= [xhkl, xkhl] 

d=[xhkl, hxkl] 

e = [xhkl j khxl] 
und der Kürze wegen : 

irc{—hk + hh + kk) + 3ll = N 
setzt '. 

%cc{lihk — hh — kk) + 3ll 

cos (§) = ^ ' ^ 



(1) cos(<J) = 



cos [e] = 



N 

2cc(—2hk + %hh —kk)+3ll 

N 

2cc(2hk + hh — 2kk] — 3ll 



N 

Hieraus ist ersichtlich, dass cos (§} > cos (d) ist, so lange 2 A\> Ä bleibt. 
Wird %k = h, so ist cos (^ =:= cos (<J) und wir erhalten eine Grenzform: 

(k . 2k ' k ' l) 

der Skalenot^der mit unter einander gleichen Flachenwinkeln an den End- 
kanten. Bei den eigentlichen Skaleno^dern ist also stets der Flächenwinkel 
(b) <C {^)j folglich der innere Winkel an der längeren Endkante ^ stumpfer 
als der an der kürzeren Endkante d. Aus (1) folgt: 

^\ 1 — cos (^) 3 cc (Ä — A) [h — A) 



-'(1 = 



(21 «i"' (j) = 

- (I) = 



2 N 

d\ \ — cos [d) Scckk 



2 N 

i + cos [e] 3cchh 

2 ~~~iV~ 



und demnach : 



(3) «-(|) + ^-(i) = -«(|) 



oder: 



3-, ,.i„(C + _^),i„(i^?)„cos(f) 

d.h. bei einem Skalenoeder ist der Cosinus des halben Flachenwinkels an der 
Mittelkante gleich der Summe der Sinus der halben Flächenwinkel an den 
Endkanten, Diese Relation gestattet aus je zwei Flachenwinkeln den dritten 
zu berechnen."^) Es ergiebt sich femer hieraus die zur Berechnung der 
Indices geeignete Relation: 



•) C. Fr. Naumann. Lehrb. d. Krystallogr. 4830, 1, 4t4. 
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>«n (|l •• sin l-l : cos ^^j = h — k : k : h 
Aus (2) leitet man ab: 

\ 9/ 1 —cos (I) 3 cc (Ä — A) (Ä — Ä) 

lA^ .„, 2 /i!\ _ i.±_££i.(i) _ -cc{<ih-k)[U-k]+m 

^'' *^"^ U; "~ 1 - cos (<J) ~ 37^ÄÄ '■ 



und hieraus 
1 



cos [8] 

2 /^\ ^ + ^*ös (t) 3cchh 

*^^ 1^2/ "^ 1 — cos [e] ~ cc(h — 2/,) ih — 2k) + 3// 



]/{h- k) (h - k) col2 (I) - |(Ä + k) [h 4- A-) 



(5) = I |/h« cof^ (I) - \ (U - k) {2h - k) 

== I Yhh inn*^ (I) - i (Ä - 2k) [h - 2k) 

Es sind also die Colangenten der halben Fluchenwinkel noch etwas 
einfacher als die vorhin an£;eführten Cosinus und daher geeigneter als diese 
zur Berechnung der FlHchenwinkel aus den Indices hkl und der Axen- 
einheit c. Umgekehrt kann die Axeneinheil c aus den Indices hkl und je 
einem der Flächenwinkel (§) [d) [e) mit Hülfe einer der zuletzt aufgestellten 
Formeln berechnet werden*). 

§9. 

Für die Grenzwerthe k und 2 k von h erhalt man die Rhombo^der 
p, {Oh hl) und q^ {Oh hl) und eine sechsseitige Pyramide q {k - 2k - k - l). Ist 
/ = 0, so entstehen zwttlfseitige Prismen q {xhkO), das sechsseitige Prisma 
erster Stellung q (OHO) und das zweiter Stellung q (1210). Für h = k = 
resultirt die Basis q (0001). 

Rh m b o iul e r ^ (Oää?) — wird begrenzt von 6 Rhomben, deren ge- 
neigte, in den Symmetrieebenen gelegenen Diagonalen die krystallogra- 
phischen Symmelrielinien der Rhomben sind. Die 6 Flächen stossen in 
12 Kanten zusammen: die 6 Endkanten 6 liegen in den Symmetrieebenen; 
von den 6 Seitenkanlen € gehen je zwei mit zwei Endkanten parallel, so 
dass im Ganzen nur drei verschiedene Kanlenrichtungen vorhanden sind. 
Durch die Mittelpunkte der Seitenkanten gehen die Nebenaxen. Ein Rhom- 
boöder besitzt 8 Ecken : zwei dreiflächige und 3-kantige Endecken und 
sechs dreiflächige 2 + 1 -kantige Seitenecken, deren Eckpunkte in den 



•) Vgl. den folgenden § 21 
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Symmetrieebenen liegen. Fig. 311 und 309 stellen die beiden correlaten, 
geometrisch aus der hexagonalen Pyramide erster Stellung (Ohhl), Fig. 340, 
hervorgehenden Rhombo^der ^^(O/i/i/) und Q^(Ohhl) dar. Die Flächen 
eines directen Rhomboäders liegen über den directen, die eines inversen 
Über den inversen Sextanten der Nebenaxen. Die längeren Endkanten 
eines Skalenoäders liegen über den geneigten Flächendiagonalen eines 
Rhombo^ders gleicher Stellung. 

Die Schnittlinie der Fläche Oh hl mit der Ebene der Nebenaxen er- 

zeugt, wie aus Fig. 274 zu entnehmen ist, auf ß^ den Abschnitt j- und auf 

/?3 den Abschnitt ^-r. Die Endpunkte dieser Abschnitte sind die Schnitt- 
punkte einer Endkante und einer geneigten Flächendiagonale des Rhom- 






Fig. 809. 



Fig. 340. 



Fig. SH. 



bo^ders q (Ohhl) mit derselben Ebene. Rezeichnet man nun mit tfß und g> 
die Neigungen dieser Kante und dieser Diagonale gegen die Hauptaxe, auf 

der die Fläche Ohhl den Abschnitt j bestimmt, so ist : 

bl lV3 
tan «) = —-== - — 

^ ch hc 

bl iVS 

tan i/; = 5-Y = -^x" 
^ 2c/i 2hc 

und daraus folgt die Relation : 

tan q) = 2 tan i// 

In einer von den Endkanten d gebildeten Endecke sind die drei 
Flächen winke! [d) und ebenso die drei Kanten winkel, welche wir mit (d) 
bezeichnen wollen, einander gleich. Folglich ist nach (1), Seite 70: 

cos^ id) — cos (<J) = sin^ {d) cos (d) 
cos^ (d) — cos (d) = sin^ (d) cos (<J) 
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und demnach findet zwischen dem Flächenwinkel und dem Rantenwinkel 
an der Endecke eines RhomboSders folgende einfache Beziehung statt : 

— cos [d] 



cos (d) 



i + cos [dj 



, .. — ^s (d) 

cos ö = -7— ^ 

^ ^ 4 + cos (d) 

FUr die Ck)sinus der Flächenwinkel (d) und {e) erhält man aus (\). 

Seite 283 : 

... — 2CCÄA + 3/Z 

cos = —. — 1, irr 'OTT 
^ kcchh + 3// 

* ' , , SccÄA — 3// 

cos £ = -r ; . , ^ .. 

folglich : 

cos (<J) == — cos (e) 

d. h. (ö) und («) sind Supplementwinkel. Ferner folgt hieraus: 

ö\ 1 + cos((J) cchh + 3// 



oder 



\2/ 4 — cos(<J) Scchh \2/ 



i=i]/«.(i)_i_*v„..(i)_j 



Mit Hülfe dieser Formel wird aus den Indices hl und einem der 
Flachenwinkel (d) (e) die Axeneinheit c berechnet. Führt man den Hulfs- 
winkel (p ein^ indem man : 

setzt^ so findet man aus : 

cot2 (p + \= -^4— = 3 cot^d^) 
^ sm2 y \ 2 / 

cot 9) = y 3 cot2 /- j — \ 

die zur logarithmischen Berechnung geeignete Formel : 

ö 



^^^\i) "" ^^ ^'° ^ "" ^^H^) 



Man berechnet nämlich aus : 

d 



tan 
sin q> = 



(I) 



V3 
den Winkel q> und darauf aus: 

h 

1 

L i e b i 8 c h , Oeometr. KrystAllogr. 20 



c = y3 tan (f 
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die Axeneinheit c, wenn j bekannt ist, oder das Vcrhältniss der Indiees 

y, wenn c bekannt ist. 

Das Rhomboöder ^^(Om) wird Grundrhomboöder genannt. Be- 
zeichnet man seine Flächenwinkel mit (<J') und (e'), so findet nach (V.j 
Seite 305, folgende Beziehung zwischen diesen W inkeln und der Axenein- 
heit c statt : 



cos(d)=-^^^-^-3- = -cos(.) 



und: 

c 
Wird hierin : 



IMIF* -!/""■(?)-* 



y3 ^ , 

— = cot g> 



gesetzt, so erhält man : 

tan (|-) = V3 sin 9.' = cot (|^) 

Die Grundform trennt die beiden Schaaren von Bhombol^dern, deren 
allgemeines Symbol Q(Ohhl) und bei denen h <^ / oder h'^ l ist. Die 
inneren Winkel an den Endkanten sind bei den ersteren stumpfer, bei den 
letzteren spitzer als bei der Grundform. 

Sechsseitige Pyramide q{lc - Hz - U - l)^ Diese schon auf 
Seite 302 erwähnte Grenzform unterscheidet sich nicht in ihrer Gestalt, 
sondern nur durch ihre Symmetrieeigenschaften von der hexagonalen Pyra- 
mide zweiter Ordnung (A-SA-A* • /). Ihre 12 Flächen sind geometrisch 
gleichschenklige , krystallographisch unsymmetrische Dreiseite. Nur ihre 
abwechselnden Endkanten sind gleichwerthig ; demnach sind die beiden 
Endecken 3 -f 3-kanlig, die sechs Seitenecken 2 + ^ + ^ -kantig. 

Die Prismen ^(oß/ifcO), ^(0110), ^(1210) unterscheiden sich nur 
durch ihre abweichende krystaliographische Symmetrie, nicht durch ihre 
geometrische Gestalt von den entsprechenden vollflächigen hexagonalen 
Formen (s. Seite 288). 

§10. 

Die Basis ^(0001) bildet an einem Rhombot^der eine als gleichseitiges 
Dreiseit und an einem Skalenoi^der eine als symmetrisches Sechsseit er- 
scheinende Abstumpfung der Endecken. Fig. 312 stellt eine nach der Basis 
tafelförmige Combination der Basis und eines Rhomboäders dar. 

Das sechsseitige Prisma erster Art bildet an einem directen oder in- 
versen Rhomboöder Abstumpfungen der Seitenecken ; auf jeder Prismen- 
fläche liegt abwechselnd oben und unten eine horizontale Combinations- 
kante (s. Fig. 313 und 314). 
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Das sechsseitige Prisma zweiter Artslumpft die Seilenkanlen eines direc- 




tenoder inversenRbomboSdersderartab, dassdiefthombot-dernachenaurdeD 

abwechselnden PrismenkaDten gerade aufgesetzt sind (s. Fig. 31 5 und 31 6) . 

An einem SkalenoCder stumpft das sechsseitige Prisma erster Art die 




Fig. 3*5. 



Fig. Sie. 



Fig. 3)7. 



Flg. SIS. 



2 + < + 1 -kantigen Seitenecken, dasjenige zweiter Art die Seitenkanten 
flb"(s. Fig. 317 und 318]. 

Zwei Bhomboeder gleicher Stellung bilden horizontale Combinations- 
kanten (s. Fig. 319, S. 308). Treten zwei correlate Rhomboeder in Com- 
bination, so stumpft das eine die Seitenecken des anderen derart ab, dass 
die Comhinations-Endkanten parallel den Verbindungslinien der Endecken 
mit den Mitten der Seitenkanten gehen [s. Fig. 320, S. 308). Diese Com- 
bination tritt z. 6. am Kalkspath mit ^^(0111) und g^ [Olli] auf. 

Zu jedem Rhomboeder gehört ein umgeschriebenes oder nächst stun)— 
pferes und ein eingeschriebenes oder nächst spitzeres Rhomboeder. Beide 
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sind invers, wenn das gegebene Rhombo^der ein directes ist, und um- 
gekehrt. Die Flächen des umgeschriebenen Rhombo^ders stumpfen die 
Endkanten des gegebenen gerade ab; die Endkanten des eingeschriebenen 
Rhombo^ders werden von den Flüchen des gegebenen gerade abgestumpft. 
Ist das gegebene Rhombo^der ein inverses mit dem Symbol : 

Q.(Ohhl) 

so wird, wie aus Fig. 311 hervorgeht, die vordere obere Endkante des- 
selben gebildet von den Flächen Oh hl und hOhl und demnach gerade 

abgestumpft durch die Fläche 
h ' h ' ' 2/ des umgeschriebe- 
nen Rhombo^ers: 

Pd (0 • Ä • Ä . 2 /) 

Hieraus ergiebt sich auch 
sofort das Symbol des einge- 
schriebenen Rhombo^ders : 

^rf(0 . 2Ä . 2Ä . /) 

Fig. 321 stellt die Combi- 
nation ^^(0111) und ^(0112) 
des Kalkspaths. Fig. 322 die 
Combination ^^ (OH 4], ^^ (0443) 
Fig. 3*9. Fig. 320. und p, (0221) des Chabasits 

dar. 
Die Verhältnisse der Indices und der Axenabschnitte einer Reihe von 
eingeschriebenen und umgeschriebenen Rhomboädem, welche aus einem 
gegebenen Rhombo^der abgeleitet ist, überblickt man sehr leicht an dem 
System der Schnittlinien, das in der Ebene der Nebenaxen entseht, wenn 
man die Abschnitte auf den Hauptaxen dieser Rhomboäder sämmtlich 
gleich c setzt. Gehen w^r z. B. von dem Rhombo^der ^,(0111) aus, so 

erhalten wir die Reihe 
(vgl. Fig. 323): 







Fig. 3« 4 



Fig. 322. 
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Es stehen also die Nebenaxen dieser Rhombo^der bei gleichen Haupt- 
axen in dem Yerhältniss : 

• ± • JL • I . 9 • 1 • 

. • . • ~T' • 'S* •■•'M.V. . • . 

Eine sechsseitige Pyramide zweiter Art bildet an den Rhombo^dem 
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gerade oder schiefe Zuscbärfungen der Endkanten. Ad dem Grundrhom- 
boeder p^ [Olli) oder desseo Gegenrhomboeder p,(Om) bildet die Pyra- 
mide p(12<3) gerade Zuscharfuogen der Endkanten (s. die Combination 




des Phenakits Fig. 32i) und die Pyramide p (2123) schiefe Zuschärfungen 
von der BeschalTenheit, dass die Combinations-Endkanten zu je zweien 
einander und der geneigten Diagonale einer Bhomboederflildie parallel 




Kig. Sii. 



Fig. 3J». 



Fig. 316. 



gehen ; in dem letzteren Falle stumpft also jede-s der beiden Rbomboeder 
ahwei-hselndo Endkanten der Pyramide p(2t23) gerade ab. Diese Combi- 
nation ßndet niiin am Eisenglanz Fig. 325 und am Korund Fig. 326. 

Tritt ein Rhomboeder mit einem Skalenoeder in Combination, so er- 
.scheinen die FlUehen des Rbombofiders auf den längeren Endkanten § des 
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Skaleooeders gerade au/gesetzl, wenn beide Formen direct oder beide in- 
verssind; sosindaDdemKalkspalb- 
krysull Fig. 327 die Flachen von 
^j(0< M) uod PdC^^^^) beziehungs- 
weise auf den längeren Endkanten 
von «^[1331] und ^^[t^M) gerade 
aufgesetzt. Dagegen erscheinen in 
den Füllen, wo ein inverses Rhom- 
boeder mit einem directen Skale- 
noeder oder ein directes Bbonibo- 
gder mit eineui inverseo Skaleno- 
Mer in Combination tritt, die 
R ho m boederflachen auf den kUi^ 
zeren Endkanten S des Skaleoo- 
eders gerade aufgesetzt; vgl. Fig. 
328 9j [011«) und ^d 11321). 




Zu einem Skalenoöder gehören fUnf Rhomboeder; die FISchen des 
ersten stumpfen die längeren Endkanten ^ gerade ab, die des zweiten 
stumpfen die kürzeren Endkanten d gerade ab, die des dritten gehen 




Fig. S39. 




Fig. 380. 




Fig. »*. 



durch je zwei längere Endkanlen |, die des vierten gehen durch je zwei 
kürzere Endkanten d und die des fünften geben durch je zwei Seiteo- 
kanlen e des Skaienosders. Die beiden ersleren Rbomboeder sind dem 
Skalenoeder umgeschrieben, die drei letzteren eingeschrieben. Um ein 
Beispiel vor Augen zu fuhren, sind die drei dem directen Skalenoeder 



§ 7 — 11. Rhombo^d Tische Hemi^drie. 



311 



Fig. 307 eingeschriebenen Rhomboöder in Fig. 329, 330 und 331 dar- 
gestellt. 

Wir wollen jetzt die Symbole dieser Rhomboöder ableiten und dabei von 
dem inversen Skalenoöder Q^[xhkl) ausgehen. Die über ß-^ gelegene Kante 

S, desselben wird gebildet von den Flächen xhkl und xkhl (vgl. Fig. 305) 
und demnach gerade abgestumpft durch die Fläche • Ä + A • Ä -j- A* • 2 ) 
des inversen Rhombo^ders : 

p,(O.Ä + fc Ä + fc- 21) 

Die über ß^ gelegene Kante 6 desselben wird gebildet von den Flächen 

xhkl und hxkl und demnach gerade abgestumpft durch die Fläche 
2/i — A-2Ä — A-0-2/ des directen Rhomboöders : 

^d(0 2ä — fc. 2ä — fc . 2«) 

Zwei Kanten ^ des Skaleno^ders, welche von den Flächen : 

xhkl und xkhl , kxhl und hxkl 
gebildet werden, haben die Indices: 

I I i. I I X h l 

= 1 ' l - h -\- k y 



h k l 
k h l 



X k l \ 
folglich hat die durch sie bestimmte Fläche die Indices : 

l J h + k 
J 2/ h + k 



= /.2/.Ä + A- 



= h + k ' ' l 



und das Symbol ä + A • A + * * • /. Das dritte der genannten Rhom- 
boeder ist also ein directes : 

?d (0 Ä + fc Ä + fc ?) 

Zwei Kanten d des Skaleno^ders, welche von den Flächen : 

xhkl und hxkl, xkhl und hkxl 
gebildet werden, haben die Indices : 



h k l 
xk l 



= %l' l'^h + k, 



kh l 
k X l 



= 1 '21 '2h —k 



folglich hat die durch sie bestimmte Fläche die Indices : 

2/ 7 2Ä + A 
l 2/ 2h — k 



= 2h — k' 2h — k'l 



und das Symbol 0-2Ä — A-2A — k - l. Demnach ist das vierte Rhom- 
• boöder ein inverses : 

p,(0 lh — k2h — k ?) 

Aus den vorstehenden Symbolen folgt, dass das erste Rhomboöder 
dem dritten und das zweite dem vierten umschrieben ist. Zwei Kanten 
£ des Skaleno^ders, welche von den Flächen : 

xhkl und khxl , xkhl und kxhl 
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^rden, haben die Indices : 

|»''|=f. „./,-«, |"'| 

\ h X l \ ' \ X k l \ 

folglich hat die durch sie bestimmte Fläche die Indices: 
\ 1 21 A — 2* j 
ja/ l ik— h\ 
und das Symbol • SA' — k ■ 2k — h • I. Demnach ist das fUnft« ßhom- 
boeder ein ioverses : 

Pj (0 ■ 2fc - Ä ■ 2fc - A l] 



ii-i- ik- 



^ A ■ 2A- — A ■ / 




Es ist Dülilich, die Beziehungen zwischen den in Rede stehenden For- 
men*) noch an einer Linea rprojeclion zu tiberblicken (Fig. 338). Die ■ 

*! Die Beziehungen zwischen eioemSkalenoPder und den zugehörigen Kbombopdeni 
wurden uniersucht von Mohs. Grundrias der Mineralogie, isas. 1,19t. Chr.S.Weiss. 
GruDdzUge der Theorie der Sechsundaechalianlner etc. Abbandl. Berlin. Akad. ISSI, 
1840. Neue Bestimmung einer RhomboMlern. am Kalkspalh. ib. iSSfl. Naumann. 
Grundriss der Kryslellogr. 1816, IBS. Lehrb. d. Krysl. 189«, 1, 187. AohoKigr. d. 
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Flache a;AA/ des Skalenoäders ^,(a;/iA/) erzeugt, wie wir gesehen haben^ 
auf ßx ay /^2 ^2/^3 ^3 ^ di^ AbschDitte : 

b a b a b a c 

h — U ' iT^k ' 2h — k * T ' h+l ' I ' 1 ' 

Die in dieser Fläche gelegenen Kantenrichtungen §de, d. h. die Rich- 
tungen ihrer Durchschnittslinien mit den Flächen xkhly hxkl, khxl 
gehen von der Endecke nach den Punkten : 

b b b 

h + k' 2h — k' h — 2k 

in der Linearprojection. An der Hand der letzteren und mit Hülfe des voll- 
ständigen Weiss'schen Zeichens überzeugt man sich leicht von der Rich- 
tigkeit der vorhin für die fünf Rhombo^der aufgestellten Symbole, die der 
Uebersichtlichkeit wegen in die Figur eingetragen worden sind. Ausser- 
dem sind in diese Linearprojection aufgenommen worden die Schnittlinien 
und die Symbole der Rhombo^der, welche durch die Axenabschnitte des 
gegebenen Skaleno^ders auf den Nebenaxen cria2or3, oder mit anderen 
Worten durch die Zonen der Gombinationskanten zwischen dem Skale- 
noeder q^[xhkl) und dem sechsseitigen Prisma erster Art ^(0140) be- 
stimmt sind, nämlich: 

Qi(Ohhl), QiiOkkl), Qi(0 ' h — k 'h — k 4) 

und deren Gegenrhomboeder : 

Endlich findet man in der Figur noch die Schnittlinien des dem Rhom- 
boöder der Seilenkanten umschriebenen Rhomboäders : 

(»rf(0 '2k — h'2k — h'2l) 

Als Beispiel wählen wir das am häufigsten vorkommende Skaleno^der ^^(1324) 
des Kalkspaths. Die längeren Endkanten desselben werden gerade abgestumpft durch : 

^ = orf (0552) 

Die kürzeren Endkanten werden gerade abgestumpft durch : 

/•= ^i(0221) s. Fig. 335, S. 344. 

Das eingeschriebene Rhomboeder der längeren Endkanten ist : 

5 = ^,(0551) 
das der kürzeren Endkanten : 

m =s ^<;(0444) s. Fig. 334, S. 344. 

das der Seitenkanten : 

P = ^rf(0444) s. Fig. 333, S. 344. 



Kryst. 4854, 477. Elem. d. tbeoret. Kryst. 4856, 244. Zippe. Uebersicbt der Krystall- 
gestalten des rhomboiidrischen Kalkhaloides. Denkschr. matb. naturw. Classe. Wien. 
Akad. 4854, 8. C. Klein. Einleitung in d. Krystallberecbn. 4876, 834. 
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Die BuchsUbenbezerchnungen dieser formen sind di« von Zippe*] Iwnultlen. 

Fig. 335 stellt einen Kalkspatbkryslall dar, welcher neben dem gewObnllcheo Ska- 



leDoeder ^^(4321] noch des Skaleooeder ?,[< tit; 
ersichtlich, dadurch besliminl, dass seine kürzet 
des ersleren Skalenodders parallel gehen und di 
bofiders von dem Seile nbantenrhomboäder des 
werden. Die flinf dem Skalcnoeder ^j (U3I) zug< 
e((077ä], ej(055ä), ej(077t), 



Letzteres ist, wie aus der Kig. 

n Endkanlen den längeren Endkanten 

Endkanlen seines Seitenkantenrhom- 

Skalcnofiders gerade «bgestnmpn 

igen RhomtKieder sind : 

(oBMi, ej[i)2at) 



Demnach Mumpft das nbomboeder (i^lOSSS) die längeren Endkanlen von ^^(Oll) 




Flg. 3». 




Fig. B3t. 



Fig. SSS. 



und die kürzeren Endkanten von p,'(USI) gerade ab; ^j(0S5<) ist das eingeschriebene 
Rhomboeder der längeren Endkanten von ^^(1311) und der kürzeren Godkanten von 
Qim>')\ ^i{oiH] stumpft die kürzeren Eodkanten von (d(l33l| gerade ab und ist das 
Seiten kanten rhomboeder von Qi (1484). 



E. Trapezoedrische Te tarto^drie. 
§ 12- 
Die trapeza(*Hrisch-tetarloednschen Formen des hexagonalen Systems 
besitzen eine 3-zahlige Hauptaxe y und drei 2-z3hlige polare Queraxeo 
a, a^dj. Diese SymmetrieeigeDschaften werden durch Fig. 336 veranschau- 
lichl. Zu eiDem Fläcbenpol khxl geliören 5 gleichwert hige Pole: 
oben: lihxl, fixki, xkkl 
unten: xhkT, hkxl. kxtit 
welche mit jenem über den direclen Sexlanten der Nebenaxcn liegen. 
Die entsprechenden Flachen umschliessen ein trigonales Trapezoeder 
Fig. 33$. Geht man von dem mit khxl in demselben Sexlanten liegenden 
Fhchenpol hkxl aus, so erhält man die gl eich werlh igen Pole: 



•) a 



I. 0. Vgl. nnmentlicb Fig. 19, >S, 4i, tl, 36, BT und viele ander«. 
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oben: kkxl, kxht, schkl 
unten : hxkl, xkhl, kkx l 



Die ihnen entsprechenden Flachen bilden ebenfalls ein Trapezoeder 
Fig. 337, S. 3< 6. Man ersieht ausdem Vergleich von Fig. 336 und 305, dassaus 




Fig. BS«. 

der Vereinigung dieser beiden Trapezoeder das directe Skalenoeder 
ffa'.xhkl] entsieht. Umgekehrt geben jeoe Formen aus dem Skalenoeder 
hervor, indem die an abwechselnden SeiteokaDten desselben gelegenen 
Flüehenpaare fortfallen oder allein Übrig bleiben, d. h. indem das Skale- 
noödcr der Irapexo^dri sehen Hemißdrie unterworfen wird. Von den Flachen 
des Skuleno<<ders, welche über den oberen directen Sextanten der Neben- 
axen a, ajc^ liegen, enthält das erste Trapezoeder die rechten, das zweite 
die linken Flächen. Demgemäss bezeichnen wir diese Formen als: 

rechtes direcles Trapezoeder ^^^ {xhkl} Fig. 338, S. 316. 

linkes - - p,rf (xhkl) Fig. 337, S, 316. 

Da die Hauptaxe zweiseitig ist, bleibt diese Unterscheidung bei jeder 
Stellung der Hauptaxe gültig. In analoger Weise gehen aus dem inversen 
Skalenoeder pj faAÄ/) zwei correlale Trapezoüder hervor, welche wir be- 
zeichnen als: 

rechtes inverses Trapezoeder p,., (xkkt) Fig. .140, S. 346. 

linkes - - e,; [xhkl] Fig. 339, S. 316. 
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Sie werden heziebuni;sweise umschlossen von den Flachen: 
oben: xkhl, kkxl, hxkl 
unten: kxht, xhkl, kkxl 






xhkl, 
khxl. 



hkxt, kxhl 
hxkl, xkkl 



Die in Rede stehenden Formen besitzen weder eine Symmetrteebene, 
noch ein Centrum der Symmetrie. Da|;egen ist von correlaten direclen 




oder inversen Trapezofidern eines das Spiegelbild des anderen, denn sie 
entstehen durch Zerfallung einer Form, welche Symmetrieebenen besitzt. 
Folglich sind correlate trigonale Trapezoeder enan tiomorpb. 



§ 13. 
Die sechs Flächen eines TrapezoMers schneiden sich in 12 Kanten: 
3 oberen und 3 unteren gleichen Endkanten ^ und 3 -|- 3 im Zicksack 
auf- und absteigenden Seitenkanten e und t. Die Kanten e sind den 
gleichnamigen Kanten des entsprechenden Skalenoeders gleich. Die Mitten 
gegenüberliegender ungleicner Seitenkanten werden durch die polaren 
Nebenaxen verbunden. Die Hauptaxe ist zweiseitig: drebt man ein Trape- 
zoeder um eine seiner Nebenaxen um t80'>, so Tdllt es in allen seioeD 
Punkten mit Punkten seiner anfänglichen Lage zusammen. Die 8 Ecken 
sind von zweierlei Art: zwei 3-kantigp Enderken und sechs ) -1- 1 -|- 1- 
kantigo Seilenecken. Die begrenzenden Polygone sind unsymmetrische 
Vierseite. 
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cos [q] = - 



9;cc (— hh + hk — kk) +3// 



N 



(l) 



cos [e) = 
cos (t-) ^ 



<icc[hh + %h k — %kk] — Sil 

N 

2cc{—^hh + ^hk + kk) — 3ll 

N 



worin 



N= icc{hh — hk + kk)+3 II 



gesetzt ist. Folglich : 



. ^{q) _ 3cc(hh — hk + kk) 



sin 



N 



(e) 3cchh 



cos-' ^ = 



2 N 

(t) _ 3 cckk 



cos2 ^ = 



Demnach besteht zwischen den Flächenwinkeln eines trigonalen Trape- 
zo^ders die Relation*) : 



(2) 



sin» (|1 = cos» (-J - cos ^4 cos § + cos» ^ 
2 i i i i 



§44. 

Für den unteren Grenzwerth k von h erhält man directe und inverse 
Rhom beider; tritt der obere Grenzwerth /t = 2A ein, so entstehen 
trigonale Pyramiden. Die gemeinsame Grenzform der rechten 




it^7 




Fig. 841. 



Fig. 342, 



directen und der linken inversen Trapezo^der ist eine rechte trigonale 
Pyramide (s. Fig. 342), welche von den Flächen : 

k ' U ' k ' l, U k ' k • l, k 'H 'Ü . l 
k '9,k ' k ' /", U 'k 'k 'J, k 'k 'U '1 



*) Th. L. Zeitschr.-f. Kryslallogr. 1880. 4, 870. 
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umschlossen wird und mit q^ (k - %k - k » l) bezeichnet werden möge. Die 
Grenzform der linken directen und der rechten inversen Trapezo^der ist 
eine linke trigonaie Pyramide Qi (k - 2k - k ' l) mit den Flächen (s. Fig. 341): 

tk 'k k 'l, k ' k '2k ' l, k - ik - k - l - 
2k ' k k 'J, k ' k '2k '1, k - 2k - k -T 

Die 6 Flächen einer trigonalen Pyramide stossen in 9 Kanten zusammen : 
3 oberen und 3 unteren gleichen Endkanten q und 3 horizontalen Seiten- 
kanten e ; die letzteren bilden ein gleichseitiges Dreiseit und stehen auf 
den Queraxen, welche ihre Mitten mit den gegenüberliegenden Seitenecken 
verbinden, senkrecht. Die begrenzenden Polygone sind gleichschenklige 





Fig. 343. 



Fig. 344, 



Dreiseite. Gorrelate trigonaie Pyramiden sind nur krystallographisch^ 
nicht auch geometrisch enantiomorph ; denn jede von ihnen kann durch 
eine Drehung um 60<> oder 180<^ um die Hauptaxe mit der anderen zur 
Deckung gebracht werden. Aus (1), S. 317, folgt: 

, , —2cckk + 11 



Demnach : 



wo 


\^) 




icckk 4- // 


cos 


(«) 




icckk — 11 
icckk + 11 


0S2 


(«) 




icckk 
icckk + 11 


m2 


ie) 




11 



2 icckk — II 
und hieraus ergiebt sich die Relation : 

cos [q) 



= — J cos^ Y + s*° 2 
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oder: 



C0S2 '^ +i COS» ^ = 1 



Für / = erhält man ditrigonale Prismen. Fig. 343 stellt ein 
rechtes Prisma q^. {xhkO) mit den Flächen : 

xhkO, kkxO, kxhO, khxO, hxkO^ xkhO 

dar, eine Grenzform der rechten directen und linken inversen Trapezoöder. 
Das entsprechende linke Prisma wird von den Gegenflächen der soeben 
genannten Flächen umschlossen. Von den 3+3 Kanten ^ und l eines 
ditrigonalen Prismas entsprechen die Kanten ^ gleichnamigen Kanten des 
dihexagonalen Prismas [xhkO), 

hh -{-ihk — kk 

cos {§) = 



cos [l) = 



folglich : 



^(hh — hk + kk) 

— 2hh ^^^hk + kk 
%[hh — hk + kk) 



cos2 ^ — cos ~ cos ^ 4- cos^ V 

§1 2 2 2 



Diese Relation erhält man auch aus (2), Seite 317, wenn^man berück- 
sichtigt, dass bei dem Ueber- 
gange von Q^^[xhkl) in 
Q,(xhk(i):[B) in (^), (r) in [X) 
übergeht und cos [q] = — ^, 
also Q = 120® wird. 

Ist / = und h = kj so 
entsteht ein sechsseitiges Prisma, 
welches sich geometrisch nicht 
von dem Prisma (0110) unter- 
scheidet. 

Für / = und /i==2/r er- 
hält man zwei trigonale 
Prismen ^,.(1210) und 
^^(1210), welche vereinigt das 

sechsseitige Prisma zweiter Art (1210) bilden. £rster6s ist in Figur 344 
dargestellt; es ist die Grenzform der rechten trigonalen Pyramiden. 

Ist Ä =1= A = 0, so erhält man die Basis. 





Fig. 345. 



Fig. 346. 



§15. 

Am Quarz (a:q=1: 1,0999) treten neben dem Grund rhombot^der 
^d(OIII), dem Gegenrhomboöder p, (Olli) und dem sechsseitigen Prisma 
Q (01 10) sehr häufig die correlaten trigonalen Pyramiden s = p^ (1211) und 
s = Qi (1211) auf, deren Flächen oft parallel den Combinationskanten mit 
dem Grundrhomboiider gestreift sind. Optisch rechtsdrehende Krystalle 
zeigen die rechte, linksdrehende die linke Pyramide (s. Fig. 346 und 345). 
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Die Fl<icheD einer solchen Pyramide erscheinen an den abwechselnden 
Prismenkanten, oben und unten, und sind in ihrer Lage dadurch bestimail, 
dass sie in die Zonen abwechselnder Combinationskanten des Grund- 
rhombo^ders und Gegenrhombo^ders fallen ; es fällt z. B. : 



%M\ in die Zonen 



1211 in die Zonen 



1101 
Olli 

1101 
10T1 



und 



und 



0?f1 
lOTl 

Ton 
Olli 



Denselben Zonen gehört die Mehrzahl der trigonalen Trapezo^der des 
Quarzes an. Die Symbole dieser Formen sind aus § 4, S. 291, zu ent- 



JOll 



am 




juai 



om 



laS. 




Zun 




Fig. 847. 



Fig. 348. 



Fig. 849. 



nehmen (vgl. Fig. 292 und die folgende Tabelle). Am häufigsten treten die 
correlaten Trapezoöder: 

X = prd(^ß^<) und X = Qi^ (1651) 

auf (s. Fig. 3i8 und 347). Die Combinationskanten von x und s gehen der 
Streifung aufs nicht parallel. Optisch rechtsdrehende Krystalle zeigen 
rechte directe und linke inverse, linksdrehende linke directe und rechte 
inverse Trapezoöder.*) Die dreiseitigen Prismen finden sich, wenn auch 
nur in geringer Ausdehnung, als Abstumpfungen derjenigen Kanten des 
sechsseitigen Prismas, an denen die Trapezo^derflächen nicht liegen (siehe 
Fig. 349, Quarz von Carrara **) . 



*) Vgl. G. Hose. Ueber das Krystallisationssystem des Quarzes. AbhandJ. Berlin. 
Akad. 1846. P. Groth. Ueber Krystallform und Circularpolarisation und über den Zo- 
samroenhang beider beim Quarz und überjodsauren Natron. Monatsber. Berlin. Akad. 
4869, UO. Pogg. Ann. 1869, 187, 438. 

**) G. Rosea. a. 0. Seite 4 5 des Sep.-Abdr. nach einer Beobachtung von W. Hai- 
dinger. 



§ i2— 15. Trapezoödriscbe Tetartoödrie. 



321 



Tabellarischo Ucbcrsichl der trigonalen Trapezo^der des Qunrzes aus den Zonen 
der Conibinationskanlen des Grundrhombo^ders ^^(0111) und des Gegenrhomboeders 



Prisma : 

Rechte directe Trapezoöder: 

(?rrf e* — k ' h ' k ' h — k) 
»Untere« Trapezoöder, «wi- 
schen g und der Fläche s 
= 1211 der rechten trigo- 
nalen Pyramide: 
^,.(1211) 



Flächen aus der Zone 
= [0T1] 



I Olli 
I 1011 



g =1100 
1*4 — 35-36 
V3 = 23 • 24 
1^2 = 17 • 18 
v, = 12 . 13 
V = 7811 
X = 5611 
y = 4511 
u = 3411 



1 
1 
1 
1 



1 
1 
1 
1 



Linke inverse Trapezoöder: 

Qiiih — k * h'k' k ') 
"Mittlere« Trapezoöder, zwi- 
schen s und der Flüche r 
= 0111 dos inversen Rhom- 
booders : 

^i(OIII) 



Rechte inverse Trapezoöder: 

Qriih — k'h'k'h) 
»Obere« Trapezoöder , zwi- 
schen r und der Fläche | 
= T122 der linken trigonalen 
Pyramide : 

^,(1212) 

Linke directe Trapeioöder: 

Qifiifi — k ' h * k • h) 
»Obere« Trapezot'der , zwi- 
schen I und der Fläche p 
= 1011 des directen Rhom- 
boüders : 

ed(0111) 



s 

<r2 

L 

X 

Ti 

^3 

T7 



1211 
5 • 11 
4955 
5 . 12 
1322 
1433 
1544 
1655 
1766 
1877 
1 . 10 
1 • 12 
1 • 15 



6 • 6 



7 . 7 



9 • 
11 
14 



9 



11 
14 



r =0111 



^\Q 


= 1 • 


13 


14 


14 


dQ 


= T. 


9< 


10 


. io 


ß 


= J. 


7. 


. 9- 


9 


d2 


= 5. 


7 . 


10 • 


10 


n 


= T233 







I =T122 



r 

da 
H 



< 03 = 



i133 
3144 
TT- 8 . 17. 17 



*) Vgl. E. W e iss. Ueber die krystallographische Entwicklung des Quarzsystems. 
Vbhandl. Naturf. Ges. zu Halle. Bd. 5. 1860. Sep.-Abdr. S. 25—27. 

hie hi 6ch, Geometr. Kryatallojpr. 24 



322 



Vierzehntes Kapitel. 





p =1011 




(ß = T8-T . 17 17 


Rechte directe Trapezoüder: 

Qrdi^ — k' h' k'k) 
»Mittlere« Trapezoöder, zwi- 
schen p und j' = iTH . 


«5— li-T . 11 .11 
/4 = Tö . T . 9 . 9 
^3= 4133 
ti = P22 
t =6233 




[ /, = 1 1 5.6.6 


• 


j'— 2T11 




N =23 -H- 11 • H 




iVi = 16 • 5 . 7 • 7 




^ =T?. 7. 5 . 5 


« 


n = 8533 




6 =3iH 


* 


ir = TÖ . 7 • 3 • 3 


Linke directe Trapezoöder: 


q = TT • 8 • 3 . 3 


Qiaih — k • h ' k ' h — k) 


fÄ =4311 


»Untere« Trapezoöder, zwi- 


/i, = Ü722 


schen s' und gr' = TTOO. 


/i2 — i6 . i1 • 5 • 5 




Q =6511 




A| = 34 . ?9 . 5 . 5 




A = 58 . 33 . 5 • 5 




fi =T3 Tä.1 . 1 




tii = ä? • äT . 1 • 1 




lUy = i8 . i7 . 1 . 1 



g' =1100 

Von den in der Natur vorkommenden krystallisirten Substanzen gebort 
noch der Zinnober hierher. Gewöhnlich treten an den Krystalien desselben 
nur Rhomboi^der, die Basis und das erste sechsseitige Prisma auf (Fig. 350) . 
Trigonale Trapezoiider und Prismen sind nur sehr selten und untergeordnet 
vorhanden*). 

F. Rhojnboödrische Tetartoödrie. 

§16. 

Die Formen dieser Gruppe besitzen eine einseitige 3-zahIige Hauptaxe 
und ein Centrum der Symmetrie. Zu einem Flächenpol khxl gehören 
5 gleichwerthige Pole : 

oben: khxl, hxklj xkhl 

unten: khxl, hxkl, xkhl 
von denen die unteren den oberen diametral gegenüberliegen. Die ent- 



*) J. Schab US, Ueber die Krystalifornien des Zinnobers. Sitznngsber. Wien. 
Akad. Math, naturw. Ciasse. 1851, 6, 63—88. Vgl. auch D'Achiardi, Zeitschr. für 
Kr>st. 1878, % 207. — Die Circularpolarisation des Zinnobers wurde von Des Cloi- 
zeaux entdeckt : Note sur Texistence de la Polarisation rotatoire dans le cinabre. Gompt. 
Hend. XLIV, 870. Ann. de chim. et de phys. 1857, [3], 51, 861. 
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sprechenden Flilchen umschliessen einRhomboöder, welches weder in 
die Reihe der direclen und inversen Rhomboöder erster Art, die in der 
vorigen Gruppe auftraten, noch in die Reihe der sogleich zu erwähnenden 
Rhomboöder zweiter Art gehört, sondern eine Zwischenstellung einnimmt. 
Geht man von dem mit k/ixl in demselben Sextanten liegenden Flächenpol 

hkxl aus, so erhält man die gleich werthigen Pole: 

oben: hkxlj kxhl, xhkl 

unten: hkxl, kxhl, xhkl 

welche ebenfalls ein Rhomboöder bilden. Aus dem Vergleich dieser Symbole 
mit den auf Seile 300 angeführten Symbolen 
[d) geht hervor, dass aus der Vereinigung 
dieser Rhomboöder dritter Art das directe 
Sk'dleno&der Q^ {xhkl) entsteht. Umgekehrt 
gehen jene Formen aus dem Skalenoüder 
hervor, indem die abwechselnden Flächen 
desselben fortfallen oder allein Übrig blei- 
ben, d. h. indem das Skalenoöder der pyra- 
midalen Hemiedrie (S. 296) unterworfen 
wird. Von den Flächen des Skalenoöders, 
welche über den oberen directen Sextan- 
ten der Nebenaxen aia2^3 liegen, enthält 

das erste Rhomboöder die rechten, das zweite die linken Flächen. Demge- 
mäss bezeichnen wir diese correlaten Formen als : 

rechtes directes Rhomboöder jt^^ [xhkl) 
linkes directes Rhomboäder 7ti^ [xhkl) 

Da die Hauptaxe einseitig ist, so hat diese Unterscheidung nur für eine 
bestimmte Stellung derselben Gültigkeit. In analoger Weise gehen aus 
dem inversen Skalenoöder p, (xhkl) zwei correlate Rhombo(*der dritter Art 
hervor, das : 

rechte inverse Rhomboöder 7t^^[xhkl) 
linke inverse Rhomboöder Tt^lxhkl) 
mit den Flächen : 




IfO 



Fig. 350. 



und: 



oben : 


xkhl, 


khxlj 


hxkl 


unten : 


xkhJ, 


khxlj 


hxlil 


oben : 


xhkl, 


hkxl, 


kxhl 


unten: 


xhkl, 


hkxl, 


kxhl 



Da diese Formen ein Centrum der Symmetrie besitzen, so sind, trotzdem 
keine Symmetrieebene vorhanden ist, correlate Formen nicht enantio- 
morph, sondern nur durch ihre Stellung von einander zu unterscheiden. 

Ertheilt man den indices specielle Werthe, so erhält man für h = k 
Rhomboöder erster Art: 

Qdi^hhl), Q.{Ohhl) 

81* 
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für h = ik Rhomboeder zweiter Art, welche geometrisch durch An- 
wendung der pyramidalen Hemi^drie auf die hexagonalen Pyramiden zweiler 
Art entstehen : 

Tt^ (k . 2k . k . /), TCi (k . 2 A . * . /) 

fttrZ = hexagonale Prismen dritter Art: 

7tr(xhkO), 7ti[xhkO) 

ferner das hexagonale Prisma erster und das zweiter Art und endlich die 
Basis. 

Die für diese Gruppe charakteristischen Formen sind die Rhombo^er 
zweiter und diejenigen dritter Art. 

Der Dioptas = H^CuSiO* (a : c «= 1 : 0,584168) zeigt gewöhnlich die Combina- 
tion des sechsseitigen Prismas zweiter Art (4210) und des inversen Rhomboäders ^,(0SS1), 

dessen Endkanten von dem zur Grundform gewählten Spaltung^- 
rhomboäder gerade abgestumpft werden. Die rhombo^drisch- 
tetartoiidrische Natur dieses Minerals giebt sich durch das 
Auftreten von Rhomboädern dritter Art und die damit im Zur 
sammenhang stehende Flöchenstreifung zu erkennen. In der 
Endkantenzone des Rhomboc'ders ^,(0221) liegen das in Fig. 354 
dargestellte Rhomboäder : 

und die von M. Websky"^) beobachteten RhomboiSder: 

X = Ttriii'k'B' 4) 

z s= 71^(4 . 8 • 7 • 8) 

Die Flächen des Rhomboöders ^{(0224) sind parallel den 
Endkanten desselben gestreift, aber jede Fläche nur nach einer 
Richtung, nämlich parallel zu den Combinationskanten mit jenen 
Rhomboädern dritter Art. Auch die Prismenflächen sind in 
diesen Richtungen und ausserdem auch noch vertical gestreift. 
Am Phenakit = fie^iSiO^ (a : c s 4 : 0,664 0) sind neben RhomboMem dritter 




Fig. 354. 




liJZ 



Fig. 352. 
Art auch solche zweiter Art beobachtet worden. Der in Fig. 352 und 358 där> 



') Beitrag zur Charakteristik des Dioptas. Pogg. Ann. 4846, 69, 543, Tafel V. 
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(;cRU'llto Krystall aus dum [IroeDgebirge ist eine Combinalloii Tolgender einfachen 




Rhomboeder orslcr Art 




Rliornboedcr zweiter Art 


= :Tr[i*S3) 


Rhomboeder dritter Art 
Sechsseitige Prismen 


fg = [0110) 



§"• 

Die in Bouiifi auTdie llauplaxe h einimorphen Krystalle des bexago- 
iiiilcn Systems geliören drei verschiedenen Gruppen an. 

(1) Eine polcire 6-zühlig;e Huuptaxe und sechs durch diese Axe ge- 
lionde SwimielrieebeDcn besitzen die Kryslalle des Schwefelcadmiums 
Cicenookils) = Cr/S (o : c = 4 : 0,8427) . Fig. 354, Seile 326, zeigl neben 
dein sechsseitigen Prisma p=(OHO) am oberen Pol c={0001) klein, o' 
= (0H2]. ij==[Om}, r)"=(0224) und am uDteren Pol c = (0001) gross, 
()' = (0112). Gleichen Symmelriecharakler besitzt W u r t z i t = Zn S •*) . 

*! von Kokscharow. Mat. zur Min. Russlands. Potersburg 1854— IBST, S, 3«8. 
1858, S, 81. Tbitcl -\LIII, Kig. J3, 8» W.. 

**) Vgl. H. Fo erst Der. Zeitschr. rur Krytit. ISSt, li, IflS. 
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(2) Die zweite Gruppe enthält rhomboßdrisch-hemiädrische Krystalle, 
welche eine polare 3-zählige llauptaxe und drei durch diese Axe gehende 
Syniraelrieebenen besitzen. Hierhergehören: Tu rmalin =(ifj, Fe, 11^, 
Ä'2, iVa2)3 ^/4F2 574 O20 (a : c = 1 : 0,4474), Anlimonsilberblende 
= Ag^Sb'^S^{a : c = 1 : 0,7880) und Arsensilberblende =i4j«i4s2 ^S« 
[a:c=\: 0,7851), Tolylpheny Iketon *) = Ci4//i30(a:c = 1; 1,«254). 

Von den geschlossenen rhomboedrischeo For- 
men erscheint gewöhnlich nur die eine (obere 
oder untere) Hälfte der Flächen; sind beide 
Hälften gleichzeitig vorhanden, so ist die eine 
physikalisch verschieden von der anderen. Das 
sechsseitige Prisma erster Art zerPällt durch 
die Hemimorphie in zwei t ri go n a l e Prismen, 
welche unabhängig von einander sind. Hier- 
durch unterscheidet sich also das erste sechs- 
seitige Prisma der rhomboSdrischen Krystalle, 
welches eine Grenzform der Rhomboöder ist, 
von dem entsprechenden Prisma der voll- 
flächigen hexagonalen Krystalle, welches als 
Grenzform der hexagonalen Pyramiden erster Art durch Hemimorphie in 
Bezug auf die Hauptaxe nicht verändert werden kann. In analoger Weise 
zerfallen die zwölfseiligen Prismen, welche Grenzformen der Skalenoöder 
sind, im Falle der Hemimorphie in zwei ditrigonale Prismen. Das 
sechsseitige Prisma zweiter Art bleibt unverändert. 

Die Hemimorphie des Turma lins ist vorzüglich ausgebildet. An den beiden 
Enden erscheinen verschiedene Flächen oder gleiche Flächen mit abweichender 
BescbafTenheit ; von den prismatischen Formen tritt zuweilen nur ein trigonales 
Prisma auf. Ist die Basis an beiden Enden vorhanden, so ist sie an dem einen Ende 
weniger entwickelt, aber glänzender als an dem anderen. Die Rhomboederflücben 
des einen Endes sind weniger gestreift als die gleichen Flächen des anderen. Kom- 




Fig. 354. 





fSgg. 




lim 



Fig. 356. 



Fig. 358. 



men die beiden trigonalen Prismen zusammen vor, so sind die Flächen des einen 
grösser als die des anderen. Die nebenstehenden Figuren sind der ausgezeichneten 



*) P. Groth, Physikal. Krystallogr. 1876, 4i5. 
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Abhandlung von G. Rose^) über den Zusammenhang zwischen der Form und der 
elektrischen Polarität des Turmalins entnommen. Die Krystalle von der Kenlie- 
Grube bei Arendal zeigen am antilogen Pole (Fig. 336) die Flächen des Grundrhom- 
bocders, dessen Flächenwinkel an den Endkanten 460 40' beträgt, über den Kanten 
eines trigonalen Prismas und daneben untergeordnet das erste spitzere Rhomboäder 
^^(0221); dagegen am analogen Pole (Fig. 355) die Flächen des Grundrhomboäders 
auf den Flächen des trigonalen Prismas und daneben untergeordnet das erste 
stumpfere Rhomboüder ^^(04 12). An den Krystallen von Chursdorf in Sachsen treten 
an dem antilogen Pole (Fig. 858) häufig die Skalenoöder ^{(1321) und ^^(1822) auf, 
während sie an dem analogen Pole (Fig. 857) fehlen. 

(3j Sind trapezoädrisch'tetartoädriscbe Krystalle hemimorph nach 
der Ilauptaxe, so besitzen sie ausser einer polaren 3-zähligen Symmetrie- 
axe keine weiteren Symmetrieelemente. 

Hierher gehört das überjodsaure Na- 
trium = NaJO* -h Brno {a:c =z 1 : 1,094), 
dessen Krystalle an dem einen Ende nur die Basis, 
an dem anderen Ende neben dem vorherrschen- 
sehen Grundrhomboeder r untergeordnet das 

erste spitzere Rhomboeder 2r, das erste stumpfere 

r 
Rhomboeder •- und ein inverses TrapezoSder 2 

wahrnehmen lassen (Fig. 859). Je nachdem z ein 
rechtes oder ein linkes inverses Trapezocider ist, 
sind die Krystalle optisch links- oder rechls- 
drehend. Die nebenstehende Figur stellt einen 
linksdrehenden Krystall dar**). 




Fig. 859. 



§18. 

Zur Berechnung der Axeneinheit c ist die Kenntniss eines 
Winkels zwischen zwei Flächen, deren Indices gegeben sind, erforderlich. 
Dabei ist die Wahl der Flächen zunächst der Beschränkung unterworfen, 
dass nicht beide Flächen in die Zone der Hauptaxe y = [001] fallen dürfen^ 
da alle W^inkei zwischen Flächen aus dieser Zone von der Axeneinheit c 
unabhängig sind. Eine weitere Beschränkung ergiebt sich im Verlauf der 
folgenden Betrachtung. 

Aus der Relation zwischen einer trigonometrischen Function eines 
Flächenwinkels, den Indices der Flächen und der Axeneinheit c (s. S. 283) 
erhalten wir im Allgemeinen eine Gleichung des zweiten Grades zur Be- 
stimmung von c. Nur in dem besonderen Falle, wo eine der beiden 
Flächen, welche den Winkel einschliessen, die Basis p^ = (0001} ist, er- 
halten wir sofort : 



*) Pogg. Ann. 1836, 89, 285. Vgl. über die physikalischen Eigenschaften des Tur- 
malins die wichtige Abhandlung von Thompson und Lodge, Fhil. Mag. London (5) 
8, July 1879. Zeitschr. für Krysl. 4, 538. 

**) P. Groth, Monalsber. Berlin. Akad. 1869, 142. Pogg. Ann. 1869, 137, 436. 
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worin die Quadratwurzeln mit positiven Vorzeichen zu nehmen sind. Dem- 
gemäss müssen wir bei der Berechnung der Axeneinheit c zunächst darauf 
ausgehen, aus dem gegebenen Flächenwinkel einen Winkel zwischen der 
Basis und einer Flüche mit bekannten Indices, welche nur nicht in der 
Zone der Hauptaxe liegen darf, abzuleiten. Nun haben wir in § 4, 3* 284, 
gesehen, dass zwischen dem Winkel : 

(OOOrccÄiÄjAa) 
und dem Winkel, den die Fläche h = {xhih2h^] mit irgend einer Fläche 
h' = {x'h\ h'^h'^} aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, die Beziehung : 

(2) cos{h-h) = ih,h\+ih,h',-h ,_h^,-h,h \ 3i„(ooorA) 

2 y (Aj ^1 + ^2^ — " ^1 ^2) (^'1 ^'1 H~ ^'2 ^'2 — ^'1 ^^'2) 

stattfindet, worin die Axeneinheit c nicht auftritt. Da nun aus dem 
Winkel, den die Fläche h mit irgend einer, nicht in der Zone der Haupt- 
axe gelegenen Fläche einschliesst, ein Winkel (h''^h] auf Grund der im Fol- 
genden zu beweisenden Eigenschaft der hexagonalen Krystalle immer ab- 
geleitet werden kann, so ist aus (2] auch der Winkel (0004 ^A) stets zu 
berechnen. ^ 

Die hierbei in Betracht kommende Eigenschaft der hexagonalen Kry- 
stalle ergiebt sich aus folgender Erwägung. Es seien : 

9 = {y9\9i9^)i 9' = {y'9\9\9\) 
worin : 

y=9\ — 921 y = 9\ — 9\ 

zu setzen ist, zwei Flächen eines hexagonalen Krystalles und m diejenige 

Fläche aus ihrer Zone, welche gleichzeitig der Zone der Hauptaxe y = [0004] 

angehört, so dass: 

'W = {a;.(5j')2(jff')f0} 
worin : 

Dann ist nach § 4, S. 283, in der Zone der Hauptaxe eine zu m senk- 
recht sichende Fläche q mit dem Symbol : 

7 = {3 . 2 [gg\ + [99')i ' [99^ +^{99 H ' 0} 
worin : 

- = [99']\ — {99 }2 

ist, vorhanden (s. Fig. 360). Daraus folgt, dass die den Zonen: 

\p'q], [99'] 

gemeinsame Fläche s mit dem Symbol : 

S=^{u-{99'hm9'h+i99'h]-iä9'h[{99']i + ^{99h]-i[^9')i (</»')i 

+ (99'h'S9'h + {99'h{99'h]) 
worin : 

** = {39'}3[l99'h — \39')\] 
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JiOO 



an» 



JL&JO 



lOJO 



auo 



welche ebenfalls senkrecht zur Fläche m sieht, krystallographisch möglich 
ist. Wir können also den Satz aussprechen : 

In jeder Zone eines hexagonalen Krystalles sind zwei zu einander senk- 
rechte Flächen vorhanden, von 
denen die eine gleichzeitig dei' 
Zone der Hauptaxe angehört. 

Hierin ist offenbar eine 
weitere Beschränkung für die 
Wahl der beiden Flächen, 
aus deren Winkel die Axen- 
einheit c berechnet werden 
kann, begründet. 

Sind nun die Indices 
der Flächen g, g' und der von 
ihnen eingeschlossene Winkel 
(g^g') gegeben, so sind uns 
in der Zone [gg'] die Indices 
von vier Flächen : 

und zwei Winkel : 

bekannt. Folglich können wir nach dem auf Seite 40 beschriebenen Ver- 
fahren den zur Berechnung der Axeneinheit c erforderlichen Winkel (rng), 
resp. [m^g'), ermitteln. Bezeichnet man zu diesem Zwecke das durch die 
Indices von g und g' auszudrtlckende Doppelverhältniss : 

(mgg's)=^A 
so ist: 

(1 — A) cot {mg) + A cot (mg') = cot [ms) = 

oder, wenn wir für: 

einfuhren : 

A 

tan [{mg) + {gg)] = -^— — j lan {mg) 

Wenn man zu dieser Gleichung : 

tan {mg) = lan {mg) 

dddirt und subtrahirt und darauf den Quotienten der so entstehenden Aus- 
drücke bildet : 

tan[(m(/)4-(<y^')] + tan(ywg) ^ s\n[^[mg) + [gg']] ^^^_^ 
lan [{mg] + [g-g]] — tan {mg) sin {gg') 




\ 



so hat man damit die Relation gewonnen, aus der {m g) berechnet werden 
kann. Es ergiebt sich dann der Winkel zwischen der Basis p^ und der 
Fläche g aus der oben angeführten Formel (2) : 



330 



Vierzehntes Kapitel. 



00 1 (<7i — ^92) 4- f|/l/ )« \^9i — 9i) 

und schliesslich erhall man die Axeneinheit c aus der obea angeführten 
Formel (1 : 

</3 tan /P^) 



■:3*) 



= ^3 



Wir wollen noch den Werth des in der Formel (1*) auflrelenden Dop- 
pelverhallnisses A ausrechnen. Bezeichnen wir die drei letzten Indices der 
Flächen m und s für den Augenblick mit : 

so ist: 

A = mo (/ S' = — ■ V ' • -^^^-T^ 

und für £ = d = 1 erhalt man : 

j ^ W'2 .7';< — »h Ü2 . ffi*3 — rAL«2 
02 9 'S — 9.\ Ü2 "h h — "h S2 

oder, wenn man die Werthe für m^ftt-^ s^s-^ eintrügt und berücksichtigt, dass: 

9\ 99' I + 92 99 2 + 9.\ [99')i = ^ 
ist: 

A = f'^ . -Jfff'^^^Jf'^ ~" ^»^ + (^.^/j-^i?? .—.2 //!_)_ _ 

• \99')\ {99)1 + [99 )\ '99)2 + (99)2 {99)2 
Folglich ist: 

:\ •*) iA — \ = •^^'^>^''* ^* ffi — ffi 92 + 9292— 9z9\\ 9 \ 9\ — g 1 g 'a + 5Agi_ 

(fff/li ü/ff')i + (ffff')i (ffff'Ni + [99'h [99)2 

Um ein bestimmtes Rci spiel für die allgemeine Methode zur BerechnuDg der 

Axeneinheit c vor Augen zu haben, nehmen wir an. dass an einem Apatltkr^'sUll 

(s. Fig. 361): 

//V= 121 Toni = S6«5r 

gemessen sei. Dann ist nach Formel {1**v 

2 J — < = i 

und nach Formel (\*\: 

sin i mg + {{fg']] =■ t sin ^gg' 

worin m die Fläche T 100 bedeutet. Die Ausrechnung 

ergiebt, dass entweder : 

i'w'i/ +f.7i/' = 640 35' 49" 

oder : 

2 w.'/ I- .'/.7'J= «800— 640 85' 49" 

Demnacli erlialten wir für [mg) zwei Wertbe. 

( 180 52' 941'' 
"'^ = I 44 16 15} 

Aus einer, wenn auch nur annenälierlen Messung des Winkels 'mg) ersehen 
wir , dass nur der zweite Weiih in lietrarht kommt. Darauf ergiebt sich nas For- 
mel J»': 




'^^> '^P ' 



Fig. 361. 
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2 
sin {fßg) = ^ cos [mg] 

yz 

{gffl)= 550 45' 53" 
und schliesslich erhält man die Axeneinheit c aus der Formel (3*): 

tan{p3flr) 

log tan 550 45' 53" = 0,167 1720 
log 2 = 0,301 0300 



logc = 0,866 1420—1 
c = 0,734754 

Es sei gestattet, noch ein zweites Beispiel anzuführen. Nach N. von Kok- 
scharow*) bilden am Phenakit (s. Fig. 352 auf Seite 824) die Flachen: 

O = 2423 = g 

p = 1218=flf' 
den Winkel: 

(p^')=: 170 86' 80" 

Es soll hieraus die Axeneinheit c berechnet werden. Man findet für die Fläche 

m das Symbol : 

a = TiTo = m 
und aus {1**j den Werlh: 

2^1— 1= 3 

Demnach ist nach (1*): 

sin[2(m^) + (^p')]= 3 sin 170 36' 30" 

und daraus folgt, dass entweder: 

«(Wi7)+(flrflr'j=65«9'56,22" 
oder : 

2(w^) + (^^')= <80O— 650 9' 56,22" 
d. h. entweder: * 

{nig]= 470 33' 26,22" 
oder: 

(mg)^ 48 36 46,89 

ist. Die beiden Werthc von [mg) liegen also einander bedeutend nöher als in dem 
vorigen Beispiel. Die Messung des in Rede stehenden Winkels ergiebt, dass der 
zweite Werth in Betracht kommt. Darauffindet man aus (2*): 

sin(p3«7) = — cos(mflr) 
(p3^)= 410 23' 13,11" 
und aus (3*j: 

c = I lan{p3flf) 

c = 0,660911 

§19. 

Fallt die Flache s mit der Basis p^ zusammen, so vereinfachen sich die 

Formeln des vorigen Paragraphen, namentlich in den beiden Fällen, wo 

ausserdem : 

9\ = 921 ff 1 = 9 2 
resp. : 

9i = 2ff2, 9i = 2ff'2 

*) Materialien zur Mineralogie Ru -4857. 2, 380. 
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ist, d.h. wo der zur Berechnung der Axeneinheit c gegebene Winkel von 
correspondirenden Flächen zweier hexagonalen Pyramiden erster Art, resp. 
zweiter Art gebildet wird. Im ersteren Falle ist : 

{99')i = — {99l2 
m = 0410 

sin [2 {mg) + (99')] = f ;> + ^^f) sin [gg^] 

929 s — 9z9 2 

iP^9) + {9^) = 900 



im letzleren Falle : 



c = ?:! I tan (p^g) 
^{99')i = -{99'h 



sin [2 [mg] + {gg')] = f-fi'-^^^ sin {gg) 

929 z — 939 2 

(P'ff)+(ff'w)=90o 
c = i f tan (^3^) 

92 

§20. 

Den Ergebnissen des § 18 entnehmen wir jetzt die Relationen, welche 
zur Berechnung der Axeneinheit c aus Flächenwinkeln ein- 
facher Formen dienen. Der in Formel (1) des § 48 : 

_ y- lian(QOO\"xhkl) 
^~ iVhh + kk — hk 

auftretende Winkel zwischen der Basis p3 = 0001 und der Fläche xhkl 
ist gleich dem halben inneren Winkel der Flächen : 

xhkl und xhkl 

an einer Kante C der dihexagonalen Pyramide (xhkl) (s, Fig. 277, 

Seite 268), oder gleich dem Complementwinkel von ^: 



SO dass : 



(000ra;Ai/) = 90O— © 

2 



'X) 



V3 ' '"' 2 

l') t-' = 



2 ykh + kk — hk 



Beispiel. Betragt der Flächenwinkel ({) der hexagonalen Pyramide dritter 
Art »(4431) des Apatite 860 W H", so ist: 
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= 0,734604 

Soll die Axeneinheii c aus dem Flächenwinkel (i;) der dihexagonalen 
Pyramide (xhkl) berechnet werden, so ist: 

g={xhkl}, g' = {khxl} 
und demnach : 

m = (\ OTO} 

zu setzen. Man erhalt in diesem Falle aus der Formel {{**) des § 18 : 

^A — \ =0 

sm[i{mg) + {gg']]=0 
folglich enlweder: 

2 [mg) + igg') = 

oder: 

i[mg) + {ffg')=mo 

Von diesen beiden Werthen kommt, wie aus dem Anblick der Zone 
[Qj nij ^']erhellt, nur der zweite in Betracht. Also ist: 

(m</) = 900_ii' 
und demgetnüss nach Formel {%*) in § 1 8 : 



,,,. . , , . iVhh + kk — hk . (rj) 
(II) sin (/)»<?) = k — U 2 

Darauf findet man die Axeneinheit c aus der Formel (3"^) in § 18 : 

V3 / tan {p^g) 



(IF) c = 



2 yhh + kk — hk 



Beispiel. Am Apatit misst der Winkel M an der dihexagonalen Pyramide 

(4431): 

{17)= 30034' 10" 

Folglich ist : 

sin if^g) = yn sin 15© 47' 5" 

{p3flr)= 740 58' 36,74" 
und demnach : 

1/3 
c = \ tan ip^g) 

2>/l8 

c rrs 0,7845885 

Soll die Axeneinheit c aus dem Flachenwinkel ($) der dihexagonalen 
Pyramide {xhkl) berechnet werden, so ist: 

g = [xhkl)j g' = {xhkl] 

und demnach : 

m = {2ao} 

zu setzen. Man erhalt auch in diesem Falle aus der Formel [^**) des § 48: 
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2A — 4=0 

und: 









{^^9) 


— 90« ^f ^ 






DemgeinUss 


ist ] 


nach Formel 


(2-): 






(iii) 


sin 


(pig) : 


2 

]/3" 


VAA 4- kk 
h k 


hk . 
— sin 


(^ 
2 


und nach (3*) : 














(III») 




c 


V3 
2 


l tan (p3y) 
Vhh +kk 


• 

hk 





Beispiel. Ist an der dihexagonalen Pyramide (1434) des Apatits: 

(|j = 260 23' 37" 
so erhält man : 

sin (p3flr) = y-4^ sin 130 tr48,fi" 

[ißg]= 710 53' 32,65" 
und daraus: 

c = -^-= Ian(p3flf) 
2>/l3 

c = 0,734539 

Aus den Formeln (I) — (III) erhellt man als specielle Fälle die zur Be- 
rechnung der Axeneinheit c aus den Flüchenwinkeln hexagonaler 
Pyramiden dienenden Relationen. Zunächst ergiebt sich für die hexe- 
gonale Pyramide (Oh hl) (s. Fig. 278, S. 287), aus (I) : 



und aus (II): 



V3 / ^ (C) 

^ = T7i^^'-2- 

cos(| = 2sini|'^) 
V3 / , (c) 

Andererseils findet man für die Pyramide [h-ih-h-l] (s. Fig. 279, 

S. 287), aus (I): 

l (S 



*) Diese Relation zwischen den Fifichenwinkeln {0 und [ij) einer hexagonalen Pyra- 
mide erster Stellung wird auf die früher (S. 287) angegebene Gestalt durch folgende Um- 
formung zurückgeführt: 

cos« I = 4 sin-2 ^"^1 
2 2 

1-|-cos(Cj=4[1 — cos(j7)] 

3 = 4 cos (i?) 4- cos (C). 
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und aus (Uli : 

cos I = 2sin I • 

Beispiele. An der hexagonalen Pyramide (0331 ) des Apatits ist : 

folglich : 

cos — = 2 sin 270 44', ^'= 21» 27' 12,93" 

2 2 

c = i- cot — , c =: 0,7345888 
6 2 

An der hexagonalen Pyramide (2428) des Phenakits ist: 

(I) = 880 86' 48" 
folglich: 

cos ^ = 2 sin 190 18' 21,5", ^ = 480 36' 23,74 

z z 

c= Jcot^l^, c = 0,6610605 

z 

Zur Berechnung der Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel (C) einer 

hexagonalen Pyramide dritter Art 7t[xhkl) (s. Fig. 302, S. 297) 
dient die Formel (Ij auf S. 332. Soll dagegen c aus dem Flächenwinkel [a] 
berechnet werden, so müssen wir auf die allgemeinen Formeln des § 48 
zurückgreifen. Aus (4**) ergiebt sich für: 

g z={xkhl)^ g' = {khx 1} 
m=={h'h — k'Ti'0} 



dass: 

also entweder : 

oder : 



2A — i =0 



ist. Der Anblick der Zone [g, m, g'] lehrt, dass nur der zweite Werth in 
Betracht kommt. Demnach ist: 

{mg) = 900 _ (|) 

und folglich nach Formel (2*) in § 48: 

sin(jp^)=2sin ^^ 

oder: 

(iV) cos 5 = 2sin i^' 

2 2 

und nach Formel !3*) desselben Paragraphen : 
(IV) 0=*^ 



« Vhh + kk — hk 
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§21. 
Wir wenden jelzl die aUgemeinen Formeln zur Berechnung der Axeo- 
einhoit c auf die rhoniboBdrischen Formen an. Soll e aus dem 
Flachenwinkel (1) des Skalenoüders Q{xhkl] (s. Fig. 36Sj berechnet 
werden, so hat man die Formeln (lllj auf S. 33i zu benutzen. 

Beispiel. An dem in Fig. KS dargeslelllen Skalenoi'der ^(lltl) des Kalk- 
spat hs isl : 







lf) = 35«35'*4" 




Setzt man in der Formel (III): 


/l\ 


so ist; 

siD(p39) = ii^sin.7M7'äS" 

also; 

(paj,)=69«8'8'' 


/^5^iA 


Ferner ist Dach Formel (lila); 

c = -^ lan 69» r 8" 

SV7 


Wv/ 


logc = »,9816101 — 1 
r = 0,gSii996 




// 


Um die Axeneinhelt c aus dem Flachenwinkel (i) 
zu berechnen, setzen wir in den allgemeinen For- 
meln des § 18: 


Fig- 


ea. 


g = {kkxl}, g'^fkxkl) 
und demnach : 




Dann ist nach (!•■): 


also nach (1*} auch 


2^ — 1 =0 

sin[8(mff) + (ff5')] = 


und, wie der Anblick der Zone [j, m, g'] ergiebl : 




(-.) = 90_? 


Folglich ist nach [f] : 


{V) sin 
und nach [3'} : 


^. V3 /tan(p3j^) 

8 VAA +AA — AA- 


Be 


ispiel. Est am Skalcnoäder Q{tSit] des Kalkspaihs: 
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* so erhält man : 

sin (p3flr)= }^sm 870 41' 5" 
(p3^)— 690 1' 6,79" 

Vi" 
c = -^— = tan {p^gj 

«1/7 
c= 0,854285 

Zur Berechnung von c aus dem Flächenwinkel {e) setzen wir : 

g = {khxl}, g' ={xhkT} 
und demnach : . 

m = {4240} 

Dann ergiet^t sich aus (1 **) : 

2^4 — 4 =0 
folglich ist entweder: 

oder : 

i(tng) + {g9') = mo 

Der Anblick der Zone [g, m, g'] lehrt, dass nur der erste Werth in 
Betracht kommt : 

Für diesen Fall erhalten wir aus (2*) : 



(VI) sin {p»g) = -= j^ cos ^ 

und aus (3*) : 

(V|a) c^y^ lianip^g) 



2 Vhh + kk — hk 

Beispiel. Legt man für (s) am Skalenoö- 
der ^(4 821) des Kalkspaths den Werth: 

(e) = 470 1 ' 28" 

zu Grunde, so ergiebt sich : 

sin (p3flr) = tll. cos 28» 80' 44" 
3}/8 

(p3flr)== 690«' 7,4" 

vi" 

c = -^-— tan [f^g] 
21/7 

c = 0,854292 P*8- •*'• 

Aus den Formeln (V) und (VI) erhalt man für A=/: die zur Berechnung 
der Axeneinheit aus den Flächenwinkeln [S] oder (a) eines R ho mboäders 
(s. Fig. 363) dienenden Formeln. Aus (V) ergiebt sich : 

Liebiach, Geometr. Krystallogr. 22 
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UDd aus (VI) folgt : 



sin ip^g) = — sm -^ 
c = — ^ tan (p^g) 



sin(p3^)= -=cosY 



c = -g- ^ tan (p3^) 

Beispiel. An dem Rhombo^der ^(0225) des Kalkspaths ist 

{&) = 370 4' 6" 



demnach : 



sin{p3flf)= -—sin iS« .^2' 3" 
V3 

(p3^)= 240 32' «,54" 

5 V3~ 
c = — ^ tan(p3g,) 

c= 0,8542642 



§22. 

Um das Axensystem ccia^a^y eines hexagonalen Krystalles nach den 
Regeln des Kapitel 9 zu zeichnen, geht man zweckmässig von dem recht- 
winkligen Axensystem aus, welches von 
er den Nebenaxen /92 ^a und derHauptaxe^ 

gebildet wird. Die Einheiten dieser 
Axen verbalten sich wie: 

a V3 : a : c 

worin a= \ gesetzt werden kann (siehe 
Seite 282). Es seien OA, OB, OC die 
Projectionen dreier auf einander senk- 
recht stehender Axen, deren wirkliehe 
Langen = a sind (s. Fig. 364). Dann 
fallen die Projectionen von ß2 und y ihrer 
Fig. 864. Richtung nach mit OA und OC, die Pro- 

^ jection von a^ ihrer Richtung und Länge 

nach mit OB zusammen. Man bestimme zunächst die Endpunkte der posi- 
tiven und der negativen Einheit auf ß2 , deren Entfernungen von in 

Wirklichkeit = i a V3, in der Projection: 

= dr Oi4 . V3= ± Oyl . 4,73206 

sind. Die Verbindungslinien dieser Punkte mit den Endpunkten der 
positiven und der negativen Einheit von a^ bilden einen Rhombus, dessen 
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innere Winkel in Wirklichkeit 4 20<) und 60<> betragen. Darauf ziehe man durch 
die Halbirungspunkle der Einheiten von ß^ Parallelen zu «3, welche auf den 
Seiten des Rhombus die Endpunkte der Einheiten a der Nebenaxen Ui und «2 
bestimmen. Schliesslich sind noch die Endpunkte der Einheiten auf der 
Hauptaxe zu ermitteln (s. S. 115, § 6, \)*). 
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m. Das tetragonale System. 

§1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. §2—3. Holoedrische Formen. 
§ 4. Trapezoedrische Hemiedrie. § 5. Pyramidale Hemiödrie. § 6. Sphe- 
noidische Hemiödrie. § 7. Rhombotype Tetartoedrie. § 8. Sphenoidische 
Tetartoedrie. § 9. Hemimorphe Formen. § 10—13. Berechnung der 

Axeneinheit c. 



§<. 

Die Formen des tetragonalen Systems besitzen eine physikalische und 
geometrische Hauptaxe, welche entweder eine i-zählige oder eine 2-zühlige 
Symmetrieaxe ist. Sie zerfallen demnach ebenso wie die hexagonalen 
Formen in zwei, durch verschiedene Symmetrieeigenschaften charakterisirte 
Abtheilungen. Trotzdem gehören sie aus den, auf S. 280 bei der Betrach- 
tung der hexagonalen Formen geltend gemachten Gründen zu einem und 
demselben System. 

In der zur Hauptaxe y senkrecht stehenden Ebene sind zwei gleiche, 
auf einander senkrechte Kantenrichtungen vorhanden, die bei gewissen 
Kryslallen des Systems 2-zählige Symmetrieaxen sind. Wir bezeichnen 
sie als primäre Nebenaxen a^ a2» Diese Axen bilden zusammen mit der 
Hauptaxe y das krystallographische Axensystem der in Rede stehenden 
Formen. Die Halbirungslinien der von den primüren Nebenaxen einge- 
schlossenen Winkel, welche für gewisse tetragonale Erystalle ebenfalls 
2-zähIige Symmetrieaxen sind, nennen wir secundäre Nebenaxen ßiß^- 
Die Einheiten der gleichen primären Nebenaxen und der Hauptaxe be- 
zeichnen wir allgemein mit a und c. Ein tetragonaler Erystall besitzt eine 
geometrische Constante : das Yerhältniss der Axeneinheiten a : c. 

Die trigonometrischen Functionen der Flächen- und Kanten winkel. 



*J Ueber Naumann 's Construction des hexagonalen Axensystems vgl. dessen 
Lehrb. der rein. u. angew. Kryst. 4830, 2, 443. 
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ausgedrückt durch die geometrische Gonstante und die IndiceSi erhSlt man 
aus den allgemeinen Formeln, Seile 483 — 4 84,. indem man setst: 

a, = 02 = 1 , «3 = 0, [jt^TC^] = [Tt^n^) = (tT* 7V^) == 90* . 

^11 = ^22 = ^33 = ^) ^3 = ^31 = Ci3 = 
z/,1 = J22 = ^X\ = ^ ^23 = ^31 = z/12 = 0, ^ = * 

Dann ist: 

3 

Demnach : 



COS {hh') = 



y{cc (A, A, + A, Aj) + A3 A;,} {c c (A'i A'i + A', Ä'j) + Ä,' A',) 



Ml -:- ^.. ..^ - - 1/ rAA')i(AA'),+ (AA'),(AA'h+cc(AA')»(AA'), 



ianifl/ij_ cc(A,A', +A2A',) + AjA'3 

Aus diesen Formeln ergiebt sich, dass die Tangenten der Flächenwifikel 
aus der Zone der llauptaxe rationale Zahlen^ die Sinus und Cosinus dieser 
Winkel Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen sind. Denn es ist: 

Un(A,A,O^A',A',0) = J-i|>^; 
(2) sin {A, A, 0' A\ A', 0) = *> *'» "" *^ *'' 



V(A,A, +A5A2)(A',A', +A',A',) 
cos(AiA,0*A',A',0)= A,A', +A,A', 



V'(A,A, +A2A2)(A',A', +A',A',) 

Zu jeder Fläche aus der Zone der llauptaxe ist in dieser Zone eine senk- 
rechte Flüche krystallographisch möglich ; denn es ist : 

tan (hl A2 0*A'i A'j 0) = tan 90» = 00 



A'i = Aj, A j = — Ai 
ist. — FUr den Winkel , den eine Flache mit der Basis einschliesst, er- 



hält man : 



cos(OOrA,AjAj) = 



A:, 



> cc ;A, A, + Aj Aj) + A3A3 



(3) 



sin ,00lV/,AjA,l = r V-II^K+^lIIl 

' cc%hi +AjAj) + A,A, 

tan(00rA.A,A3) = ^^^S_£M.. 
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Da hierin die Quadratwurzeln stets mit positiven Vorzeichen zu nehmen 
sind, so ergiebt sich aus*der letzten Formel ein einwerthiger Aus- 
druck für die Axeneinheit c durch die Indices einer Fläche h und die 
Tangente des Winkels zwischen dieser Fläche und der Basis : 

M) ^ ^ A3 tan(004^AiA2^) 

VÄ, A7+"M2 
Zwischen den Winkeln, welche einre Fläche h einerseits mit der Basis, 
andererseits mit einer Fläche h' aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, 
besteht eine Beziehung, die man mit Yortheil zur Berechnung der Axen- 
einheit c verwenden kann (vgl. den folgenden § 40). Es ist: 

(5) cos (h\ h\ O'h, Ä2 A3) = c[h,h\+h^h'^) 

V{h\h\ + h\h\) {cc{h, h, + A2A2) + A3A3} 

V{h,h,+h^h^][h\h\+h\h\) ' ^ '^ 



Erste Abtheilung. 

Die hierher gehörigen Krystallformen sind durch das Vorhandensein 
einer i-zähligen Symmetrieaxe charakterisirt. 

A. Holoedrische Formen. 

§2- 
Die vollflächigen Formen des tetragonalen Systems besitzen ein Gentrum 
der Symmetrie und 5 Symmetrieaxen : ausser der 4-zähligen Hauptaxe y 
noch 2 + 2 2-zähIige Nebenaxen a^ Oj und ß^ /?2» welche auf y senkrecht 
stehen und die Winkel : 

(«1 «2) = {ßx A) = 900, (a, ^, ) = ...= 450 

einschliessen. Demnach sind die auf diesen 5 Axen senkrecht stehenden 
Ebenen Symmetrieebenen. — Die 5 Axen bilden 16 Winkelräume, in 
denen : 

[aß] = 450, cos (aß) = sin (aß) = V^, (ßy) = (ya) = 90« 
ist, so dass : 



V\ 1 
1 



= i 



Zu einem Flächenpoi hkl, Ä>A', gehören 15 gleichwerthige Pole (vgl. 
die stereographische Projection auf die Ebene der Nebenaxen Fig. 365, 
S. 342). Die allgemeinste Form wird also von 16 Flächen begrenzt. Sie wird 
ditetragonale Pyramide genannt imd führt das Symbol (hkl). Sie 
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hesilzl 24 Kaiifcn (s. Vi^. 366), von denen fi in der horixontalen Haupl- 
symmelrieeVicnc {aii], 8 in den primUren Syiiimelrieebcnen {/«} und 8 in 
den secundNren Symmelricebonen {y{i) liegen. Wir bezeichnen diese 
Kanlcii hczichungsweiso mit ^, §, ij. Sie stosseD in 10 Ecken x 




io zwei i 4- i-kanltgcn an den Enden der Ilauplaxe, vier 8 -f- 2-kaiitig« 
an den priniüren und vier S -f- 2-kimligcn an den secundaren Nebenaxeo. 
Die 16 begrenzenden Polygone sind ungicichäeilige Dreiseite. Aus (1}, 
Seile 340, crgicbt sich : 

iccfik + 11 
cos (f?) — - - 



s!? = 





.V 




c 


;;,*-«■) + 


(( 




Ä 




eclhli + kt) — 


/( 



wonn : 

fern IT 



\=ct:'fi!i +l;l,]+ II 



v.v 



Alls den Forim-In aul' Seile jlü erKiebt .sich folgende RolalioD Kwisebco 
den h'lilehonwinkeln*) : 

* Th, L. Zcllsclir. für Kryst. ISttO, 4. i7l. 



S a— S. Holoedrische Kor 



:■>] 



I = 



:2siD' 



,> '41 



+ Ssi 



, (f) 



+ sin* 



+ SV^s 



,l5l>i„(§ 



FUi' /(^/f erhiilt man eine letragonale Pyramide erslei' Ordnung (AA/), 
für A' =: eine telragonale Pyramide zweiter Ordnung (hOl), für /^O 
diletragonale Prismen {kkO], das telragonale Prisma erster Ordnung (liO) 
und das zweiter Ordnung [400). Für A = A- = resullirt die Basis (00<). 

Telragonale Pyramide 
erster Ordnung [hhl) — 
wird von 8 gleichsclienkligen 
Dreisüiten umschlossen (Fig. 367), 
deren Ebenen den primären 
Nebennxen parallel laufen. Von 
den 1ä Kanten liegen 8 gleiche 
Kudkanten in den primären 
S)nmjclrjcebenen und 4 gleiche 
Mitlelkanten in der Hauptsym- 
nit'trieobene. 






U 




folglieh : 



1 : 



: isini ^ 






COS (D = 



Ist li^.l, so ist die tetragonale Pyramide (AA/) stumpfer, resp. spitzer 
als die Grundform (IH). 

Tetragonale Pyramide zweiter Ordnung {hOl] — wird 
i'hcnfalls von 8 gleichschenkligen Dreiseilen umschlossen (Fig. 368), deren 
Klieiion den secundüren Nebenaxen parallel laufen. Die Endkanten liegen 
in den sccundürcn Symmetricebenen. 

cchk-n 

«'^!^) = ecAA + // 

I = i sin-i M + sini (|) , cos [>]] = sin^ ^-^ 

Ist h ^1, -so ist die Pyramide [kOl] stumpfer, resp. spitzer als die 
primäre telragonale Pyramide zweiter Ordnung {iOi}. 
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Ditelragonales Prisma {hkO)y Ä>Ä', — wird von 8, der Haupt- 

axe parallelen Flächen gebildet (Fig. 369), deren Winkel unabhängig vod 

dem Werlhe von c sind : 

.^. hh — kk 

^' (^' = hh+Tk 

ihk 

''' (•?) = KF+Tk 

(!) + (,;) ^90« 
Aus Formel (3), Seite 343, ergiebt sich: 

I = i sin2 ^ + 2 sin2 ''^: + 2 V2 sin $ sin ^$ 

i 2 2 2 

cos %■ — sin i| = V 2 sin iS) 
2 2 z 



cos -^^ — sin ,^ 



'-'-' ■=V2 sin — 



Tetragonales Prisma erster Ordnung ;llOj — wird von 
vier, der Hauptaxe und je einer secundüren Nebenaxe ß parallelen Flachen 
gebildet (Fig. 370). 




AAdA^^'"" 



Kig. 369. 



HO 



170 



^ "1 



-J.— »... 



bi^. 370. 




ioo 



w 



Fig. 871 



T e t r a f: 11 a 1 e s P r i s iii a zweite r O r d ii u n {: 100, — besteht aus 
den vier, der Hauptaxe und den primären Nebenaxen a parallelen Flachen 
(Fi^:. 3711. 

§3. 

Die Basis (001) erscheint in Combination mit den tlbrigen einfachen 
Formen durch ein Quadrat oder ein Achtseit begrenzt. Ein tetragonales 
Prisma stumpft die Mitlelkanten einer letragonalen P} ramide derselben Art, 
die Mittelecken einer tetragonalen Pyramide der anderen Art und ab- 
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wechselnde Hittelecken einer ditetragoDalen Pyramide gerade ab. Fig. 37S 
(HO), {hkl) Zirkon. Fig. 373 (100), (hhl) Zirkon. Fig. 374 (100), [hht], 
(001) Apophyllit. 



Fig. 372. Fig. 873. Fig. 87*. 

Zwei telragouale Pyramiden derselben Ordnung bilden liorlzonlale 
Combinationskanten ; Fig. 375 (111), (323) und (901^, (302] am molybdan- 
sauren Blei. Treten zwei tetragonate PjTamiden verschiedener Ordnung 
in Combinalion, so erscheinen die Flachen der einen auf die Kanten der 
anderen gerade aufgesetzt, Fig. 375 und 376. Zwei'diletragonale Pyrami- 
den haben dieselbe Basis, wenn ihre Symbole [hkl] und {hkf] sind, worin 




Fig. 175. 



Fig. 877. 



f ein rationales Vielfaches von l ist. In Combinatloa bilden sie horizontale 
Combinationskanten. Fig. 377 siellt die dem regulären Ikositetraeder (Sil) 
ähnliche Gonibinatlon des Leucits (111) (421) dar. 

Zu jeder tetragonalen Pyramide gehören eine eingeschriebene und eine 
umgesch riebe DO Pyramide der anderen Ordnung. Man bezeichnet diese 
beiden letzteren Formen auch als die erst« spitzere und die erste stumpfere 
Pyramide der ersteren Form : 

eingeschrieben: umgeschrieben : 
(AA/) (2A.0-/) (hOl) 

(AOO (hhCf {h-h-il) 
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In Fig. :J75 ist [idi] die der Pyramide (111) eiDgescbriebene uod (303i 
die der Pyramide (2S3) umgeschriebene Pyramide. 

Bei den holoedrischen Krystallen isl der Grad der Symmetrie in der 
ZoDc der Ilauplaxo i , in den Zonen der Nebenaxen 2. Es sind aber auch 
alle Zonen , deren Axen in einer der fünf Symmelrieebenen liegen, d. h. 
alle Kantenzonen der dilelragonalen und tetragonaten Pyramiden nach zwei 
auf einander senkrecht siebenden Ebenen symmetrisch. 

Derartige Zonen sind z.B. an dem Zlriionlcry stall (Fig. 3TSj eotwicbelt, wie 
aus der Linearprojeclion (Flg. 379) hervorgeht. Es liegen auf der Schnilllinie von: 
die Zonen punlile : 

010 [103], [1071 

))0 [tH], IUI], UM] 




X/2ö^^X ! 



B. Trapczotjdrische Demi i^drie. 

§»• 

Die Formen dieser Gruppe besitzen eine 4-ztihlige Hauptaxe und vier 
2-zahlige Queraxcn wie die holoedrischen Formen; sie unterscheiden sich 
von den letzleren durch diis Fehlen des Cenlrums der Symmetrie und der 
Symmelrieebenen. Flüchen, deren Pole in benachbarten Sectoren der Fig. 
380 liegen, sowie eine Flüche und ihre Gegenfliiche sind demnach onab- 
liüngig von einander. Daraus &>tgt, dass die allgemeinste Form dieser 
Gruppe aus einer dilelragonalen Pyramide geometrisch dadurch abge- 
leitet werden kann , dass die abwechselnden Flachen der letileren ver- 
schwinden und die übrig bleibenden sich ausdehnen. So entstehen 
aus der l'yraniide Figur 382 die correlalcn lelragonalen Trape- 
zoeder Fig. 381 und 383, welche enantiomorph sind, da sie weder ein 
Cenlrum noch eine Ebene der Symmetrie besitzen und da eines das 
Spiegelbild des anderen isl. Wir bezeichnen die beiden Formen durch die 
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Swnbolc r,. (A A7) und Ti{hkt]. Jede derselben wird von 8 Flüchen um- 
si'liiossen und hat dreierlei Kanlen: 8 gleiche Endkanten l und i -\- i 
ScitcnltanleQ q und a, welche 
in fO Kcken : zwei i-kantigen 
Endecken und acht ) -f- ' -f- ^- 
kanligcn Seilenecken zusam- 
menslossen. Die Ilauptaxe ver- 
bindet die Endecken. DieQuer- 
•ixen liehen durch die Mitten 
gegcntlbcrlie^endergleicherSei- 
tenkantcn. Die begreozenden 
Polysom' sind gleichschenklige 
Trapezoilie. Aus [1], Seite 340, 
erhall man : 



cos [q] = 







N = cclh/i + kk) + lt 




gesetzt ist. Daraus folgt; 



_ cckk + / / cckk 
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Demnach findet die Relation statt : 



cos (a) + cos (;i) = 2 cos ^' j/sin« i|l — cos A, 

Die übrigen einfachen Formen unterscheiden sich geometrisch nicht 
von den entsprechenden holoi^drischen Gestalten. 

Nach G. Bodewig treten kleine Flttchen eines Trapezo^ders am 
kohlensauren Guanidin (CmN^)^mCO^ auf*). 



G. Pyramidale Hemi^drie. 

§5. 

Die pyramidal-hemiedrischen Formen besitzen ein Gentrum der Sym- 
metrie, eine einseitige 4-zahlige Hauptaxe und eine zu dieser senkrecht 
stehende Symmetrieebene. Die in benachbarten Sectoren der Fig. 384 
liegenden Flächenpole sind unabhängig von einander ; aber zu jeder Fläche 
gehört eine Gegenfläche. Die allgemeinste Form ist also eine tetragonale 



200 




üBf 




Fig. 885. 

Pyramide, welche man geometrisch aus einer ditetragonalen Pyramide, 
(h]kl)j h^k, dadurch ableiten kann, dass man die an abwechselnden 
Seitenkanten der letzteren gelegenen Flächenpaare verschwinden und die 
übrig gebliebenen Flächen sich ausdehnen lässt. Der in der Symmetrie- 
ebene gelegene Querschnitt der neuen Pyramide ist ein Quadrat , welches 
zwischen den entsprechenden Quadraten der tetragonalen Pyramiden erster 
und zweiter Art liegt (Fig. 385). Man nennt daher die neue Form eine 



*) Ueber die Krystallform und die Circularpolarisation des kohlensauren Guanidliis. 
Pogg. Ann. 1875, Ergzbd. 7» 122. Vgl. H. Baumhauer. Die trapezoMrische Hemitf- 
drie des Strychninsulfates. Zeitschr. für Krystallogr. 4881, 5, 577. 
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tetragonale Pyramide dritter Art oder der Zwi Sehenstellung. 
Die beiden correlaten aus (hkl) hervorgehenden Formen bezeichnen wir mit: 

7C^(hkl)y 7ti[hkl) 

eine Unterscheidung , die nur für eine bestimmte Stellung der Hauptaxe 
gültig ist. Jede derselben wird von 8 gleichschenkligen , aber krystallo- 
graphisch unsymmetrischen Dreiseiten umgrenzt. Für den Cosinus des an 
einer Endkante a gelegenen Flächenwinkels erhalt man aus (1), Seite 340 : 

_ II 

'^^^~ cc[hh + kk)+ll 

und nach (1), Seite 342 ist: 



so dass : 



^, _ cc[hh + kk)—ll 
'^^^^^— cc[hh + kk)+ll 

(t) 
cos (^) + 2 cos (a) = 1 , cos {&) = sin^ ^ 

Tu 



Ist /=:0, SO entstehen zwei correlate tetragonale Prismen drit-. 
ter Art oder der Zwischenstellung: 

7r^(AA0), 7ti[hk(S) 

Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe: 7r(ÄA/), 7r(A0/), 
7r(140), TT [100] und 7r(004) unterscheiden sich geometrisch nicht von den 
entsprechenden holo^rischen Formen. 

Beispiele. Am wolfram sa ure n Kai k (Scbeelit) a Ca YVO*, a -. c 
SS \ : 4,58597, tritt eine Reibe von Pyramiden dritter Art in den Endkantenzonen der 
Grundform n(\hh) auf. Da : 



\1\ 



ist, so erfilllen die Indices dieser Pyramiden die Bedingung : 

Nach M. Bauer*) fehlt « «= ni{\Zh) fast an keinem Scheelitkrystall. Dem- 
nächst findet sich ziemlich häufig h = 7r^(34 3) als schmale Abstumpfung der Kante 
[Wh, 401]> (s. Fig. 386, S. 850). Es ist der Winkel : 

(43^4^) = 280 21' 

(144^348) = 24 24 

(348''404) = 45 37 

Dagegen Sind selten : ^8=;r(242}, i^n(K\K), fc «= ;r(545) und <»7i(42.4«42). 
Eine z^veite Reibe von Pyramiden dritter Art tritt in der Zone : 



044 
484 



= [144] 

auf. Die Indices dieser Formen genügen also der Bedingung : 

2üf — Ä4-/= 
Hierher gehören: t s 7r/(442) und w «= 7i;(54 3). Tetragonale Prismen dritter 



*) Kryst. Unters, des Scheelits. Wttrttemb. naturw. Jahresh. 4874. 
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Art beobachtete Bauer am Scheelit von Schlaggenwalde, darunter namentlich 

q r= 71/(210), bestimmt durch die Zonen: 

I ^^I 
I OH 



= [IH], 



131 

011 



= [«iO 



Nach J. D. Dana*) treten am molybdänsauren Bleis P6 Mo O^ , a z c 

= 1 : 1,574, die Prismen 7r{810), ;r{320), 7i(480), ;i(650) auf (s. Flg. 887). 






Fig. 386. 



Fig. 387. 



Fig. 388. 



Am Erylhroglucin = C*//>0(>*, a : c= 1 0,3762, fand J. Schabos**), 
dass neben 7r(111), 7r(100) meist nur 77/(311) auftritt. Kommen die correlaten Formeo 
7r/(311] und 7r^(311) zusammen vor, so unterscheiden sie sich durch die Grö<ise 
ihrer Flächen (s. Fig. 888). 



Zweite Abtheilung. 

Für alle Formen dieser Abtheilung ist die Ilauptaxe eine 2-zUhlige 



Symmelrieaxe. 



D. Sphenoidische llemii^drie. 

§6. 



Die spenoidisch-hemiädrischen Formen besitzen eine 2-zähIige Haupt* 
axe / und zwei gleiche, auf einander und zur Ilauptaxe senkrecht stehende 
2-Zcihlige Queraxen a^ (x^. Durch die Hauplaxe gehen zwei Symmetrieebe* 
nen, welche die Winkel zwischen den Axen «, a^ halbiren. Diese Symmetrie- 
eigenschafien werden durch Fig. 389 veranschaulicht. Zu dem PISchen- 
pol hkl^ h > Ä-, gehören 7 gleich werth ige FUichenpole : 



oben: 


hkl, 


khl. 


hkl. 


khl 


unten : 


hkl, 


khJ, 


hkl, 


kkl 



*) A System of mineralog>\ 5. ed. New- York 1872, 607. 

^*) Bestimmung der Kr> stallgestalten in ehem. Laborat. erzeugter Producte. Wien. 
1855, 26. Taf. V, Fig. t1. 



D 



$ 6. Spfaenold lache Hemiedrie. 



Die entsprechen den Flächen umschliessen 
spbenoid. Die Flüchen: 



tetrugonales 



khl, hkl, khl_ 
khJ, kkJ, kkl 
Diese beiden correl.nlen Formen kann 
Fig. 390 mit Fig. 366 hervorgeht, geo- 



oben : kkl, 

UDlen; kkt , 

bilden elienTalls ein Disphenoid. 
man, wie aus dem Vergleich voi 
melrisch aus einer ditelragona- 
len Pyramide ableiten, indem 
man die Über abwechselnden 
Oktanten «i «j y gelegenen Fla- 
chenpaare fortfallen lässt oder 
allein beibehält. Wir unter- 
scheiden die abwechselnden 
Oklnnlon als direcle und inverse 
[in Fig. 389 sind jene weiss ge- 
lassen und diese schraffirti, jene 
sind mit der Charakteristik 4- 
und diese mit der Charakteristik 
— versehen, was nach S, 136 
andeuten soll, dass die diametral 
gegenüberliegenden Oktanten 
die Charakteristiken — und ■+- ,. ■** 

erhalten, also inverseunddirecte 
sind. Wir bezeichnen nun ein: 

directes Disphenoid mit Q^lhkl) 
inverses Disphenoid mit ^; [fikt] 
Kin Disphenoid [s. Fig. 390] wird von 8 ungleichseitigen Dreiseiten 






Flg. 890. 
begrenzt und hat 18 Kj 



Fig. 39). 
, welche den gteichnamigen 
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Kndkanten der ditetragonalen Pyramide {hkl) enlsprechen^ 4 Endkantenr 
und 4 im Zickzack auf- und absteigende Seitenkanten fi. Diese Kanten 
slossen in 6 Ecken : zwei t + 2-kantigen Endecken und vier 2 + < + I- 
kantigen Seitenecken zusammen. Die Hauptaxe verbindet die Endecken. 
Die Queraxen gehen durch die Mitten gegenüberliegender Seilenkanten /i. 
Aus (i), Seite 340, erhüit man: 

, 2cc//Ä' + // 

cos [rj) = 

— 2cchk + // 

cr(h h — kk)—l l 

iV 
worin : 

N=cc(hh + kk)+ U 

gesetzt ist. Folglich ist : 



cos [v] = 
cos [u) = 



N 

ccih 4- 
i sm^ - -■ = 



o.:,9 W^ ^M/^+ /0(/^+A') 



A 

und daraus ergiebt sich die Rehition^>: 

sm ^ '' + sm ■ =12 cos ~ 
oder : 

2 sin ^ ' — sm — — r — ~ = V 2 cos -^ 

Ist // = k, so erhiilt man correlate tetragonale Sphenoide : ^^j (AA/) 
und (i, /////;. Ein Spheuoid (s. Fig. 391, S. 351) wird von 4 gleichschenk- 
ligen Dreisoiten begrenzt und hat 6 Kanten : i horizontale Endkanten f^ und 4 
Seilenkanten /i. Die Mitten der Endkanten werden durch die Hauptaxe, 
die gegenüberliegenden Seitenkanten durch die Queraxen verbunden : 

— icrhh + II 
cos r\= - 1 i r II 

— // 

cos it = . , , , , , 

icchh + // 
folglich : 

cos y -f- ä cos n = — 1 



sin ^ 



. -^ \ i cos ^' . 



*j Tli. L. Zeitftcbr. für kryslallo^r. 4 88ü, 4, ^74. 
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Die übrigen einfachen Formen dieser Gruppe ß (ÄO /), ß (AA*0), ß (1 10), 
Q (100), Q (001) unterscheiden sich geometrisch nicht von den entsprechen- 
den holoedrischen Formen. 

Combinationen: Am Harnstoff = Cfl»iV2 (a : c = 4 : 0,8345) tritt 
neben dem Prisma q{MO) und der Basis ^(004) das Sphenoid Qdi^^*) auf (s. Fig. 392). 
Der in Fig. 393 dargestellte Krysiall des K u p f e rk i e se s «= Cu Fe .S? (a : c = ^ 0,9856) 
zeigt die correlatenSphenoide ^^(4H)und ^,-(H4), von denen das erstere vorherrscht, 
und ausserdem die Pyramide zweiter Art ^(201), deren Endkanten von den Flächen 




jii 





Fig. 392. 



Fig. 393. 



Fig. 894. 



jener Sphenoide gerade abgestumpft werden. Die flttchenreiche Combination des 
Kupferlvieses vom Ramberg bei Daaden (Fig. 394) enthält das Prisma erster Art 
()(H0), die Basis ^(004), die Pyramiden zweiter Art ^(101) und ^(201), das Sphenoid 
(i,/(4 11) und das Disphenoid ^^(518). Diese letztere Form ist dadurch bestimmt, dass 
die Fläche 513 in die Zonen: 



111 
201 



fallt. 



MI 5], 



1^1 
111 



[15T] 



E. Rhombotype Tetartoödrie. 

§7- 
Die Formen dieser Gruppe besitzen eine 2-Zcihlige Hauptaxe y und 
zwei ungleiche 2-zählige Queraxen a^ 0f2- Diese Symmetrieeigenschaften 
worden durch Figur 395, Seile 354, veranschaulicht. Zu einem Flachenpol 
hh'l, h > Ä-, gehören drei gleichwerthige Pole: 

oben: hkl^ hkl 
unten: hkl^ hkl 

Die entsprechenden Flächen umschliessen ein Sphenoid (Fig. 396, 
S. 354), dessen Polygone ungleichseitige Dreiseite sind. Die beiden End- 
kanlen w sind horizontal, kreuzen sich aber nicht rechtwinkelig. Von den 
vier Seilenkanten /ti und x sind nur die gegenüberliegenden einander gleich; 
die Kanten ^i entsprechen den gleichnamigen Kanten des Disphcnoids 
()'hkl) (vgl. Fig. 390, Seite 361). Die Axen verbinden die Mitten gegen- 

L i e b i s b , Geomotr. KrjsUUogr. 28 



354 



Fünfzehnlos Kapilel. 



überliegendcr Kanten. Da dieses Sphenoid im Vergleich zu den SpheDoidni 
der vorigen Gruppe ein scliiefes uder verzogenes Ansehen hat, so wird es von 
Naumann'} als Plagiosphonoid bezeichnet. Geht man VOD dem 
Flychenpol khl aus, so erhält man die gleicbwerthigen Pole: 



Hl, 
kill, 



kU_ 
khl 



_,,.e?'^TmT^ 



Die ihoea entsprechenden Flächen bilden elwnfalls ein Plagiosphenoid. 
Aus dem Vergleich von Fig. 
395 mit den Fig. 389 und 384 
ersieht man , dass am der 
Vereinigung dieser SpheDoids 
das Disphenoid (f^ [likl] ent- 
steht, und dass umgekehrt 
jene Sphenoide aus dem Di- 
sphenoid durch Zerftllnni 
desselben nach dem Princip 
der irapeioedrischen Hemie- 
drie hervoi^ehen. Von deo 
beiden Flachen des Dispbe- 
noids, welche über dem 
Oktantea vom - rechts- oben 
liegen, enthalt das erste f\9- 
giosphenoid die lioke, du 
zweite die rechte Fläche. 
Dem^omllss bezeichnen wir diese Formen als: 





Fi-;. 39«. 



Fig. IST. 



linkes direcles Platiiosplienoid Qij-hkl) [Fig. ts«) 
rcohles dirccles Plaitiosphcnoid ^rdhkl) 
in unalo)ier Wt^isc gehen aus dem Disphenoid ^^fikl] zwei correlal« 
l'la(:iu5phenoi(U> hervor, ein : 

linkes inverses I'la(iiosph4<noid ^;, hkl) 
rechtes inverses Plaj^iosplienoid q^ Jikl] [Fig. jgi] 

*. Eli-m. tj^r tboorft. Kristaliogr. Leipiig I8SS, tSt. 
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Sie werden beziehungsweise umschlossen von den Flächen : 

oben: khl, khl 

unten: khl, khl 
und: 

oben: hklj hkl 
unten: hkl, hkl 

Die in Rede stehenden Formen besitzen weder eine Symmetriebene 
noch ein Gentrum der Symmetrie. Dagegen ist von zwei correlaten directen 
oder inversen Plagiosphenoiden eines das Spiegelbild des anderen, denn 
sie enlslehon durch Zerfällung einer Form, welche Syrometrieebenen be- 
sitzt. Folglich sind : 

Qldihkl] und prd(*^"0 

Ql^ (hkl) und ^^,. (hkl) 

zwei Paare von enantiomorphen Formen. Ebenso erhält man aus der 
Vereinigung von : 

Qldihkl) und pri(**0 [Fig. 396, 397] 

Qu [hkl) und Qrfi{hkl) 
Disphenoide. Daher sind auch diese Formenpaare enantioroorph. Dagegen 
sind die Plagiosphenoide : 

Qld(hkl) und Qu (hkl) 

Q^^(hhl) und Qri(hkl) 

welche vereinigt zw^ei Trapezo^der liefern, tautomorph. 
Aus (1), Seile 340, folgt: 

, , —cc(hh + kk) + II 

cos (cu) = iz '—^ 

N 
, . cc Ihh — kk) — // 

cos (/i) = — ^ -^ 

,, ccl — hh-^-kk) — II 

cos (r) = — ^ -^ ^ 

worin : 

N=cc(hh + kk) + ll 

gesetzt ist. Hieraus ergiebt sich die Relation : 

cos (w) + cos (]ti) + cos (t) = — \ 

Man erhalt für h = k tetragonale Sphenoide, welche sich geometrisch 
nicht von den hemiädrischen Formen (Seite 352) unterscheiden; für fc = 
horizontale Prismen; für / = verticale Prismen von rhombischem Quer- 
schnitt; für / = und h = k ein Prisma, welches sich geometrisch nicht 
von dem tetragonalen Prisma (Seite 344) unterscheidet; für / = fc = 
verticale Flächenpaare; für A = Ä = die Basis. 

Eine hierher gehörige Substanz ist noch nicht beobachtet worden. 

Anmerkung. Die Plagiosphenoide sind den rhombischen Sphenoiden ähn- 
lich (vgl. § 3, Kap. 16). Sie unterscheiden sich von diesen wesentlich dadurch, dass 
Sic nur eine geometrische Constante haben , während die rhombischen Krystalle 
zwei Constanten besitzen. 

28* 
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F. Sphenoidisclie Tet nrlotfdrie. 



Die sphenoidisch-telarto^ 
(Iri.sclien Formen besittea eine 
einseitige S-iahligo Symmetrie- 
.1X0. Sie gehen geometrisch au 
den sphenoidisch-hemi4klrischen 
Formen niich dem Princjp der 
pynimidnlen Hemiüdrie her\'or, 
wie es Fig. 398 veranscbaulichl. 
Man erhalt auf diese Weise drei 
Arten von Sphenoiden , drei 
Arien vierseitiger Prismen und 
die Basis, also eine Gruppe von 
Formen, welche den rbomboe- 
driscIi-tetartoCdrischen Formeo 
des hexagonalen Systems ent- 
sprechen. 

F^ine hierher gehörige kry- 
slallisirte'Sulislanz ist noch nicht mifuoriindcn worden. 




na. »8. 



§3. 
Ilcniimorph ist nach P. Groth JodsucciDimid 
= C*ll*0''\J. Ein Kryslall dieser Substanz besitzt eine 
ciiiseilif:» 4-zilhltge Hnuptaxe. durch welche vier Sym- 
nietric ebenen gehen {Fig. 399 . 

§10. 
Zur Berechnung der Axeneinheit r ist dit 
Kennlniss eines Winkels /wischen zwei FlHchen, deren 
indice.s (■cßchcn sind, erforderlich. Dabei ist die Wahl 
der Fliii-Iien zuerst der Best^'hrilnkung unle^^«'orfeD, da» 
nicht beide Flachen in die Zone der llauptaxe j- = [OOT 
lallen dUrfen, da alle Winkel zwischen Flächen aus dieser 
Fi)!. 199. Zone von der Axeneinheit c unabhängig sind. 

Avs der Relation zwischen einer Irigonometrischni 
Function eines Flürhenwinkels. den Indirc; der Ktilchen und der Axenpin- 
heil '■ s. S.:tiO eri:ieht sich im Alijicnicineii eine Gleichung des zweiten 
<ira<les zur Herociaum}; von c. Nur in <icm bestmderen Ffllle, wo eine der 
beiden Flüchen . welche den Winkel einschliessen. die Basis /** =3 (Ofll) 
ist. erhallen wir sofort: 
,,, h. Inii ni)r/(,/(..AVl 

!■ '•= — :^rTT- - 

1 A, A, + t,.,h. 




§ 10 — 13. Berechnung der Axeneinheit c. 
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worin die Quadratwurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen ist. Dem- 
i^emäss inUssen wir bei der Berechnung der Axeneinheit c zuvörderst 
darauf ausgehen, aus dem gegebenen Flächenwinkel einen Winkel zwi- 
schen der Basis und einer Fläche mit bekannten Indices, welche nur nicht 
in der Zone der Hauptaxe liegen darf, abzuleiten. Nun haben wir S. 344 
gesehen, dass zwischen dem Winkel: 

(00^*1^2 Äs) 
und dem Winkel, den die Fläche h = [hih^h^} mit irgend einer Fläche 
h' = [/i\ h'20} aus der Zone der Hauptaxe einschliesst, die Beziehung: 

(2) cos (h'-h) = Kh\+h^h\ ^.^ . 

stattßndet, worin die Axeneinheit c nicht auftritt. Da nun aus dem Winkel, 
den die Fläche h mit irgend einer, nicht in der Zone der Hauptaxe ge- 
legenen Fläche einschliesst, ein Winkel (Ä'^A) auf Gfiind der im Folgenden 
zu beweisenden Eigenschaft der tetragonalen Krystalie immer abgeleitet 
werden kann, so ist aus (2) auch der Winkel (OOI^A) stets zu berechnen. 

Die hierbei in Betracht kommende Eigenschaft der tetragonalen Krystalie 
ergiebt sich aus folgender Erwägung. Es seien : 

9 = {9\ 92 9z} j 9 = {9\ 9\ ff'a} 

zwei Flächen eines tetra- 
gonalen Kryslalles und m 
diejenige Fläche aus ihrer 
Zone, welche gleichzeitig 
der Zone der Hauptaxe 
^ = [001] angehört, der- 
art, dass: 

m = [[(j(jh'¥9')i'^} 
so ist nach § \ dieses 
Kapitels in der Zone der 
Hauptaxe eine zu m senk- 
recht stehende Fläche q 
mit dem Symbol : 

q = {[99')x'[99')i'^} 
vorhanden (s. Fig. 400). 
Daraus folgt, dass die den 
Zonen : 

[p'q], [99' \ 

gemeinsame Fläche s mit dem Symbol : 

^ = {(^')i [99')'i • (s7)2 [99')z ' (99li (??')i + {99)2 [99)2) 
welche ebenfalls senkrecht zur Fläche m steht, krystallographisch möglich 
ist. Wir können also den Satz aussprechen : 
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In jeder Zone eines tetragonaien KrystcUles sind %wei %u einander senk- 
rechte Flächen vorhanden^ ron denen die eine gleichzeitig der Zone der Haupir- 
cuce angehört. 

Hierin ist offenbar eine weitere Beschi^nknng ftlr die Wahl der beiden 
Flächen, aus deren Winkel die Axeneinheit c berechnet werden kann, 
begründet. 

Sind nun die Indices der Flächen g^ g' und der von ihnen einge- 
schlossene Winkel {g^g') gegeben, so sind uns in der Zone [gg'] die Indioes 
von vier Flächen: 

und zwei Winkel : 

bekannt. Folglich können wir nach dem in § 2 des vierten Kapitels be- 
schriebenen Verfahren den zur Berechnung der Axeneinheit c erforderlichen 
Winkel [m^g], resp. [fn^]y ermitteln. Bezeichnet man zu diesem Zwecke 
das diurch die Indices von g und g' auszudruckende Doppel verhältniss: 

[mgg's) = A 
so ist: 

(1 — A] cot [mg] + yl cot [mg') = cot [ms] = 
oder, da: 

("»?') = [mg) + igg') 

ist: 

tan [(mg) + (gg')] = j^jj tan [mg) 
Wenn man zu dieser Gleichung : 

tan {mg)== tan (mg) 

addirt und subtrahirt und darauf den Quotienten der so entstehenden Aus- 
drücke bildet: 

/^*^ tan[(mg) + (gy^)] + tan(mg) ^ sm[i (mg) + (gg')] ^ ^ ^ _ ^ 
^ ian[(mg)-+-(gg']] — tan (mg) sin (gg) 

so hat man damit die Relation gewonnen, aus der (m^g) berechnet werden 
kann. Es ergiebt sich dann der Winkel zwischen der Basis p^ und der 
Fläche g aus der oben angeführten Formel (2) : 



(2«) sin ip^g) = V(g-g'+g^g^Hy)»(gg');+(gg'i^(gg') a cos [mg] . 

Ü\ ^99 )2 — 92 [99 )i 

und schliesslich erhält man die Axeneinheit c aus der oben angeführten 
Formel (1) : 

(3*) c = g3 tan (p^g) 

y9\9\ +9292 
Wir wollen jetzt den in der Formel (1*) auftretenden Werth des 
Doppelvorhällnisses A ausrechnen. Bezeichnen wir die Indices der 
Flächen m und s für den Augenblick mit : 

m^m^m^^ «1*2^3 
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so ist: 

und für £ = 5 = 1 erhalten wir : 

j___ ^2g'3 ^3g'2 , g2^3 g3^2 

929'ß— 939^2 '"hh — ^h 
oder: 

^^ g3 g2 [(gg')l (ggll + (gg')2 (g/)2] + g3 [99')2 {99'h 
' (99')i' {gg')l(gg')l + (gg')2(gg')2 

Nun ist: 

»1 (?S')i + ^ i99'h + 93 (99')3 = 
folglich : 

A_„' 9i(99')i—9ii99h 

^^'{99'h(99')i+{99'h{99'h 

Demnach geht jetzt die Formel (1*) über in : 

(1-, 2 i \= ^'^^'^ ^^^ ^^ "^ 9292)—9z9zi9\ 9\ + g'2/2) ^ sin [^mg)+(99')] 
^ ^ (99')\ (99\ +{99\ (99I2 sin(j^') 

Denselben Werth *) erhält man aus : 

(2) 2^_1=J!]^M1±1^ 

^ ^ tan(mj) — tanfm^) 

Denn es ist nach den Formeln (1) auf Seite 340 : 

tan (mg) = — ? — 7 — tt^ -. — 77-. 

^ ^^ o{9i{99)2 — 92{99)i} 

tan (mg)= -7-— — —^-^ — — — j-^ 

^ ^^ c{9i{99)2—92{99)i} 
worin der Kürze wegen : 

^= y(99')i (99')i + {99'hi99'h + cc{gg'Uycj'), 
{gesetzt ist. Darausfolgt: 

tan(mg)=^ g\^g<^-gV^g> tan(mgO 
^ g3 9\(9 9)2 — 92(99)1 ^ 

Trägt man diesen Werth für tan (mg) in (2) ein, so ergiebt sich der 
Ausdruck (1**). 

Wir wollen die allgemeine Methode zur Berechnung von c durch ein B e i sp ie 1 
erläutern. Nach V. von Zepharovich**) ist an den grünen Krystallen desVesu- 
vians von der Mussa-Alpe in Piemont: 

[gg')=^ 34J^m= 160 50' 7" 

*) Die hier beschriebene Methode zur Berechnung von c ist von V. von Lang vor- 
{^eschlagcn worden (vgl. dessen Lehrb. der Kryst. Wien 1866, § 98); doch ist die, der 
obigen Formel (1**) entsprechende Formel (8) auf S. 329 nicht richtig. 

**) Kryslailographische Studien über den Idokras. Sitzungsber. Wien. Akad. math.- 
nalurw. Classc 1864. 49. 
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Zunächst erhält man aus der Formel {i**}: 



,^^, = ü?dil)r-Vf^i:«) = , 



folglich ist: 

sin[i[mg)-i-[ggy\ = sin(flfflf') 
also entweder : 

^im9) + {99']=[99') 
oder: 

üWflrJH- (flTflf') =< 800 — (flTfl^) 

Da der erste Werth sinnlos ist, so ergiebt sich : 

img) = 900 — (flrflr'j, {4T0^812) = 730 9' 55" 

Demnächst findet man aus der Formel (i*): 



oder : 

sin p^g) = y 5 cos 780 9' 53", [p^^g) = 400 ji' 4»^6" 

Schliesslich ergiebt sich aus der Formel (3^): 

^^2tan!^^ c = 0,68758« 

V9 + 1 

§11. 

Fallt die Flache s mit der Basis p^ zusammen, so vereinfachen sich die 
Formeln des vorigen Paragraphen, namentlich in den beiden Fallen, wo 
ausserdem : 

resp.: 

92 = ?'2 = 

ist, d. h. wo der zur Berechnung der Axeneinhcit c gegebene Winkel von 
corrcspondirenden Flachen zweier tetragonalen Pyramiden erster Art, resp. 
zweiter Art gebildet wird. Im crsteren Falle ist : 

{39li = — (ff»')2 
m = 110 

*/M J O «/S J 1 

im letzteren Falle : 

sin { 2 ^m<,) + ai)\ = f;>"^^!' ' '*'» '^»'■' 

f/l tf 3 J?3 ff 1 

(/''</)+■;</'») = 900 

c = 2? tan />»ol 
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Aus den Ergebnissen des § 40 fliessen insbesondere die Relationen, 
welche zur Berechnung der Axeneinheit c aus Flächenwin- 
keln einfacher Formen dienen. Der in Formel (4) des §40: 

_ liSLn{00\"hkl) 

^ ~ Vhh^kk 

auftretende Winkel zwischen der Basis 004 und der Fläche hkl ist gleich 
dem halben inneren Winkel der Flächen : 

hkl und hkJ 
an einer Kante ^ der ditetragonalen Pyramide [hkl) (s. Fig. 366, 

(n 

Seite 342], oder gleich dem Complementwinkel von ~: 

(00rÄ/t/)=90« — ^ 
so dass: 

' /cotf 

(I) c = 



Vhh+kk 

Beispiel. Beträgt der Winkel (C) der ditetragonalen Pyramide (312) des 
Vesuvians 99^ i 9', so ist : 

2 cot 490 391' 
c = ;= — ?- = 0,5871515 

Soll die Axeneinheit c aus dem Flächenwinkel (^j der ditetragonalen 
Pyramide [hkl) berechnet werden, so ist: 

9 = {hkl), g' = [hkl} 
und demnach : 

m = {OTO} 

zu setzen. Man erhält in diesem Falle aus der Formel (4**) des § 40 : 

2^1 — 4 =0 
also ' 

sin [2 {mg) + {gg')] = 
folglicli entweder : 

oder: 

9{mg)+g9')=mo 

Von diesen beiden Werthen kommt, wie aus dem Anblick der Zone 
[g, m, g'] erhellt, nur der zweite in Betracht. Also ist: 

[mg] = 900 _ |) 
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und demgemüss nach Formel (%*) in § 10: 



(11) sm (p» j) = _^ sin ^ 

Schliesslich findet man die Axeneinheit c aus der Formel (3*) in § 10: 

(II») c = l^(?fül 

Vhk + kk 

Beispiel. Am grünen Vesuvian von der Mussa- Alpe ist der FlächeDwiiikel{{) 
der ditetragonalen Pyramide (81 S): 

(D = 8<J^8T4 = J80 88'6" 
folglich : 

sin(p8^) = _-(/<0sin HO 49' 3", {gp^=^ 40» tr 44 J" 
und demnach : 

%z. ian ip^g), c = 0,537544 

To 

Soll die Axeneinheit c* aus dem Filichenwinkel (rj) der ditelragoDaleo 
Pyramide (hkl) berechnet werden, so ist: 

9 = {hkl}, 9' = {hkl), m = {T<0) 

zu selzcn. Man erhalt auch in diesem Falle aus der Formel (1**) des § 10: 

2^ — 4=0, (mg)=900 — §-^ 
Demgemiiss ist nach Formel (2*) in § 10: 



„n . / 3 ^ V^(hh + kk) . [rj) 

[Ul) sin [p^g) = — \_i. sm '^'- 

und nach 3*) 

Vhh + kk 

Beispiel, ist am grünen Vesuvian von der Mus}>a-Alpe: 

(jn)= 8<i"U« = 830 40' <5" 
so findet man : 

sin ipr^g = ys'sin <60 50' 7J". Ip^g) = 40« %i' 44' 
und demnach : 

= tan (|>3/7), c«=i 0,587548 



YiO 



Aus den Formeln (1*! — 1 111) erhält man als specielle Fälle die lur Be- 
rechnung von c aus den Flächenwinkeln tetragonaler Pyramide! 
dienenden Relationen. Zunächst crgiebt sich für die Pyramide [hhl] [s. 
Fig. 367 Seite 343) aus (1): 

c = i"^ 
h yi 
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und aus (II) : 



'co8^ = Väsini*) 



.-I 



' = h 



Vi 



Andererseils findet man fUr die Pyramide {hOl) (s. Fig. 368 S. 343] 

aus (I): 



und aus (III): 



'-^'1 



•oos §=y2 



sin 



w 



l (0 
c=^-cotii' 

Wir betrachten jetzt noch die einfachen sphenoidisch hemiä- 
drischen Formen. Zur Berechnung der Axeneinheit c aus dem Flächen- 
winkel [t]) eines Disphenoids t(äA/) (s. Fig. 390, S, 351) dienen die 
Formeln (III) auf S. 362. Soll dagegen c aus dem Flächenwinkel [fi) be- 
rechnet werden, so müssen wir auf die allgemeinen Formeln des § 10 
zurückgreifen. Aus (1**) ergiebt sich zunächst für: 

m = {<00} 

dass: 

2^ — 4 = 

also : 

2 (mr/) + (?</') = |JgQo 

ist. Der Anblick der Zone [j, m, g'] lehrt, dass nur der erste Werth in 
Betracht kommt. Demnach ist: 

oder : 

und folglich nach Formel (2*) in § 10 : 



*) Diese Relation zwischen den Flttchenwinkeln (Ound (|) einer tetragonalen Pyra- 
mide erster Stellung wird auf die früher (S. 343) angegebene Gestalt durch folgende Um- 
formung zurückgeführt: 

cossi^^ = SsinsiÜ = \ — cos(fl 
cos (I) = 4— cos2 ^ s= sin2 ^ 
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(IV) 



sin {p3g) = 



Vhh-\- kk lu) 



und nach Formel (3"^) desselben Paragraphen : 

/ tan ip^g] 
(IV») c = , ^^ ^^ 

^^ Vhh + kk 

Hieraus erhält man als einen speciellen Fall die zur Berechnung von c 
aus dem Flächenwinkel {^) eines SphenoidsT[AA/](s. Fig. 391, S. 351] 
dienenden Formeln, wenn man beachtet, dass bei dieser Krystallform : 



iP^y) = ^^ 



ist: 



sini^Uv^cos^'*) 

h |/2 
Beispiel. An dem Disphenoid t (3 1 3) des Kupferkieses ist : 



folglich nach (IV): 



Kü cos 460 54- 
3 



und demnach : 



8in{f^g)i 

(ffig) s= 460 4' jsj" 
3 



c = 



tan(p3^) 



c «= 0,984924 

Sind die Winkel bekannt, welche eine Fläche s =:{AA*Q mit iwei der 

Axenebenen : 

pi = {100}, p2 = {010}-, p3 = {001} 

einschliesst, so ist ihre Neigung zu der dritten Axenebene aus der Relation : 

cos^ [sp^; -f- cos2 (sp^j + cos^ [sp^) = 1 



oder: 



cos^ [sp^)=^ — cos [[sp'^) + [sp^)] cos [(sp2) — (sp')" 



COS*^ (S/)^) = cos [(Sp^) + (5p*J 

cos^ (ä/}3) = — cos [{sp^) + (s/)^ 



cos 
cos 



(5p3)_(5|,l) 

[sp^)-[sp^] 



zu berechnen. Man erhält darauf die Verhältnisse der Indices aus : 

Ä : Ä : - = cos [sp^] : cos [sp^) : cos (sp^) 
c 



*) Vgl. über diese Relation zwischen den Flächenwinkeln eines tetragonalen Spenoids 
$. 35i. 
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Beispiel. Am Vesuvian (c s= 0,587195) seien zur Bestimmung des Symbols 
der Fluche s die Winkel : 

(«pi) s= 350 94', {sfß) = 590 ar 

gemessen. Dann ist: 

cos^ [5pS) BS — C06 940 404' cos 340 24 ^' 

(«p2)s- 740H' 46" 

Ä : ik : i«= COS3509J': cos 74© ii' 46": 0,537195 COS 590 81' 
a= 0,817564 : 0,173486 : 0,373513 

folglich erhält man : 

5 = {811} 
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IT. Das rhombische System. 

1. Allgemeine geometrische Eigenschaften. § 2. HoloSdrische Formen. 
§ 3—4. Hemiädrische Formen. § 5. Hemimorphe Formen. § 6—8. Be- 
rechnung der Axeneinheiten. 



Ein rhombischer Rrystall besitzt drei auf einander senkrecht stehende 
ungleiche 2-zählige Symmetrieaxen. Von diesen wird eine vertical , eine 
zweite quer zum Betrachter gestellt; dann läuft die dritte Axe auf den 
Betrachter zu. Gleichwerthige Flächen erhalten Symbole , in denen die- 
selben Indices in derselben Reihenfolge, nur mit anderen Vorzeichen, auf- 
treten, wenn man die Lage der Flächen durch ihre Abschnitte auf den 
Symmetrieaxen bestimmt. Die Einheiten abc dieser Axen sind ungleich; 
ihre Verhältnisse, die geometrischen Constanten des rhombischen Krystalls, 
sind zwei von einander unabhängige Grössen. 

Die trigonometrischen Functionen der Flächen- und Kanten winke], 

ausgedrückt durch die geometrischen Constanten und die Indices , erhält 

man aus den allgemeinen Formeln in § H des zehnten Kapitels, indem 

man setzt : 

a|=a, 05 = 6 = 4, a^ = c 

[Tt'^Tt^) = {jC^Tt^) = [Tt^Tl'^) = 900 
Cjj = C22 = C33 = 4 , C23 = Cq = Ct2 = 
^,1 = z/22 = -^33 = ^ ^23 = -^31 = ^12 = 0, z/ = 1 
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Dann isl: 

3 

a = iö,ait oa ^ "* cc 

Folglich : 

(2) sia(lin}= ac y ^ ^, 

worin : 

ff' = c^A'i A'i + a^cn\h\ + a^h\h\ 
gesetzt ist ; femer : 

Für die Tangenten der Flächenwinkel aus den Zonen der Axcd 
7t^ Tt^TX^ erhält man : 



tan(0Ä2A3N)Ä'2Ä'3) = 



, ,.,_ c[hh') 



1 



c^A^Ä'j + Aj/t'ß 



(4) tan(A,0A3X0A'3)=3,^-|fÄ_ 

tan(A,A,0V,A',0)= ^^^,;]:^J3^^,^ 
und insbesondere : 

tan (0<0*0A,A3) = - r > »«« (004*0 AjA,) = — c^ 

(5) tan(00rA,0A3)= -Ji, tan (<00*A,0A3) = — -^ 

tan (i 00* A, AjO) = o J? , tan (01 0*Ai A, 0) = — - Ji 

Hieraus ergeben sich einwerthige Ausdrücke für die Axenein- 
heilen : 

c = 5^. cot (010*0*2*3) 
"2 

(6) - = Ji cot (00^*1 A3) 

a = T^ tan (1 00**1 Ajö) 
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Für den Winkel zwischen der Basis p3t={001} und einer Fläche 

// = {^1^2 ^3} erhalt man: 



(7) 






Es seien g = {ji ^ ^/s) und k = {^1^2 ^3} ^swei Flächen, welche mit der 
Basis 001 in einer Zone liegen, so ist: 

1 

9\ 9i ?3 = ji Aj — gi h'x = 
kl A*2 A3 

oder : 

und demnach nach der letzten Formel : 

tan (p^g) ^ Ji^^gj^ 
tan (p» A) k\ j3 Aj ^3 

Analoge Ausdrücke erhält man fUr zwei Flächen, welche mit der 
Axenebene p'^ = (010) oder mit p^ = {^00} in einer Zone liegen. Denn 

es ist : 



(8) 



tan(p2(^)=l»il/aa^^ 
acg2^ gigx 



+ CC 



und, wenn die Fläche / = {/j /j ^3} mit p^ und g in einer Zone liegt : 

93 h 



folglich : 
(8») 

Ferner ist: 



9\ ^1 

tan (p^g) ^9\k^^9zh 
tan(p2/) k 92 k 92 



tan(p«(/) = -^]/< +CC 



9292 



9\ ' 9^93 

und, wenn die Fläche f= {f\fif^ mit p* und g in einer Zone liegt : 

92_f2 

S3 h 



folglich : 



(SM tan (p'g) ^9_2U^9ifl 

tan(pY) /i?i Agi 
Wenn man zu der Gleichung (8) : 



tan 



(P»</) = ||lan(p»*) 



368 SechstehnlM Kspilel. 

die Gleichung : 

tan {pU-) = Un{pSfr) 
addirt und sublrahirl und darauf den Quolienten der so entslehenden Au»- 
drUcke bildel, so eriiült mau ; 

tan (p'y} + tan 'p'A) _ sin[a(p'g) + (gA-;] _ g^kt +gi*a 



(») 



tan (pJj)— tan (pH-) 



fj*i + 



sin {gkj 



93 "i — S3*J 
In analerer Weise erbült man aus (8*] und 
tionen ; 

3in[g(p»g) + [ffO] ^ gtl,+ gjjj ^ g^lj + ftf, 

sialgl} y^l, —31h 9ih — 9sh 

sin[8(p'g) + (gA:i ^ ffiA + ffi/; _ 9ih_±J:iIl 

9ifi— 92f\ 



die folgenden Rela- 



(IC) 

(»') 



sin (y/") 



' »i/i — 9j/i 



Holoedrische Formen. 

§«• 
Die voll llilcfa igen Formen des rhombischen Sj'Stems besitten ausser 
den drei auf einander senkrechl stehenden 2-iilhligen Symmetrieaxen ein 





Fig. toi. Fig. 403. 

Cenlrum der Symmetrie, so dass die auf den Axen senkretdit stehenden 
Ebenen Symmetrieebenen sind. Zu jeder Flüche, welche nicht einer dieser 
Axen oder Ebenen paruUel lauft, gehören in Folge der Symmetrieeigen- 
schafien dieser Gruppe sieben andere gleiche Flüchen, welche mit jener 



§ 2. HoIoMrische Formen. 
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eine rhombische Pyramide bilden. Zu einer Fläche aus der Zone einer 
Symmetrieaxe gehören drei andere gleiche Flächen aus derselben Zone, 
welche sich mit jener zu einem rhombischen Prisma vereinigen, wofern 
die erstere Fläche nicht zugleich einer zweiten Symmetrieaxe parallel 
läuft, in welchem Falle nur ihre Gegenfläche mit ihr gleichwerthig ist. 
Demnach können an einem vollflächigen Krystall achtflächige Pyramiden, 
vierflächige Prismen und Flächenpaare auftreten. 

Rhombische Pyramide (hicl) — wird von 8 ungleichseitigen 
Dreiseiten begrenzt (s. Fig. 401 und die stereographische Projection der 
Polfigur auf die horizontale Axenebene in Fig. 402). Von den 12 Kanten 
liegen je 4 in einer Symmetrieebene und bilden einen Rhombus. Sie 
stossen in sechs 2 + 2-kantigen Ecken von dreierlei Art zusammen. Gegen- 
überliegende Ecken werden durch eine Symmetrieaxe verbunden. 



cos [ö] = 
cos (e) = 

cos (^] = 



- cchh -f- aacckk + oo^^ 

N 

cchh — aacckk + ddll 

iv 

cchh + aacckk — aall 



N 



wenn : 



N = cchh -{- aacckk + aall 

Aus den Formeln auf S. 210 
ergiebt sich : 

1 = sin2 ^^ + sin2^ + sin2 §) 
2 2 2 

oder: 
2= cos2 ^ 4- cos^M + cos2 ^-S- 

Z !2S Z 

oder : 

1 == cos [ö) + cos (e) + cos (C) 

Vertikales Prisma (AAO), 
h ^ k, Fig. 403. 




Äko 



if 



ÄÄO 







Fig. 408. 



,^, — AA + aakk 
AA + aakk 

f . hh — aakk 

cos 6 = j-^— j-j- 

ÄA + aakk 
Ouerprisma (AG/) A ^ /, Fig. 404, S. 370. 

— ccAA + aall 



cos (ö) = 
cos (f ) = 



ccÄA + aall 

cchh — aall 
cchh + aall 



L i e b i 8 c h , Oeometr. KrysUllogr. 
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Längsprisma [Oklj, k^ l, Fig. 405. 




cos (b) = 
cos (C) = 



Fig. 404. 

— cckk + ll 
cckk -\- II 

cckk — // 
cckk + // 




Fig. 405. 



Die 3 den Symmetrieebenen parallelen FlUchenpaare werden als Basis 
(001), Langsfläche (040) und Querflache (100) bezeichnet. 





Fig. 406. 



Fig. 407. 



In den nebenstehen- 
den Figuren sind einige 
C o m b i n a t io n en dar- 
gestellt Rhombische 
Pyramiden herrschen 
am Schwefel (Fig. 40S) 
und am WiUierit (Figur 
407) vor. Von prismati- 
schem Typus sind die 
Krystalle des Arsenkie- 
ses (Fig. 4 OS) und des 
Lievrits (Figur 409). 
Tafelartig erscheint der 

Schwerspathkrystall 
(Fig. 440). 
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Ausser den Z o n e d der SymmcIrieaxeD sind bei holoedrischen Krystallen des 
rhombischen Systems auch die Kantenzonen der rhombiscben Pyramiden, oder mit 
anderen Worten die Zonen, deren Aien den Symmetrlcebenen parallel gehen, nach 



■/k 



Kig. *08. 



Fig. t09. 



xwei zu einander seniirecht stehenden Ebenen symmetrisch. Die durch eine Pyra 
mide (hkl) bestimmten Kantenrichlungen haben die [ndices: 

[oik], [(Oft], [ihn] 
[Utk], [lOA], [kht] 



B. SpheDoidische HomiSdrie. 

§3. 

Die Formen dieserGruppe besitzen drei auf einander senkrecht stehende 
ungleiche 3-zahlige Symmetrieaxen. Diese Eigenschaft wird durch Fig. 411 
veranschaulicht. Die beiden Gruppen 
gleichwerlhiger Flächen: 



und : 



kkl, 



hkl, 

hkl, 



kkl, 
hkl, 



hkl 
hkl 



bilden zwei correlate rhombische 

Sphenoide: Q^lhkC) und ^, [hkl], 

welche enantiomorph sind, da sie 

weder eine Symmetrie ebene , noch ein 

Centrum der Symmetrie besitzen (siehe 

Fig. 412, Seite 372). Die begrenzenden 

Polygone sind ungleichseitige Dreiseite. 

Die Kanten treten paarweise auf und sind 

von dreierlei Art. Die beiden Endkanlea 

sind horizontal, kreuien sich aber nicht rechtwinklig. Die Symmelricaxen 

verbinden gegenüberliegende Kantenmitten. Setxt man: 




Fig. tu 
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N = cchk + aacckk + aall 
. . cchh — aacckk — aiill 



ros(A'' : 



A 
ihk + aacckk — uall 



folglieh : 



cos :«) = — 1 




Fig. (u. 

Die UbrJgcD eiDfaclien FormeD sind rbonihisclio Prismen und Plachen 
paare. 

Beiitplple. Von den iilcriipr i;eliorigen Substanzen sind In den nebenslcbea 
slehendcn Figuren dargeiilellt : 

Hagnesiumsuiral (BiUersalz; <= MgSO^ + lHiO. 



Äitl 






ViiL. 4)3. Fifi. *U. 

a : l>: <■= I),9ti0l : 1 : 0,570y Kig. *t3j. 

iHO , tvHt) 

Roi'litswcinxnui-csAntiuioii-KnliuiniBroHiwtfiasleinlBijrtSbO}!! 

a:b: c = 0,9956 : <: I.IOSi (Fig. t<(]: 

(001), [Ito), ^r(**^) ^'^^"''^'■^"d, (|(IH) untergeordnet. 



§ 3 — 4. Hemiädrische Formen. 



373 



Wasserfreies Codein = C^^H^^NO^. 

a:b :c^ 0,9198 : 1 : 0,5087 (Fig. 4<5)*): 

a= \Q0), 6 = (0<0), m=(HO), n = (4aO), 9=:(041), (i = (404), ^ = Q^{iii) 





Fig. 415. 



Fig. 416. 






Tetracetylchinasäureäther = C^lfl'H(0' C^ m 0)* C [C^ If^) , 

a: b: c= 0,53315 : 1 : 0,44362 (Fig. 416)*»): 
p=(110), p'=(120), r = (101), 9=(011), = ^^(111) 

M c t a s a n t o n i n = C>5 ff '« O». Schmelzpunkt 1 60,50. 

a: b: c = 0,48828 : 1 : 1,49097 (Fig. 417)**») 
(001), ö' = (101}, A:=(108), (i=(011), /• = (021), 9 = (013), u = ^^121) 

Metasantonsäure= C'5 ff20 o*. 
a) erhalten aus Natriumhydrosantonat. 

a : b : c^ 1,30327 : 1 : 1,25192 (Fig. 418)-|-). 
m = (110), flf=(101), o = er(ni) 




Fig. 417. 





Fig. 419. 



Fig. 418. 



b) erlialtcn durch Erhitzen der Santonsäure in CO^ bei 2900. 
a : b : c=^ 1,3040593 : 1 : 1,2514941 (Fig. 419)++) 
m = (HO^, g = {\Oi), k = (102), = ^^(111), o'=:Qi{iii] 



* A. Arzruni. Zeitschr. für Krystallogr. 1877, 1, 802. 
•♦: W. V. llillobrand. ib. id. 803. 

.1. Sir live r, Zeitschr. für Krystallogr. 1878, 2, 592. 
ib. id. 597. ++) ib. id. 598. 



* • » 
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Ein Thcil der Substanzen, deren Krystalle dieser Gruppe angeboren und dem> 
nach in cnantiomorphen Formen auftreten, zeigt in Lösungen ein optisches 
Drehungsvermögen ; z. B. rechtsweinsaures und linksweinsaures AnUmon-Kalium. 
Efn anderer Theil lässt diese Erscheinung nicht wahrnehmen; z. B. Magnesium- 
sulfat*). 

Naumann**), Groth***) u. A. führen eine dritte Gruppe rhom- 
luscher Krystalle an, deren Formen ein Gentrum der Symmetrie, eine 
2 zühlige Symmetrieaxe und eine auf dieser Axe senkrecht stehende Sym- 
metrieebene, also denselben Symmetriecharakter wie die vollflächigen 
Formen des monoklinen Systems besitzen. 

Nachdem die Mineralien : Wolframit, Datolith u. s. w., welche früher 
in diese Gruppe gestellt wurden, auf Grund ihrer optischen Eigenschaften 
als dem monoklinen System zugehörig erkannt worden sind, bleiben 
nur zwei hierher gehörige Beispiele übrig : Bibrombrenztraubensäure 
= CUPBr^O^ und a-Dinitrochlorbenzol = C^IP^ CINO^-NO^, welche 
nach ihrem optischen Verhalten dem rhombischen System eingereiht werden 
und an denen Groth die in Rede stehende monokline Hcmiödrie constatiren 
zu können glaubtef). 

§5. 

Unter den hemimorphcn Krystallen des rhombischen Systems sind 

zwei Gruppen zu unterscheiden. Ein Theil 
dieser Krystalle besitzt eine polare S-zäh- 
lige Symmetrieaxe und zwei in dieser Axe 
sich schneidende Symmetrieebenen. Hier- 
her gehören : Magnesium-Ammoniumoriho- 
phosphat oder Struvit «= Mg (NH^) PO^ 
+ 6 //2 Oa (siehe Figur 420) . Kieselzinkerz 
= Zn^SiO^ + mO, Resorcin = C^lPOK 
Ein anderer Theil hat nur eine polare 
2-zühligc Symmetrieaxe. Dieser Gruppe* 
gehören die Krystalle des Milchzuckers 
= C12//22011 an. 

§6. 

Nach § 2 des vierten Kapitels ist jede Zone durch die Indices und die 
Winkel von drei ihrer Flächen : 

*) Vgl. L. Pasteur. Hecherchcs sur los relations qui peuvcnt eiister cnlre la forme 
cristalline, la composition chimique et le sens de la Polarisation rotatoiro. Aon. chim. 
phys. [3], 24, 442. 81, 67. 38, 437. — E. Vcrdct. Le^ons d'optique physique. Paris. 
1870. 2, § 287, pag. 302. H. Landolt. Das optische Drehungsvermögen organischer 
Substanzen. Braunsch>\eig. 1879. 

**) Eiern, theoret. Kryst. 1856, 279. «♦) Physikal. Krystall. 4876, »7». 

•f) Annalcn der Chemie und Pharm. 1869, 152, 267. Zeitschr. für Krystallogr. 
4877, 1, 590. 
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h = (Ä, A2Ä3}, Ä' = {h\ h\h\), h" = {h\K\K':,) 

hl ^2 ^3 

h i h ^h ^ =0 

Ä"lÄ'2A"3 

vollständig beslimmt; d. h. wenn die Indices einer vierten Fläche /'={/i/'2/'3}, 
die der Bedingung : 

hl Ä2 A3 

h\h 2^ ^ = 

/i /i ^ 

genügen müssen, gegeben sind, so können die Winkel zwischen fxxnd den 
übrigen Flächen der Zone berechnet werden ; und umgekehrt, wenn einer 
dieser Winkel gegeben ist, so 
können die Indices von f ermit- 
telt werden. Wissen wir nun, 
duss der Krystall, dem die Zone 
cmgehört, rhombisch ist, und 
haben wir die Indices der Flä- 
chen h, h\ h" demgemäss ge- 
wählt (d. h. auf ihr krystallo- 
graphisches Axensystem be- 
zogen) , so sind, wie jetzt gezeigt 
werden soll , in diesem beson- 
deren Falle durch jene Daten 
auch die Axeneinheiten be- 
stimmt, w^ofern keine der Axen- 
ebenen in der Zone enthalten ist. 
In der Zone [ä, h\ H'] sind 
die Winkel zwischen den, be- 
ziehungsweise den Axen /r^, tt^, tv^ parallel gehenden Flächen : 

ml = { (ÄA')3 (ÄÄ')2} 
m2 = ({ÄA')3 {hh!)i} 
m» = {p')2 (ÄÄ')i } 

als bekannt vorauszusetzen; denn sie können nach (3), Seite 40, berechnet 
werden mit Hülfe der Formeln : 

cot [h w») = (1 — yl») cot (Ä Ä') -f- ^* cot [h Ä") 
( l) cot [h m2) = (1 — A^) cot [h h') + i^ cot {h Ä") 

cot [h m^) = (1 — A^) cot (Ä A') -f- A^ cot (Ä A") 

(mim2) = (niiA) -f-(Am*) 
{m»m3) = (m*A) +(Am3) 
(m^m^j = [rn^fn^) -f- [m^m^) 

worin A^^ .1^, A^ die Doppel Verhältnisse : 

yli = {AA'A"m»), yl2 = (AÄ'A"m2), .43 = (AA'A"m3) 
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bedeuten. Nun ist (vgl. Fig. 421, S. 375) in den rechtwinkligen sphäri- 
schen Dreiecken m^m^p^ und m^m^p^: 

cos Iv^m^m^) = — ^° ^^^^^^ = — ^«°fP^^') 
^^ ' tan (m'm^) tan (m*m>) 

folglich; da: 

(p2m3) + (m3p2) = 4800 

(p^ m3) + (m»p2J = 900 

ist: 

(2) tan2(p.mS) = _;?llM 

^ ' v/' ^ tan(m»mi) 

In analoger Weise erhält man aus den sphärischen Dreiecken mi^m^p^ 
und m^m^p^: 

cos (p m m j _ ^^^ ^^j^3j _ ^^ j^j^jj 

(pi,n2) + (m2p»)=900 

/o^\ 4 ^1/ n i> tan (m^ ml) 

2* tan^ p8 1^2 = — ; ( 

^ ' vr / tan (m^m^) 

aus den sphärischen Dreiecken m^rn^p^ und m^m^p^: 

cos (p2 mt m^) = - ^.^BJp!!^) = _ ^° (i^'^^) 
cos ip m m j - ^^^ ^^^ ^,j _ ^^^ ^^j ^3j 

(p3m*) + (mip2)=9oo 

/^i.N o / n IX tanfm^m^) 

2^ cot^ (p^m^) = — ^ — ; , ,; 

^ ' vr y tan (m^m») 

und aus je zwei der Winkel (p^m^), (p^m^), (p'm^) können nach den 
Formeln (6), Seite 366 die Verhältnisse der Axeneinheiten berechnet werden. 

Beispiel. Es seien zur Berechnung der Axeneinheiten des Topases (s. Fig. 
421) die Indices und die Winkel der tautozonalen Flttchen: 

[hh') =(10r41«)== J60 55' 4«" 

(VV')-b(H2''0H)= 42 3S 38 
gegeben*). Dann ist: 

m3s=ao, m2«=Ä=104, Vs=H2, m« = V' = OH 

(Am') = (äVH-(VV') -= 690 28' iO", (Äm^) = 

und nach der dritten Formel (4): 

cot (Äm3) = (4 — A^) cot (Ä V) + i43 cot(ÄV') 

col(/im3) = — i, 968695 + 0,748875 «— 1,81982 = — tan [900 4. (Am»)] 
900 -f (Äm3) = 500 89' 49,2", (fn^k) « 890 20' 40,8" 
(m8mi)-=(m«Ä) + (Ämi)B= 108O49'0,8" 

Nun erhalten wir aus (2): 



*) Vgl. N. vonKokscharow. Materialien zur Mineralogie Russlands. Peters- 
burg. 1854—57, 2, 198. Tnf. 33, Fig. 29. Topas aus dem Borschtschowotschnoi Gebirge 
bei Nertschinsk. 
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. ,, , „ lan SB" iO' 40,8" 

"^ ' cot 480 49' 0,8" 

log lan (p< m") = 0,7S3i)T43— < 



IS der drillen Formel [ö] S. 3« : 



Ferner erhalten wir aus [!>>): 

lan 8WS8' 30" 




log cöt(p*ml]— 0,fl7B83JB - I 

und aus der ersten Formel (Sji 
c-^col(p»mil, <^-0,9SmS '''8*"- 

Demnach haben die Elemente dieses Topases die Wcrlhe : 

a: b: e^ 0,G18S36 : 4 : 0,9S396fi 

S'- 

Im rhombischen System sind die krystallographiscben Axen jt', it'', yr» 
KUglcich die Normaleo der Äxenebenen p', p^, />'. Daher ist in § 4 des 
zwölften Kapitels ; 

sin {p') = i , {vv*] = (A p') 
zu setzen. So erhalten wir für die Winkel, welche eine Fläche h mit den 
Axenebencn einschüesst, die Relation: 



I = cos* (Ap>) + cos' [ftp*) + cos* [ftpJ} 



(1) 
oder: 

cos' [Ap') = — cos [[ftp») + (Ap')] cos [(ApJ) — (Ap»)] 
[1») cos* (Ap*) = — cos [(ftpS] + (Ap')) cos [(Ap3J _ (Api)j 

cos* [ftp») = ~ cos [(Ap') + [Ap*)] cos [(Ap') — (Ap*)] 
Zwischen den hier auftretenden Winkeln, den Indices der Fläche A 
und den Axcneinheiten a, b = i, c bestehen die Beziehungen : 

(2) cos (ftpt) ; c (*f) : cos (*,>) = ^ :*, 4' 

Mit Huife von (1) und (2) kann man leicht die Verhältnisse der Axen- 
einboiten a : i : c berechnen, wenn zwei Flächenwinkel und das Symbol 
einer rhombischen Pyramide (bkl) {s. Fig. 401) gegeben sind. Denn 
es ist: 



cos (Ap') 



= SID 



ffl 



cos(Ap*)^ sin - 
cos(Ap')^ sin - 
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folglich Dach (1): 

m 

oder: 
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(»•) 



.ii) = „„!2±2)c„S!^fi 




»m y : sin SJ : sin !J =- : A ; - 
z 2 X a c 

An der Pyramide (Hl]*) des Topases (Fig. 113) sei: 

{if)= 780 19'*«", (6) = BBO 6B' 84" 

'i! = 880 8' SO", '4^ = 180 J8' 87" 

8 8 

aj±!_„.88'.7-. WZ±1 _,,.„.„. 

und nBCb der drit(«n Formel ((•]: 

sinä ^ = CO» B80 8»' i7" . coB 190 |«' 51" 



1 


440 84' 48" 


(0 = 


880 *B' »6" 


Folglich Dach (S) 






sid'i! 

8 


: 6 : c -= 0,5»8S*8 : 4: 0,*7S976 



Auf Grund der Relationen (8) und (9) iu § 1 und (1) in § 6 kSnnen die 
Verbaltnisse der Axeneinheiten leichl berechnet werden, wenn die Winkel 
zwischen den Pläcbenpaaren h, k' und k, k', von denen jedes mit einer 
Axencbene in einer Zone liegt, gegeben sind. Wir nehmen an, dass p\ 
h, k' und p^, k, k' taulozonal seien (s. Fig. 424], und bezeichnen die, den 
beiden Zonen gemeinsame Flüche mit /. Dann erhalten wir aus (9^) und (9*) 
in § 4 die zur Berechnung der Fluchenwinkel [p^h) und (p^k) dienenden 
Formein: 

*) Dio Pyramide, welche hier zur Grundronn gewählt ist, wiutle in Flg. <M, 
Seile 877, mit (lia) beieichnet. 
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(i; 



sin[2(/,'/i) + (AA')] = ^ 



Äj h\ -f~ ^2^1 • 



2 — /?2Äi 
^2 ^ 1 4" ^'l "^ 2 • 



r sin(ÄÄ') 



sin [2 (pH) + (U')] = -t ' ' : / sin {kk') 

"■2 "■! '*^1 "■ 2 



SO dass nach (8^) und (8*) in § 4 die Winkel (p^l) und (p-l) gefunden werden 
können : 



i2) 



tan(p'/) = ^^tan(p'A) 

'2 «1 

tan(/;2/)=A*2 tan(p2A) 
"1 *j 



Darauf berechnen wir (p'/) aus der letzten Formel (1*) in § 6: 
(3) cos2(/)»/) = — cos [(p»/) + (/>2/)] cos[(/)i /) — (p*/)] 

und schliesslich a und c aus (2) in § 6 : 



(4) 



_ /, cos (p^ _ /j C0S(p2/) 



/2 COS (p ^ /) ' " /2 COS (p^ /) 

Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung in dem besonderen Falle, 
wo K mitp* und V mit p^ zusammenfällt, d. h. wo zur Berechnung der 
Verhältnisse der Axeneinheiten die Winkel gegeben sind , welche zwei 
Flächen h und k mit zwei verschiedenen Axencbenen, z. B. mit p^ und jfl^ 
cinschliessen. In diesem Falle kommen offenbar nur die Formeln (2), (3) 
und (4) in Anwendung. 



100 



020 




P'mJOO 



Fig. 424. 



OIO 




910 



m 



Beispiel. Die Axeneinheiten des Weissbleierzes (s. Fig. 425) sollen berech- 
nel werden aus den Flächenwinkeln *] : 



*) Vgl. N. von Kokscharow. Materialien zur Mineralogie Russlands. Peters- 
burg 4 870, 6, 439, 4 42. Taf. 79, Fig. 48. 
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(Apt; — (jhN00)= 270 ^9' 54" 
;Äp2;= (12^^010)= 47—9 

Die den Zonen [hp^] und [kp^ gemeinsame Fläche ist : 

/ = {441} 
Nach (2) ist: 

tan(pW)= 2Un 270 29' 54" 

tan(p20 = 2 tan 47—9 

(pH) = 460 9' 9", ipH) = 650 — 4 5,4" 
und nach (3): 

C0s2 (p3 /) — — cos 4 410 9' 24,4". COS 480 54 ' 6,4" 

(p3/}— 540 44' 44" 



SO dass nach (4) : 



cos (p^l) cos(p2/) 

d — s — : Q = I : 

cos(pU)' C0S(p3/) 

a : 6 : c = 0,609969 : 4 : 0,72304 4 
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y. Das monokline System. 

§ 1—3. Allgemeine Eigenschaften. § 4—5. Berechnung der Elemente. 

§ 6. Berechnung der Indices. § 7. Construction. 



Die monoklinen KrysUillc besitzen eine 2-zählige Symmetrieaxe. Die 
vollflächigen Krystalle haben ausserdem ein Gentrum der Symmetrie 
und folglich auch eine zu jener Axe senkrecht stehende Symmetrieebene. 
Zu einer Fläche, welche nicht der Symmetrieaxe oder der Symmetrieebene 
parallel läuft, gehören in diesem Falle drei andere gleiche Flächen, welche 
mit jener ein vierseiliges Prisma bilden. Die Kanten eines solchen Prismas 
stehen senkrecht auf der Symmetrieaxe. Zu einer Fläche aus der Zone der 
Symmetrieaxe gehört nur ihre Gegenfläche. Daraus geht hervor, dass die 
unter einander gleichwerthigen Flächen eines vollüächigen monoklinen 
Krystalles dreierlei einfache Formen bilden : 

4) monokline PrismeU; 

2) Flächenpaare, welche der Symmetrieaxe parallel gehen, 

3) ein zur Symmetrieebene paralleles Flächenpaar. 

Die unter einander gleichwerthigen Flächen eines monoklinen Kry- 
stalles erhalten Symbole, in denen dieselben Indices in derselben Reihen- 
folge, nur mit anderen Vorzeichen versehen, auftreten, wenn man zu Axen- 
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richlungen die Symmetrieaxe tc^ und irgend zwei in der Symmetrieebene 
gelegene Kantenriehtungen n^ und 7t^ wählt*) . Es ist üblich, die Symmetrie- 
axe quer zum Beobachter: n^ = [010], eine der beiden anderen Axen 
vertical und die dritte Axe nach vom geneigt aufzustellen. Wir wollen die 
verticale Axe mit tt^ = [001], die nach vorn geneigte mit n^ = [100] be- 
zeichnen. Nach Naumann werden die Axen n"^ und n^ Klino- und Ortho- 
axe genannt. 

Die geometrischen Elemente eines monoklinen Krystalles sind drei 
von einander unabhängige Grössen : die beiden Verhältnisse der Axenein- 
heiten, welche wir mit a : 6 : c, 6 = 4, bezeichnen, und die Neigung der 
Axen (/r»Vi) =/^, /J>900. 

Die trigonometrischen Funktionen der Flächen winkel erhält man aus 
den allgemeinen Formeln in § 14 des 10. Kapitels, indem man setzt: 

ai = a, 02 = 1, 03 = 

(^u = C22 = C33 = 1 , C23 = C12 = 0, C31 = cos ß 

^W = ^33 = ^ ^22 = S»n V, ^23 = ^12 = Ö? ^13 = — COS /^ 

1 cos ß 
1 
cos /!^ 1 



J = 

Dann ist: 



= sin2 ß. 



3 

^ Cjjfea,ajfcÄjVjk = oiaiÄi ViH- a2a2Ä2/i'2 + a3a3/i3/i'3 + aia3(A|Ä'3 4- Ä3/1',) cos^ 



«l: = l 



ik=\^i^k fllOl «202 «303 fllflS 

folglich : 

,i\ ,uut^ cc hih'i-h aacchih'ism^ ß + aa/»3/»3 — ac (/h V3 + h^h\) cos ß 

(1) cos (Art ) = , — - 

worin : 

H = cchihi 4- aaccA2^ sin^ /? + 00A3A3 — SacÄj A3 cos/? 

H' = cch\h\ + aacch\h\ sin^ ß + aah\h\ — 2ocA\Ä'3 cos ß . 
gesetzt ist. Ferner ergiebt sich: 



(2) sin [hh') = ac sin .1 A«(^^')i(^^')t +(/»/»02(/»V)2 + cc(^'}3(W)3 4-2ac^AA')i(/iV)3 cosjg 

(R\ t^n (h h'\ - nr «n . ^««(^^^11 (^^')l + {hh']2{hh')2 -f CC{hh')z[hh'h + iac{hh')i{hh'h COS ß 

(öj lan [nn ) - ac sin p^^^ ^,^ ^ aacchth'^ sin2 ß + aah^h'^ — ac(h,V3 + A3 V,) cos /J 
Hieraus erhalten wir für die Flächenwinkel in der Zone der Axen : 

tan (0A2/^3 ^^^^^)=cch,h'^sin^ß+h,h', 

(4) tan (A,0A3^A',0A'3) = a a- -u ''iV^^ ~ ^\a i''l^A A- ^ S 

^' ^i j 1 0/ ccAjA 1 + 00A3A 3 — ac(AiA 3 + A3A ,) cos // 



• ar. ^A A A-^A' A' n\ ft(AiA'2 — ^2^Msin /:^ 
tan in* n^O ti *n ov) = j—r-, — -, , ,. . «. .> 



♦) Vgl. S. 209. 
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und insbesondere für die Winkel mit den Axenebenen : 

cot (010*OÄ'jÄ'3, = c y s\nß = — Un (001 ^OÄ'^A'j; 



(5) 



cot (004 "h\^h\) = ~ \f- -}— — cot ß 



tan 



c h\ smß 



(lOO'Ä'iÄ'aO) = a l^ sin /? = — cot (OIO^ä'jÄ'^O) 



Diese Formeln sind dadurch bemerkenswerth, dass sie sich nach den 
Axeneinheiten auflösen lassen : 

_ Ä'3 tan (OO.ro^'2^'3/ 

sin ß h\ sin ß 

,/»N ö A'i . ^r //v/v-Aw^w^ . ^, A'i sin'(00rA'iOA'3)+/?l 

(6) - = ^-/ s.n /*{cot (001 Ä . OA ,) + cot ,^ } = ,- WtöÖTF.^I^' 



c = 



Ä^j cot [(^\{i'{ih\h\) 



_ h\ tan mrh\h\(i] __h\ co i{0\0"h\h'20) 
h'2 sin ß A'2 sin /i? 

§2. 
Aus zwei Flüchen mit den Symbolen : 

und den, in Folge der Symmetrie des Systems ihnen zugehörigen gleichen 
Flachen: 



«7# 




leitet man zunächst vier, in der Zone der Symmetrieaxe tc^ = [010] gele- 
gene Flachen ab (s. Fig. 426), welche beziehungsweise in den Zonen : 
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[hh"], [Ä'Ä'"], [AÄ'"], [hh'] 

Hegen und deren Symbole : 

n ={AtOÄ.3} 

n'={A',0A'3} 

q = { ÄjA'2 + A2 A'i . • AjA'a + AjA'.^ } 

9' = { Aj A'2 — AjA'i • • — A2A'3 + A3 A'2 } 

sind. Man bemerkt, dass die Symbole von q und q' die Form : 

9 ={Ai + Qh\ . . A3 + ^A'3 
9' = { A, — ^A'i . . A3 — pA'3 
haben, worin : 

gesetzt ist. Folglich sind nach § 1 des 4. Kapitels die tautozonalen Flächen 
n, n\ 9, 9' vier harmonische Flächen und das Doppelverhältniss derselben 
hat den Werth *) : 

(n n qq') = — 1 
Demnach ist: 

2cot {qq') = cot [qn) + cot (gn') 
Da: 

[nn'qq') = (n'nq'q) = (99'wn') = (q'qn'n) 

ist, so bestehen auch die Relationen : 

2 cot {q q) = cot {q'n') + cot (qfn') 
2 cot (nn'j = cot (n^) + cot (nq') 
2 cot {n'n) = cot {n'^') -f cot (n'q) 

Aus Figur 426 ersieht man, welche Flächen eines monoUinen Krystalls 
unabhängig von einander mit Symbolen belegt werden können '^''^). 

1] Zwei Flächen, welche verschiedenen und mit der Symmetrieebene 
nicht in derselben Zone liegenden Prismen angehören, können willkürlich 
symbolisirt werden : 

h ={A,A5Ä,}, h' ={Ä',Ä',Ä'3} 

Damit sind gleichzeitig die beiden symmetrisch zugehörigen Flüchen : 

A" = {Ä,Ä,As}, A'" = {A',Ä'jA',} 

also im Ganzen die erforderlichen vier, nicht zu je dreien einer und der- 
selben Zone angehörenden Flächen mit Indices versehen. 

2) Ist eine Fläche A einer prismatischen Form mit einem willkürlichen 
Symbol: A = { A^ A2 A3 } belegt, so ist damit der Fläche n in der Zone der 
Symmetrieaxe das Symbol : n = { A^ A3 } ertheilt. Dann müssen in der 



*) Dasselbe Ergebniss ist aus den harmonischen Eigenschaften des vollständigen 
sphörischen Vierecks h, h', h'\ h!" zu entnehmen. Vgl. S. 4 5. 

*^) Vgl. M. Websky. Ueber die Berechnung der Elemente einer monoklinischen 
Krystallgatlung. Monatsber. Berlin. Akad. 4880, 239. 
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Zone der Symmetrieaxe noch irgend zwei Flachen q und q' symbolisirt 
werden , wobei nur zu beachten ist , dass die Indices von ^ nicht der 
Reihenfolge 7iqq' widersprechen. 

3) Geht man von einer Fläche n in der Zone der Symmetrieaxe aus : 

n = {711OW3 } 

so müssen die Indices hx und A3 einer Flüche h aus der Zone [np^] der Be- 
dingungsgleichung : 

— ^Ai +^1*3 = 

genügen, während der Index A2 ^^^^ beliebige rationale Zahl ist. Ausser- 
dem hat man noch eine Fläche h' eines, nicht in die Zone [np^ feilenden 
Prismas oder an deren Stelle zwei Flächen q und q' aus der Zone der Sym- 
metrieaxe willkürlich zu symbolisiren. 

4) Hat man zunächst über die Indices von zwei Flächen 9 und q' aas 
der Zone der Symmetrieaxe verfügt, so sind die Indices einer Flache h 
eines Prismas, welches nicht in die Zonen [9/7^] nnd [9 p^] f^Ut, nur der 
Bedingung unterworfen, dass die Indices der gleichzeitig mit h symboli- 
sirten Fläche n aus der Zone der Symmetrieaxe nicht der Reihenfolge nqq' 
widersprechen. 

5] Legt man die Indices von drei Flächen n'qq' aus der Zone der Sym- 
metrieaxe zu GrundO; so ist das Symbol derjenigen Fläche n aus dieser 
Zone, welche durch ein, nicht in den Zonen [n'p^, [9P^]) Wp^ liegendes 
Prisma h h" bestimmt wird, von den Symbolen der ersteren drei FlHchen 
abhängig. Demnach ist in dem Symbol h = {h^ h^h^) nur noch der mittlere 
Index /^2, der irgend einen rationalen Zahlenwerth annehmen kann^ will- 
kürlich zu bestimmen. 

§3. 

Unter den Zonen eines monoklinen Krystalles sind hervorzuheben: 

1 ) Die Zone der Symmetrieaxe /r*^, 

2) Unendlich viele Zonen, deren Axen der Symmelrieebene p* parallel 
gehen und das Kantenbüschel dieser Ebene bilden. Hierher gehören z. B. 
die Zonen der Klinoaxe /r^ und der Verticalaxe 7t^. Jede dieser Zonen be- 
sitzt ausser der Symmetrieebene p^ noch eine, auf p"^ senkrecht stehende, 
also in die Zone der Symmetrieaxe /r^ fallende Symmetrieebene. 

Hieraus ergiebt sich, dass die Symmetrieebene p^ als diejenige 
Symmetrieebene; welche irgend zwei der symmetrischen Zonen %) gemein 
haben, bestimmt ist. Ein Beispiel gewährt die in Fig. 487 dargestellte 
Gombination des Sanidins"^), deren Zonenzusammenhang aus der stereo- 



*) Sanidin aus dem Albaner Gebirge, a: h : c = 0,6535 : \ : 0,55i4, ß « II5047'80^. 
Vgl. J. Strüver. Studi sui luinerali del Lazio. Parte seconda. R. Accad. del Liocei. 
4876—4877. Gl. di Sc. fis. Ser. III, Vol. I. — Daraus in: Zeitschr. f. Krystsllogr. 
4877, 1, 244. , 
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f^raphischeo ProjecUon ihrer Polfigur auf die Symmetrieebene (Figur 4S8] 
ersichtlich ist. Ad dem Krystall, der eine Combination von : 

(001), (TOI), {UZ), (äOl), (OU), (130), (HO), (Hl) 
ist, treten zwei symmetrische Zonen aufr die Zone der Verticalaxe: 

HO, 130, OiO, T30, TIO 
und die Zone : 

TO),T<<,010, Hl, 40T 
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Flg. tS8. 



Die Symmetrieebenea der ersten Zone sind 010 und die am Rrystall 
nicht ausgebildete Flüche 100, die der zweiten 
010 und Toi. Der Zone der Symmetrieaxe ge- 
hören 001, TOI, TOS und 201 an. In die 
Fig. (28 sind noch die in der Symmetrieebene 
gelegenen Axen (Klinoaxe a , Verticalaxe c) 
eingetragen; die Symmetrieaxe ist mit 6 be- 
zeichnet. 

Die hemimorphen Kryslalle des mono- 

klinen Systems besitzen eine polare l-zhhljge 

SyminelrieB»e. Rohrtucker = C'^mO^^, Ouer- 

cit =a C H« OS, RechtswelnsBure = C* H* 0« (siehe 

Fig. (SB). 

Aus den Formeln (6) in § 1 ei^iebt sich, dass man die Verhältnisse 
der Axeneinheiten direct nur dann berechnen kann, wenn man den 
Winkel der Aien (/r*7r') = ß und in zwei der Axenzonen [?r'], [yr^], [n:^] 
Je einen Winkel i symbolisirten Flächen kennt. Da der Winkel 




Fig. *I9. 
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ß r= ISO^* — [p^P^. si^h leicht berechnen lässt, wenn in der Zone der 
Symmetrieaxe tt^ die Winkel zwischen drei symbolisirten Flächen A, k\ k" 
bekannt sind, so ergiebt sich, dass man die Berechnung der Ele- 
mente eines monoklinen Kryslalies in dem folgenden Falle di- 
rect und in jedem anderen Falle erst nach einer Zurückftlhrung auf den in 
Rede stehenden Fall ausführen kann. 

Es seien die Indices der Flächen h^ h\ h" aus der Zone der Symmetrie- 
axe und der Fläche Ä* aus der Zone [h p^] bekannt : 

h = hiOh^, h' = h\0 h\ , h" = h'\ h\ , k = *, Aj A3 

gemessen seien die Winkel {hh']y {h' h"), [hk] (s. Fig. 430). 



JOO 



OJO 




ajo 



Fig. 4S0. 



i) Berechnung von ß aus den Formeln: 

//= 4800 — (p3pi)= 180« — fp^Ä)—(/ijoi) '- 
cot (hp^) = (4 — a) vM [hh') + 21 cot [hK*] 

worin : 

^ ^ ^ }i.,h'\^h\h\ k, 

cot (A p») = (1 — 21' ) cot (/* h'] + a' cot [h h") 
worin : 

2) Berechnung der Axeneinheit a. Bezeichnet man die der Zone [p^k] 
und der Zone der verticalen Axe gemeinsame Fläche mit s = {^'1 A^O}, so 
ergiebt sich nach ((>) in § 4 der Werth von a aus : 

^^Aj ton(p^^) 
A2 sin /Sf 



§ 4—5. Berechnung der Elemente. 
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Man erhalt den Flächenwinkel {p^s) aus dem bei p^ rechtwinkligen 
sphärischen Dreieck p^sp^ nach der Formel : 

tan {p^s) = — tan (sp^p^) sin {p^p^) 

worin s die Gegenüüche von s bedeutet, und den Winkel {sp^p^)= (sp^h) 
aus dem bei h rechtwinkligen sphärischen Dreieck h kp^j dessen Katheten 
bekannt sind : 

^ ,- ,,. tan(Afc) 

^ ^ ' sm (p^Ä) 

3) Berechnung der Axeneinheit c aus der zweiten Formel (6) in § 1 : 

k^ sin (p^Ä) 

''~''tsm[{p^ + ß] 

Diese Methode zur Berechnung der Elemente eines monoklinen Kry- 
staltes soll in dem folgenden Paragraphen durch einige Beispiele erläutert 
werden. 

§5. 

Der einfachste Fall ist der, wo A = p^ = 100 und A' ==/)3 = 001 ist 
(s. Fig. 431). Dann liegt die Fläche k in der Zone derVerticalaxe: k^{hkO}. 
Winkel ß ist direct durch Messung gefunden und nur die Axeneinheiten a 
und c sind zu berechnen mit Hülfe der Formeln : 

ÄtanflOO^AJtO) 
k sm p 






l sin(001*A0/) 



h sin[(00rA0/) + /?] 



OJO 




070 




Ti- 



Fig. 482. 



Beispiel. Nach den Messungen von C. Klein*) sind am Epidol aus dem 
Sulzbach thal (Fig. 432) die Flächenwinkel : 



*) Jahrb. Min. 1872, KK%, Einleit. Krystallbercchn. Stuttgart. 4876, 237 
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(l/^r)=fOOr<00)= 640 86' = 4800-^^^ 
(r'A/) = (Toro04) = 63 42 
[z^z) =(nO^TlO)= 70 J 

Man findet a aus : 

Un (4 00^410) 

a =s ^ 

sin ß 

(r^a) = (100"4 4 0)= 900 — ^(4 40^410)= 54« 5»|' 

a s 4,58073 
und darauf c aus : 

sin (004"T04) 

c = — a —;r:z 

sin [(004 404) -f/J] 

wobei zu beachten ist, dass die FlUchenwinkel in der Zone der Symmetrieaxe in der 
Richtung -von jp^ nach p' positiv gerechnet werden, also: 

(004l'04) = — 630 42' 
zu setzen ist : 

c= 4,80574 

Demnach sind die Elemente dieses Epidols: 

a : 6 : c= 4,58078 : 4 : 4,80574; /9 = 4450 24' 

Der in Fig. 432 in einer Projection auf die Symmetrieebene dargestellte Krystall 
zeigt die typische Ausbildung der Sulzbacher Epidote*). Er wird begrenzt von den 
FItichenpaaren : 

rs=(400), e = (404), Af = (004), i = (T02) 
r =(TOf), l =(I04), r =(P4) 

aus der Zone der Symmetrieaxe, dem zur Symmetrieebene parallelen FiXchenpaar: 

P«=(040) 
den verticalcn Prismen : 

« = [210), s=:(H0), »7 = (420) 
den Prismen : 

d = (111), n = Jl1) 
den Prismen : 

o={014), Ä-=(012) 

aus der Zone der Klinoaxe, dem Prisma : 

g =(J21) 

welches mit z in der Zone [M, d, n] liegt, und den Prismen : 

fc=(l33), j/=(211) 
welche mit o der Zone [T, d, n] angehören. 

In dem nachstehenden Falle ist ß nicht direct gemessen, aber doch 

leicht aus den gemessenen Winkeln zu berechnen. Es seien gemessen die 

Fiächenwinkel : 

(100'AA-O), (0A/'004), (OO^ÄfcO) 

dann findet man ß aus dem bei p^ rechtwinkh'gen sphärischen Dreieck, 
dessen Eckpunkte die Pole von p^ hkO und p^ sind (s. Fig. 433): 

, , ,, -cos(ÄA'O'OOI) 

_ /9= 180» — (p3pi) 

*) Nach H. Bücking. Ueber die Krystall formen des Epidots. Zeitschr. für Kryst 
4878, 2, 329. Taf. XIV, Fig. 2. Vgl. Klein a. a. 0. 
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Die Axeneinheil a ergiebt sich aus : 

_ A tan(IOO'AAO) 
k sin ß 

und die Axeneinheil c aus der ersten Formel (6) in § \ 



' = -h 



l tan(OOrOÄ/) 



sin ß 



919 



'JB^920 




wobei wieder zu beachlen ist, dass die Flachenwinkel in der Zone [p^p^] 
in der Richtung von p^ nach p^ positiv gerechnet werden. 

Beispiel. Am Sphen von der Sella-AIp am St. Gotthardt^) ist: 

i(n) = (100^110) = 480 4' 

(r"P) = (04^001)= 33 UJ 

(P"i) = (00^110)= 85 45 

cn« 8S04V 
COS(4800— Ä) = ^ J ^\ ß = 940 37' 12,3" 
^ '^ COS 23 4 '^ 



a SS 



c =s 



tan 230 4^ __ 
sin 940 37^2,3" "" ^'^^^^^^ 

Un 830 uj' 
sin 940 37' 42,3" = ®'^^^^^^ 



Demnach sind die gesuchten Elemente : 

o : ö : c = 0,487837 : 4 : 0,657557 ; /9 = 940 87' 42,3" 

Es seien die Winkel {hh") und (A'Ä'") zweier monoklinen Prismen, 
welche nicht mit der Symmetrieebene in einer und derselben Zone liegen, 
und der Winkel (hh') an einer Combinationskante der beiden Prismen ge- 
messen (s. Fig. 426, Seite 382). Zunächst leitet man wie in § 2 aus den 
gegebenen Flächen die Flächen nn'qq' ab, wobei: 

(h n) = i (hh"), (h' n') = I (h' Ä") 

*) Vgl. Fr. Hessenberg. Mineralogische Notizen. 4860. No. 3 (Zweite Forts.). 
S. 28 (aus: Abhandl. Senckenberg. Naturf. Ges. Frankfurt a. M. 8, 877). C. Klein. 
Einleit. Krystallberechn. Stuttgart 4876, 242. 
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und suclil dann zwei der Winkel zwischen nn'qq' zu berechnen. Man findel: 

(nn') = (hpn') = 180« — (Ä;^^^') 

worin Ä die Gegenflache von h bedeutet, und berechnet den Winkel {hf^h'] 
aus dem sphcirischen Dreieck hp^h', dessen Seiten bekannt sind: 

(/,;/i) = 900— (wÄ), (p2h') = 900 — (Ä'n'), ^kh') 
so dass : 

,,„2 (i'P'K) _ sia is) sin[s - jh' h)] 

2 sin[s — (Äp»)]sinls— (p«A')] 

woriD mit s die halbe Summe der Seiten bezeichnet ist. Berechnet 
auch noch den Winkel {h' hp'^] aus der Formel: 



tan-^ ^''"^'^ 



sin [s) sin [s — {p^h')] 



2 sin [s — [h'h]] sin [s — (hp^)] 

so kann man darauf aus dem bei n rechtwinkligen sphärischen 
nhq\ von dem die Seite (nh) und der Winkel : 

(;/2ÄÄ')=1800 — (Ä'Ap2) 

bekannt sind, den Flächenwinkel [nq') berechnen nach der Forme! : 

tan (n ^') = — ian(p'^hh') sin (n h) 
Dan)it ist auch dieser Fall auf den in § 4 behandelten zurückgeführt. 

Beispiel. An dem n-Dibenzanishydroxylamin beobachtete C. Klein*) firf- 

gende Formen (s. Fig. 434, 435): 
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Fig. 4 34. 



Fig. 4S5. 



6 = '0«0,, J> = (H0), tM=(UO), = Jt«) 

n-^[ot\, i =(04r, r =ifH\ u;«(Mt) 

Zur HiMvchnunt: der Elemente dienten die Winkel: 

:hh"] =(Oiroi"t)= 46« t»' 
7i'/i'")=3{TtriTre=S5 8 
hh't =(0it'lt1j= 35 56 

V Kinleit. krystallbereclm. 4876, i6t. Ann. d. Chew. u. Pharm. IM, Ift. Mh 

Nchrift für Krystalhipr. 1877, 1, ßSi. 
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Demnach sind die Seiten des sphärischen Dreiecks hp-h': 

{hp^) = 900 -_ sgo 9'.s- 660 5i' 
(p2/i')=90 — A% 84 = 77 26 
{hh'] = = 35 56 

die halbe Summe derselben = 900 6^' und : 

2 (Ap^V) _ sin 900 6|^-8in 540 <0|^ 
®" 2 "sin 23 15^. sin 42 40i 

{Äp2V)= H30 47'42" 
{nn')=i 86 42 48 
Ferner ergiebl sich : 

. ^Ch'hp^) sin 900 64' • sin 4 20 40 A' 

lan* =s " — " — . — 

2 sin 23 45^ • sin 54 40^ 

{h'hp^]= 790 4 5' 20" 
fp2/|V)=s 400 45 40 

Demnächst erholt man : 

tan (ny') = — tan 4000 45' 40" • sin 280 9' 
(n/)= 640 4 4' 57,5" 

Nach dieser Vorbereitung kann ß berechnet werden. Da: 

Ä = 021, /i"==0i4, V=.T44, A"' = U4 
so ist : 

n = 004, n'=T04, 9 =» 508, 9' = J04 

Die Berechnung von ß wird also in dem vorliegenden Falle dadurch vorein- 
lacht, dass n = 001 = p3 ist. Wir haben nur noch : 

{np^)^{pipi)=z 4800 — ^ 

zu berechnen nach der Formel : 

Cüt(np») = (1 — 21) cot (n n') -f- 31 cot (»19') 
worin : 

?(=(nn'7'pi)=2 
so dass : 

cot upl; — — cot 360 42' 48"-h 2 cot 6\0 n' 57}" 

(np>)= 680 ik' <5,6" 

fl = Mi 45 44,4 

Die Berechnung der Axcneinheiten wird dadurch erheblich vereinfacht, dass 
ein Fliichenwinkcl aus der Zone der Klinoaxe n^: 

(n/i)=(00r021)== i(/i"V)= 230 U' 

bekannt ist. Demnach erhält man die Axeneinheil c aus der Formel : 

_ cot(0 40^0ä1) . cot 660 54' 

^ "" äliinT ^ 2 sin 680 4 4' 4 5,6" 
c» 0,2304 9 

Darauf ersieht sich die Axeneinheit a aus der Formel: 

sin [(004^T04)-f-^) 
sin(004^0rj 

wobei wieder zu berücksichtigen ist, dass hierin : 

(ni»')=:(004"T04)» — 360 42'48" 
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zu setzen ist. Demgemäss wird : 

sin (360 42' ^8" -|- 680 44' 45,6") 



a = 0,23019 



if äott 



sin 360 4 S' iS' 

a = 0,37789 
Das Ergebniss ist also : 

Klein: 

a s 0,37739 0,8773908 

C = 0,t8019 0,3304944 

^= H10 45'44,4" 444045' 50" 

Eine vollslHndigc Aufzahlung der Fälle, in denen die Elemente eines 
monoklinen Krystalles berechnet werden können, gab M. Websky a* a. O. 

§6. 

Uobcr die Methoden zur Berechnung der Indices vgl. Kapitel 4 0, § 8—4 0. 
Die in § 4 beschriebene Methode vereinfacht sich in dem besonderen Falle, 

wo zur Bestimmung der Indices einer Fläche 
u = [hkl] ihre Winkel mit zwei Axenebenen 
gegeben sind. *) 

1*] Eine dieser Axenebenen sei die Syni- 
metrieebene p^ = {010}. Nach der Definition 
der Indices ist (s. Fig. 436): 

hkl 
(1) - : - : - = cos (u7t^) : cos (mtt') : cos (uft^ 

Aus den rechtseitigen sphärischen Drei- 
ecken U7c^7t^ und UTt^Tt'^, (ttItt*) = (fr^yr*) 
= 90», erhält man : 

cos (u7t^) = sin {u7t^) cos (uTt^n^) 

cos (U7t^) = sin (U7t^) cos (UTt^ft^) 

oder, wenn man der Kttrze wegen den Winkel: 

(ttp2pl) = (^) 

setzt : 

cos (u 7t^) = sin [u 7t^) sin (/? + ^) 
cos [uTt^] = sin (mtt^) sin (q) 

so dass : 




(2) 



Fig. «16. 



(3) 



(4) 



h 
u 



k l 



- : T : - = sin (ktt*) sin [ß + q) ■ cos [un''] : sin (uti^) sin (^) 

1/ 1/ 



Den Winkel (q) kann man berechnen, wenn ausser [uTt^) = [up^f 
noch (up^) oder (up^) gegeben ist; denn in den rechtseitigen sphärischen 
Dreiecken up^p^ und up^p^y [p^P^] = iP^P^) = ^ö"? 'st : 

cos (Mp>) = sin (mtt*) cos [q) 



(5) 



COS [up^) := — sin [u 7C^) cos [ji + q) 



*) Vgl. V. von Lang. Lebrb. der Krystallogr. 1866. § 100. 
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Darauf erhält man die Verhältnisse der Indices nach (4) aus : 

(6) cot [uTt"^) = j^^ sin iß + q) = j^ sin (^) 

Umgekehrt findet man (q) aus den Elementen des Krystalles und den 
Indices der Fläche u nach der Formel : 

h c sin (ß + q) 

Ja sin [q] 

die nach Einführung des durch: 

(7) J-=tan* 
definirten UUlfswinkels & übergeht in : 

(8) tan ^ tan (135o _ ^) = tan (^ + ?) 

2"^) Sind p^ und p^ die beiden Axenebenen , welche mit u die ge- 
gebenen Winkel einschliesssen , so erhält man den Winkel (q) nach der 
aus (5) flicssenden Formel : 

cos (wp*) cos [q) 

cos (wp') cos (/? + q) 

oder: \ 

(9) tan (^ + p| = cot ^ tan L tan ^ ^ ' ^ ^ ^ 

Darauf findet man (u7t^) aus (5j und die gesuchten Verhältnisse der 

Indices aus (6). 

Beispiel. Zur Bestimmung der Indices der Fläche (T des Orthoklases : 

a : b: c^ 0,6585 : 1 : 0,5554, ß t= 1460 8' 

sind die Winkel: 

((TpS) s= 490 40', [df^ « 550 4 4 ' 

gegeben. Man berechnet zunächst (q) aus der zweiten Formel (5): 

,^ , . cos ((Tp«) cos 550 n' 



sin ((TpS) sin 49 4 

4800 — (/J-J-^)« 440— '80" 
(^-f ^)» 138 59 30 
(q)^ %% 56 80 
darauf die Verhältnisse der Indices aus (6): 

h^a sin iß + Q) ^ . ..g- cos 480 59' 80" 
k b cot ((Tp«) '^ ' cot 49 10 

j s 0,49999 « i 

i c sin (g) ^ sin 210 56' 80" 

Ä ■* 6 cot (<f p«y "^ ' cot 49 40 

is 0,iS0548B4 

Folglich ist: 

<r » {241} 
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§7. ' 

Das Axcnsystem eines inonoklinen Krystalls wird nach den Regeln des 
Kapitels 9 projicirl, indem man zunächst wie bei einem rhombischeb 
Krystalle mit Hülfe der Projection eines rechtwinkligen Systems gleich- 
langer Axen die Projectionen der Einheiten b und c der Symipetrieaxe n^ 

und der Yerticalaxe 7t^ zeichnet (s. Seite 454}. 
Um darauf Richtung und Lange der Projection 
der Klinoaxe 7t^ zu construiren, bestimmt man 
den Endpunkte! der positiven Einheit 6. dieser 
Axe durch seine Coordinaten in dem recht- 
winkligen Axensysteme, welche die Werthe :• 

a sin ß 
— a cos /^ 

in Bezug auf die vordere und die verticale Alte 
haben. Tragt man nun die passend verkflrz- 
teri Langen dieser Coordinaten, OJl* undF -4' >1* 
in die Projection des Axensystems (tigur 437) 
ein, so findet man auf solche Weise die Pro- 
jection A* des Endpunktes A der Axe 7t^. 




Fig, 437. 
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Tl. Das trlfeline System. 

Die triklincn Krystalle besitzen keine Axe und keine Ebene der Sym- 
metrie; sie sind nur symmetrisch in Bezug auf einen Mittelpunkt. Ein 
trikliner Krystall ohne Gentrum der Symmetrie ist bisher noch nicht 
beobachtet worden. Wenn nach dem Vorgange von A. Bravais*) das in 
Rede stehende System zuweilen das »asymmetrische« genannt wird, so ist 
zu bemerken, dass Bravais damit nur das Fehlen einer Symmetrieaxe be- 
zeichnen wollte**). 

Zu jeder Fläche gehört eine Gegenflacho. Aber jedes derartige Flächen- 
paar ist von allen übrigen Flächenpaaren unabhängig. Je rwei, unter 
einander nicht parallele Geraden oder Ebenen eines triklinen Rrystalles 
haben verschiedene geometrische und physikalische Eigenschaften. 

Irgend drei Kantenrichtungen, welche nicht einer und derselben Ebene 

*) Mdm. sur Ics sysl^mos de points distribu^s r^guli^remcni sur un plan ou dans 
I espacc. Joiirn. de l'Ecole Polytechn. XXXIIIe Cahier. 97. 

**) Die hierauf bezügliche Definition lautet: »Toul assemblage (Raumgitter) poss^ 
dant un uu plusieurs axes de symötric sera dil Assemblage symötrique; dans le 
cas contraire, il sera dit asymütriqu6< 1. c. 58. 
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parallel laufen, kdoneo zu Axeurichtungen n^, n^, n^ gewählt werden. 
Die Verballnisse der Axeneinheilea % : aj : Oj kOnDen durch irgend eioe, 
zu keiner der Axen parallele Ebene bestimmt werden. Die geomelriscben 
Elemente eines triklioen Kryslalles : 

a,:aj;as, K»?r*), (^a^'), (n^n^ 
sind also fünf VOD einander uuabhSDgige Grössen (vgl.S. 1S7j. DieKrystallo 
verschiedener, in diesem System krj^stallistreuder Substanzen unterscheiden 
sich von einander durch verschiedene Werthe aller fünf Elemente. 

Da von der Willkür in der Wahl der Axen bei der Beschreibung eines 
Iriklinen Krystalles in manchen Fallen wiederholt Gebraneb gemacht wor- 
den ist, so kommen in diesem Systeme die allgemeinen Formeln ftlr Ah 
Transformation der Indtces bei Veränderung der Axenrichlungen und 
Axeneinheiten häufig lur Anwendung, (Vgl. das fünfte Kapitel, §n des 
sechsten Kapitels und die 9. 58 — 62 behandelten Beispiele.) 

Die Berechnung der Elemente trikliner Krystalle erfolgt nach den im 
zehnten Kapitel dargelegten allgemeinen Hclhodeo. Die Vereinfachungen, 
deren sie fähig ist, beruhen darauf, dass man den vorherrschend ausgebil- 
deten oder physikalisch (i. B. dnrch Spallbarkeit oder Zwillingsbildung) 
ausgezeichneten Flächen möglichst einfache Indices ertheilt (vgl. die Bei- 
spiele auf S. 163, 169, 174). 

Zur Berechnung der Elemente sind entwederdie Winkel zwischen vier Flachen, 
von denen nicht je drei in cioer Zone liegen (S, \ 59) , oder d,ie Winkel zwischen tünr 

Flüchen, die sich in speciciler Lage beflnden (S. 99, MV), erforderlich. So konnten 




Fig. 419. 



die Elemente des Albilkrystalles ^'i^nr 99 vollständig besUmmt werden (S. I7t), 
v.£lhrcnd der in Kig. tlS dargegiclllo Kfyslall desselben Minerals nur die Ermittelung 
der Wiokel Ewischcn den Axen (n^n>;, (n^n'), (n>n*| und die Bostinlimung des Ver- 
hältnisses der Aieneiuheiten a, : oj gestaltet. Figur 419 stellt eine sloreogrsphiBche 
Projeclion der PolDgur des Albils dar. 



Neunzehntes Kapitel. 

§1. Ergänznngszwillinge. §2—6. Gesetz derZwillingsInldang. §7 — S. Be- 
rechnung der ZwilUngskrysUUe. §9. ComalrnctionderZwillüigslcrystalle. 



Als ErgünzungszwilÜDge bezeichnet man Verwachsungen oor- 
Rliiler bemiedrischer Krystalle, deren kryslallographische Axensj'st«me 
sich in paralleler Stellung befinden*]. Ein Zwilling dieser Art besitzt 
dieselben Sjmmelrieebenen wie die Krystallform, als deren Partialformen 
die beireffenden Hernieder -betrachtet werden können. Mao beschreibt den 
Zwilling daher auch, indem man angiebt, dass die beiden Individuen des- 
selben tu einer der Ebenen symmetrisch liegen, welche in Folge der Ue- 
miedrie aufhörten, Sytnmetriecbenen zu sein. In den Fällen, wo die cor- 
relaten Hernieder deckbar gleich sind, kann man sich den Zwilling geo- 
metrisch auf die Weise entstanden denken, dass man das eine von zwei 
in paralleler Stellung befindlichen Individuen um die Normale zu einer der 
in Rede stehenden Ebenen um iSd" dreht. Wenn diese Normale jedoch 
schon eine 2-zählige Symmetrieaxe fUr jedes der beiden Individuen ist, 
oder wenn die correlaten Hemiöder enanliomorph sind, so ist diese Vorstel- 
lung nicht möglich. Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung dienen. 



Fig. 440 stellt einen Eisenkieszwilling dar, eine vollständige 
Durchdringung der correlalen Pcnlagondodekaedcr n{i\0] und ff(120] 





von der Beschaffcnheil, dass die Flächen des Dodekaüders (1 1 0) Symmetrie- 
ebenen des ZwillingB sind**]. Auch bei tclrattdrisch-bemiedrischcn 

•) Nach W. Hai dingcr. Handb. der bestim. Min. Wien )8*S, «811. 
**) Clir.S. Woiss. Beschreibung einer Zwillingükryslatiisalion des Schwefelkieses. 
Mag. Gesellsch. nalurrorscb. Freunde. Berlin 1)148, 8, H. 



§ 1. Ergttnzangszwillinge. 
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Kryslallen des regulären Systems sind Ergünzungszwillinge beobachtet wor- 
den ; so am Fahlerz Zwillinge, welche von den correlaten Tetratidern 
/ = ir(1H) und ^ = t(TTT) gebildet werden und nach den Hexaöder- 
ebenen symmetrisch sind (Fig. 441)*). In beiden Fällen sind die krystal- 
lographischen Axen der zum Zwilling verbundenen Individuen in paralleler 
Stellung, während die einseitigen 3-zahligen Symmetrieaxen der beiden 
Individuen in entgegengesetzten Richtungen verlaufen. Auf diese Weise 
wird durch die Zwillingsbildung die Symmetrie der holoedrischen Krystalle 
dieses Systems hergestellt. In dem ersten Falle erhält man den Zwilling, 
wenn man eines von zwei parallelen Pentagondodekaedern um die Nor- 
male einer Dodekaederfläehe um 180<^ gegen das andere dreht. In dem 
zweiten Falle kann der Zwilling nicht durch eine Drehung um 1 80<^ um 
die Normale einer Hexaederfläche erzeugt werden^ weil diese Normale 
schon fUr jedes der beiden Individuen eine 2-zählige Symmetrieaxe ist. 
Dagegen kann die Drehung wie vorhin um die Normale einer Dodekaeder- 
fläche vorgenommen werden, da diese Normale nicht Symmetrieaxe ist. 

Hexagonales System. 

Zu den Ergänzungszwillingen gehört die Verwachsung von optisch 
rechlsdrehendem und linksdreheudem Quarz (Fig. 442), welche von 
G. Rose**) beobachtet wurde. Wie die optische 
Untersuchung***) ergab, sind die beiden Krystalle mit 
theils verticalen, theils horizontalen Begrenzungsflächen 
vollständig durcheinander gewachsen. Beide Indivi- 
duen haben die krystallographischen Axen und daher 
auch die Rhomboeder r = prf(om), r' = ß^(Om) 
und das Prisma erster Art p = q{0\\0) in paralleler 
Stellung. An dem rechtsdrehenden Rrystall tritt das : 

rechte directe Trapezoeder x = p^^ (1651) 

an dem linksdrehenden das: 

linke directe Trapezoeder x = qi^ (1651) 

auf. Der Zwilling ist symmetrisch nach den Flächen 
des sechsseitigen Prismas zweiter Art, d. h. nach den- 
selben Ebenen, welche für das aus der Vereinigung Fig. 44 J. 
der beiden Trapezoeder hervorgehende Skalenoeder 
Symmetrieebenen sind. Da correlate Trapezoeder enantiomorph sind, so lässt 
sich dieser Zwilling durch Angabe einer Drehungsaxe nicht beschreiben. 




*) A. Sadebeck. Ueber geneiglflächige Hemiödrie. Zeitschr. deutsch, gcol. Ges. 

4878, 30, 599. 

**) Ueber das KrystalUsationssystem des Quarzes. Abhandl. Berlin. Akad. 1846. 

Seile 40 des Sep.-Abdr. Taf. IV, Fig. 50. 

***) P. Grolh. Ueber Krystallform und Circularpolarisation und über den Zusam 

menhang beider beim Quarz und Überjodsauren Natron. Monatsber. Berlin. Akad. 4869, 

444. Pogg. Ann. 4869, 137, 435. 
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Tetragonal es System. 

Ein ausgezeichnetes Beispiel bieten die Zwillinge des Scheeliis dar. 
Fig. 443 stellt die Aneinanderwachsung, Fig. 444 die Durcheinanderwach- 




Fig. 44B. 




Fig. 444. 




Fig. 445. 



sung zweier correlaler Krystalie (von oben gesehen) dar. 

o = 7t(\M), e = 7r(i01), 5 = ^(131), Ä = 7r(3^3). 

Diese Zwillinge sind symmetrisch nach den Flä- 
chen der vierseitigen . Prismen erster und zweiter Art, 
(110) und (100)*). 

Auch am Kupferkies treten, allerdings sehr 
selten, Ergänzungszwillinge auf**). 

Wie an hemiädrischen, so werden auch an hemi- 
morphen Rrystallen Ergänzungszwillinge beobachtet. 
Beispiele gewähren Riese Izinkcrz (Fig. 445) und 
Struvit***). 

§2- 

Bei den übrigen gesetzmässigen Verwachsungen zweier Kristalle einer 
und derselben Substanz sind die kryslallographischen Axensysteme der 
beiden Individuen nicht in paralleler Stellung. Die Gesetzmässigkeit 
dieser Zwillingsbildungen besteht darin, dass die beiden Krystalie 
entweder zu einer ihrer möglichen Flächen oder zu einer 
ihrer möglichen Kanten symmetrisch liegen. 

Die Symmetrieaxe eines Zwillings ist 2-zählig. Nur in den FUUen^ wo 
diese Axe schon für den einfachen Krystall eine Symmetrieaxe ist, wird 
ihr Grad erhöht, so dass die Symmetrieaxe eines Zwillings auch 4- oder 
6-zählig sein kann. 

*) Vgl. M. Bauer. Kr^stallogr. Unters. des Schcclits. Württemb. naturw. Jahres- 
hefte 1870. Seite 26 des Sep.-Abdr. 

""*) Vgl. llaidingera. a. 0. 265. A. Sadebeck. Angewandte Krysiallogr. Berlin 
1876, 79. 

***) Vgl. A. Sadebeck. Ucber die Krystallisation des Struvits. In: Tschermak*8 
Mineralog. Mitth. Wien. 1877, 121. 
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Anmerkung. Zur Beschreibung der Zwillinge , welche eine Syxnmetrieaxe 
besitsen , kann man sich der Yorsieliung bedienen , dass man die ZwilliAgsstellung 
zweier Individuen gewinnt, indem man, von der parallelen Stellung derselben aus- 

gehend, das eine Individuum um die Symmetrieaxe um — oder <800 dreht. Ist diese 

z 

Axe schon für den einfachen Krystall eine 2- oder 3-zählige Symmetrieaxe, so wird 

der Zwilling auch schon durch Drehungen um -r- oder-—, d. h. um 900 oder 600 

4 6 

erlialten. Auf diese rein geometrische Vorstellung der Entstehung eines Zwillings 

durch eine halbe Umdrehung gründet sich die von Hauy eingeführte Bezeichnung 

Hemitropie*). 

Beispiele. Fig. 446 stellt einen Anorthitzwilling nach dem sog. Albitgesetz 
dar. Zwei Individuen sind so verbunden, dass sie zu der ihnen gemeinsamen Fläche 
M = {04 0} symmetrisch liegen. Wird der eine Krystall um die Normale der Fläche 

M um -- oder 1800 gedreht, so kommt er in eine zum zweiten Krystalle parallele 

z 

Stellung. Die Normale von M ist keine mögliche Krystallkante, aber für den Zwil- 
ling ist sie eine 2-zählige Symmetrieaxe, wenn wir uns die beideq Individuen des- 




T' 



M' 





, 1 ' 



. i I 



Fig. 447. 



Fig. 446. 



selben in vollständiger Durchdringung vorstellen. Demnach könnte man das Gesetz 
dieser Zwillingsbildung auch so aussprechen : die beiden Krystalle sind symmetrisch 
zur Normale der Fläche M. 

Dem in Fig. 447 dargestellten Anorthitzwillinge liegt das Gesetz zu Grunde: 
zwei Individuen sind symmetrisch zur Krystallaxe ti^ = [04 0] — das sogen. Peri- 
klingesetz. Die zur Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene, welche keine mögliche 
Krystallfläche ist, wird Symmetrieebene des Zwillings, wenn die beiden Individuen 
sich in dieser Ebene berühren. Daher könnte man das in Rede stehende Gesetz 
auch so aussprechen : zwei Krystalle liegen symmetrisch zu der auf der Krystallaxe 
7i2 senkrecht stehenden Ebene. 

Eine derartige zweifache Ausdrucksweise des Zwillingsgesetzes ist nur ßei den 
Zwillingen centrisch-symmetrischer Krystalle möglich (vgl. den folgenden Paragra- 
phen). Der in Fig. 450, S. 400 abgebildete Quarza^willing kann daher nur durch eine 
Kegel beschrieben werden. Zwei rechtsdrehende Quarzkrystalle stehen symmetrisch 



'ITrüit« deCristallographie. Paris 18ii, % 278. 
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lu der ihnen gemeinsameo Hanptaie. Sie sind also in den Slettnngen d 
gewachsen, welche durch die Figuren 4(B und H9 veranschaulicht i 
Hauptaxe ist für Jedes Individanm eioe t-Uhlige, demnach Tür dea ZwHJlng eine 




Fig. (iS. Fig. it». 

e-iäblige Symmelrieaxe. Uan erhalt also die» 
dass der eine von zwei parallelen Krystallen u 
gedreht werde. 



i Zwilling, indem ina 
. die Hauptaxe um - 



I sich voratelll, 
- oder um <l* 



Aus den auf Seit« S04 bewiesenen Sätzen ergiebt sich, daas bei den 
Zwillingen der centrisch-symmelrischen oder der sogenannten pa- 
ral leid Heb igen Erystalle die Normale der Symmetrieehene stets Synunetrie- 
axe und die zur Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene stets Symmetrie- 
ebene ist. 

Beispiele bieten die Anorthitzwillioge nach dem Geseti: SyinmetrfeebeD« 
die FlBche {PIO} (s. Fig. HS aufS. 399], und nach dem GeseU: Symmetrieue die 




Kante [DID] (s. Fig. 4t7 autS. 3B9), dar. In dem ersteren Falle ist dia Symnaliifr- 
axa keine mögliche Krystallkante, in dem letileren Falle die SyDimetriMtMoa k«faM 
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mägliche Kry stall 11 acbo. Dagegen bcsiUea in dem Toli^enden Beispiele die SymmC' 
IrieeLene unil die SymmeCrieaKe des Zwillings gleichzeitig rationale Indices. 

Fig. (51 stellt die Aneinandcrwachsung , Fig. «BS die vollslUndige Durch- 
dringung zweier regulärer OklaSdcr , Fig. (53 die Durchdringung zweier HexaMer 
dar tiach dem Gesetz : Symmetrieebene eine Oktai^derHüchc , Symmelrieaxe die zu 




ihr senkrecht stehende S-zUhlige Symmelricaxe. Demnach ist die Syrametrieaxe des 
Zwillings 6-zählig. Dies veranschaulichen die Durchdringungszwillinge und die 
sicreugraphische Projcction der Poißgur (s. Fig. (5*). 

Bei den Zwillingen der Kryslalle, welche kein Centrum derSym- 
melrie besitzen oder, mit anderen Worleo, gen ei gl fläch ig sind, kann in 
dem Falle, wo die beiden Individuen zu einer ihrer möglichen Kanten sym- 
metrisch stehen, die zu dieser Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene 
nicht Symmetrieebenc sein. Andererseits wird bei denjenigen Zwillingen 
dieser Krystalle, deren Individuen zu einer ihrer mUglichen Flächen sym- 
metrisch liegen, die Normale dieser Symmetrieebene nicht Symmelrieaxe 
sein ktfnnen. 

Beispiele. Die tetraüdrisch-hemiedri sehen Krystalle des regulären Systems 
bilden häufig Zwillinge nach dem Gesetz : die Individuen des Zwillings stehen sym- 
metrisch zu einer der S-zShIigen Symmetrica\en. Fig. (55, S. (OS, stellt die Durch- 
dringung zweier Tetraeder, Fig. (B6, S. tOS, die Aneinanderwachsung zweier Com- 
binalionen des Tetraeders o und des GegentelraBders o' nach diesem Geselle dar. 
Die zur Symmetrieaxe des Zwillings senkrecht stehende Ebene ist nicht Symmetrie- 



r. Kcyit^logi 



JS 
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ebene, während die nach demselben Gesetze gebildeten Zwillinge der 
Kristalle des regulären Sly Stents zu dieser Ebene symmetrisch sind. 





Fig. 455. 



Fig. 456. 



Bei den Zwillingsverwachsungen zweier Rechtsquarze (Fig. 450, Seite 490) 
oder zweier Linksquarze nach dem Gesetze: Symmetrieaxe des Zwillings ist die 
Hauptaxe, i.st ebenfalls die zur Symmetrieaxe senkrecht stehende Ebene nicht Sym- 
meineebene. 

Man bezeichnet bei den zu einer Ebene symmetrischen ZwillingeD 
diese Ebene und bei den zu einer Geraden symmetrischen Zwillingen die 
zu dieser Geraden senkrecht stehende Ebene, welche nicht immer auch 
eine Symmetrieebene ist, als Zwillingsebene. Die Normale der Zwii- 
lingsebene, welche in der überwiegenden Mehrzahl der beobachteten Fälle 
zugleich Symmetrieaxe des Zwillings ist, wird Zwillingsaxe genannt. 



§♦• 

Zwischen den Indices der Zwillingsebene z == [xiz^z^] und der 
Zwillingsaxe ^= [^it2b3] finden nach Kap. 6, § 9 folgende Beziehungen 
statt : 



(1) 



und: 



(2) 



Pa,:, =Ax^ +-^i2^ +^13- 

a, oj o. 



^1 



«2 



^3 



^«2^2 =^21^ +^22^ +^23^ 

«I 02 03 



«2 



«3 



Pa^Kz = ^31 ~ + ^32 ^ + ^33 :r 

Oj 02 03 

^ = O, ;*, + 0,202^2 + ^1303^3 

Q^ = C2lOiCi + 02^2 + ^2303^3 
O2 

Qzr = ^31«ltl + ^3202b2 + 03^3 
O3 



Besitzt die Zwillingsebene rationale Indices, so sind, wie hieraus folgt» 
die Indices der Zwillingsaxe im Allgemeinen nicht rational und umgekehrt. 
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Wir wollen jetzt untersuchen^ in welchen besonderen Füllen Zwillings- 
ebene und Zwillingsaxe gleichzeitig rationale Indices 
haben "^j. Dabei sollen die in § 4 behandelten Ergänzungszwillinge nicht 
in Betracht gezogen werden. Zunächst ist ersichtlich, dass die Zwillinge 
triküner Krystaile nicht hierher gehören können, denn bei ihnen haben die 
Grössen c^j^, J-j^^ aj, «2, «j stets irrationale Werthe. Bei einem monoklinen 
Krystaile ist mit Rücksicht auf die besonderen Werthe von c^j^ und J^j. 
(vgl. Seite 381): 

aa ac 

P^2 = sin^ ß . j32 

L. = — COSp • -^ H 

ac cc 
Qzi = aa^i + cos ß » acK^ 

QS'^ =z cos ß ' acC^ + ccCs 
und bei einem rhombischen' Krystaile (vgl. Seite 365): 

r . r . r — ^' • - • ^3 

' ' aa cc 

Folglich tritt der in Rede stehende Fall ausser bei den Ergänzungs- 
zwillingen auch bei den Zwillingen monokliner und rhombischer Krystaile 
nicht auf. Im tetragonalen Systeme ist (vgl. Seite 340): 

Ci • ^2 ' Ca = ^1 • ^2 • ji 
und im bexagonalen Systeme (vgl. Seite 282): 

PC2 = — ^a, + 22 , Qh = Hi + ?2 

Demnach sind bei einem Krystall des hexagonalen oder des tetrago- 
gonalen Systems nur die Indices der Normalen der Flächen aus der Zone 
der Ilauptaxe und die Indices der Normale der Basis rationale Zahlen. 
Daher gehören , abgesehen von den Ergänzungszwillingen , unter den in 
Rede stehenden Fall die Zwillinge hexagonaler Krystaile, deren Zwillings- 
ebene eine Fläche eines dihexagonalen Prismas oder die Basis ist, und die 
Zwillinge tetragonaler Krystaile , die zur Zwillingsebene eine Fläche eines 
ditetragonalen Prismas oder die Basis haben. 

Im regulären Systeme ist (vgl. Seite 223—224): 

?i : C2 : ^3 = ^1 • ^2 • ^3 

♦) Th. L. Zeitschr. für Kn'slallogr. 1878, 2, 76. 

26* 
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Hieraus ergiebt sich, dass im regulären Systeme und nur in diesem die 
Indices der Zwillingsaxe stets gleich den Indices der Zwillingsebene sind. 
Demnach haben sämmtliche Zwillinge dieses Systems die Eigenschaft, dass 
Zwillingsebene und Zwillingsaxe rationale Indices besitzen. 

Die Fälle, in denen anscheinend weder die Zw illingsebeoe noch die ZwUlinfefr- 
axe rationale Indices liesitzt, bedürfen noch einer näheren Untersuchung. Xachdeoi 
(ß. vom Rath erkannt hat, dass bei den Zwillingen der triklioen Feldspatlie nach 
dem «Periklingesetz« nicht ^wieKayser*, und G. Rose**) angeDommen hatten 
die in der Axcnebene der Vertical- und Makroaxe gelegene Normale zur Brachyaxe. 
sondern die Makroaxe Zwillingsaxe ist***,, bleiben nur noch folgende Beispiele 
ühr'ni. 

G. vom Rath beobachtete an einem Labradoritkr>'stall aus einer Druse des 
Dolerits vom Hafnefjord in Island und an einem Anorthitkrystall vom Vesuv Zwil- 
lingsbildung nach dem Gesetz: »Zwillingsaxe die im Brachypinakoid liegende Nor- 
male zur Verticalaxe « -f* I . 

Bei gewissen Zwillingen des Cyanits ist nach G. Rose u. A. die Makroaxe oder 
die Kante [M, P] = [100, 00t ' Zwillingsaxe, während nach Beer und Plücker die 
in 3f SS 4 00 liegende Normale der Vcrticalaxc oder der Kante [M, T] «= [^^O, •«•] 
als Zwillingsaxe anzusehen sein würde. Bei anderen Zwillingen dieses Minerals ist 
nach Phillips die Verticalaxe Zwillingsaxe. M. Bauer schiiesst sich dieser Deu- 
tung an, bemerkt aber, dass man auch die in M liegende Normale der Makroaxe als 
Zwilling.saxe auffassen könnte. In diesen beiden Füllen »muss eine definitive Ent- 
scheidung bis zur Auffindung besserer Kryslallc verschoben bleiben« -H*). 

§5. 

Ilüufig berühren sich die beiden Individuen eines Zwillings in der 
Zwillingsebene, wie in dem Anorlhitzwilling Fig. 446, S. 399. Hier sind 
die beiden Individuen so ausgebildet^ dass an der BerUhrungsebene corre- 
spondirende Flächen an einander grenzen und ein- oder ansspringende 
Winkel bilden. 

In anderen Fällen gehört die BerUhrungsebene der Zone der Zwillings- 
axe an und steht daher senkrecht zur Zwillingsebene. 

Hin ausgezeichnetes Beispiel bieten die Zwillinge der triklinen Feldspathe nach 
dem »Periklingesetz« dar (s. Fig. 447, S. 899). Hier ist die Makroaxe ti* ass [040] 
Zwillingsaxefff ). Die Zwillingsebene ist also keine mögliche Kry.stallflttche. Da 

•) (}. E. Kayser. Pogg. Ann. 1835, 84, 109, 30t. 
•♦) (i. Rose. Pogg. Ann. 4866, 129, 4. 
'•*) Monalsber. Berlin. Akad. 4 876, 24. Febr. 
+) Pogg. Ann. 4869, 188, 475 (Merkmale des Geselzes). ib. 4874, 144, 255 (Figur 
im Text, Labradoht vom Hafnefjord). ib. 4 872, 147, 59 (Fig. 22, Anorthit vom Vesuv). 
Vgl. Streng, Jahrb. Min. 4 874, 647, No. 8. Dazu die Bemerkung von G. vom Rath. 
Pogg. Ann. 144, 255, Anmerkung. 

•H-) Vgl. M. Bauer, Zoitschr. deutsch, geol. Ges. 4878, 80, 306— Hl. ib. 4S79, tl, 
249—251. Zeitschr. für Krystallogr. 4 879, 8, 89. 

%"H) (>• vo m Rath. (Jeher die Zwillingsverwachsung der triklinen Feldspathe nach 
dem sog. Poriklin-Gesetze und über eine darauf gegründete Unterscheidung derselben. 
MonaUber. Berlin. Akad. 24. Febr. 4876. 
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cnrreiipnndlrende PIfichen eines Zwillings eicb in einer tar Zwilliag&axe senkrechlen 
Geraden schneiden, so isl die Uurcbscbnittslinie oder die Zwitlingskanle ^ \on Jl 
und Jf ', an der diese beiden t'lttchen in ein- oder ausspringenden Winkeln zusani- 
menslossen, senkrecht auf n^. Durch den Fusspunkt von n' in M giebt es aber nur 
e in Normale zu n^, n&mlich die Schniltlinie von jV mit der Zwiltingsebene. Die 
Flächen 7= HO, i = i7o und deren Gegenflachen T = TTO, i' =Tio bilden ein 
vierseitiges Prisma , welches von der durch n^ und /* gelegten Ebene in einem 
schierwinkligen Parallelogramm geschnitten wird. Die Diagonalen dieses Schnittes 
stehen auf einander senkrecht, da die eine mit n^ zusammenfällt und die andere der 
Geraden ft parallel geht. Daher ist das Parallelogramm ein Rhombus. Die Ebene 
des.<ielben schneidet alle Prismen , welche von den Flächen hki , AÄD und deren 
Gegennuchen gebildet werden, in Rhomben. Für die 
beiden nach dem Periklingeselz verbundenen Individuen 
eines tnklinen Feidspaths ist nun, wie G. vom Ralh 
erkannt hat, die auf der Zwillingsebene senkrecht 
stellende »Ebene des rhombischen Schnittes^, welche 
ebenfalls keine krystallographisch mögliche Flache ist, 
Verwach.iungsebene [sie geht in Fig. t4T durch die mit i 
bezeichneten Punkte). 




fiertlhreo sich die IndividueD eines Zwillings 
nicht in einer Ebene, so eulstehen Durchwachsungs- 
Zwillinge (s. Fig. iÖO, 452, 453, S. 400). 

Uüufig sind an der Grenze der beiden Indivi- 
duen eines Zwillings einspringende und aussprin- 
gende Winkel wahrzunehmen (siehe Fig. 451—453). 
Zuweilen haben jedoch die na dieser Grenze zus^m- 
uienlrefTenden Flüchen dieselben Richtungen (vgl. 

den Quarzzwilling Fig. 450 und den Durchkreuzungszwilling des Phillipsits 
Fig. 457). Die Grenze tritt in diesen letzteren Fällen erst in Folge phjsi 
kalischer Verschiedenheiten auf benachbarten correspondirenden Flachen 
hervor. 

§6- 

Besitzt ein Zwillingskrystall eine Symmetrieaxe ^, so haben die beiden 
Individuen desselben ausser dieser Axe und der auf ihr senkrecht stehen- 
den Ebene z auch noch die auf der Axe senkrecht stehenden Geraden und 
die Ebenen aus ihrer Zone gemein. In den Füllen, wo die Symmetricaxe 
^ des Zwillings in einer den beiden Individuen gemeinsamen Symmetrie- 
ebene 5 liegt, muss der Zwilling symmetrisch zu derjenigen Ebene y aus 
der Zone von C sein, welche auf s senkrecht steht. Die Normale von y ist 
aber nur bei den cenlrisch-symmetrischen oder parallelflüchigen Kryslallen 
zugleich Symmetricaxe des Zwillings. Für die Beschreibung der in Rede 
stehenden Zwillingsbildungen bieten sich also zwei aequivalenle Ausdrucks- 
weisen dar. 

Zur EHUulerung diesei' Satze dienen die beiden umstehenden Fi- 
guren, in denen Tr'rr^TE' und n^'n'^jt:^' die Krystallaxen der beiden 
Individuen bedeuten. 
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Mein kann das Vorhundcnsein einer SymmetrieeboDe bei der Wahl der 
Krvßtallaxen in zweifacher Weise zur Geltung bringen (s. S. 209) , indem 
man 1) zwei gleiche Kanten tt^tt^ und eine in der Symmetrieebene ge- 
legene Kante tt^ [s. Fig. 458) oder 2) zwei in der Symmetrieebeno lie- 




^^1 




Fig. 458 



Fig. 459. 



gende Kanten 7C^ 7t^ und die Normale 7t^ der Symmetrieebene (s. Fig. 459) 
zu Axen nimmt. 

Da die aequivalenten Zwiliingsebencn z und y auf einer Symmetrie- 
ebene senkrecht stehen sollen, so kann man ohne weiteres angeben, welche. 
Form ihre Symbole haben müssen *) . 

Reguläres System: hhlj hkk, hkO 
Hexagonales ^- Ohhl, h-^h-h-l, xhkO 
Tetragonales - hhl, hOl, hkO 
Rhombisches - OAZ, ÄO/, äAO 
Monoklines - hOl 

Beispiele. Die Symmetrieeigenschaften der Zwillinge holoedrischer regulärer 
Kry stalle, welche nach einer Okta^dcrfläche symmetrisch sind , werden durch Fig. 
454, S. 404, veranschaulicht. Es sei die Fläche 4H Symmetrieebene des Zwillings, 
so ist die Dodekatklerkante [H4], die Normale jener Fläche, eine 6-zählige Syinine> 
trieaxe desselben. In der Zone [411] liegen die Dodekaüderflttchen OTl, 40T, 4Tf, 
welche Symmetriecbonen für jedes der beiden Individuen des Zwillings sind , uod 
die auf diesen Ebenen senkrecht stehenden Ikositetraiiderflächen IH, I2l, Hi, 
welche Symmetrieebenen des Zwillings sind. Die Normalen der letztereo Ebenen 
sind 2-zählige Symmetrieaxen des Zwillings, da die Individuen desselben centriseb- 
symmetrisch sind. Demnach besitzen die in Rede stehenden Zwillinge vierSym- 
m e t r i e e b e n e n : 111, 5l 1 , 1 i1 , 115 und v i e r S y m m e t r i e a x e n. 

Die Zwillinge tetraedrisch-hemi^drischer Krystalle des regulären Systems, bei 
denen [111] Symmetrieaxo ist, sind ebenfalls symmetrisch zu den IkositetraMer- 
flächen: iU , 1^1, 11i, da für jedes ihrer Individuen die DodekaMerflächen 



*) Die hierher gehörigen Fälle wurden zuerst von N a u m a n n 'aufgeztthlt. Lehrb. 
der rein, und angew. Kryst. 1880, 2, 204. — Th. L. Zeitschr. deutsch, geolog, Ges. 1877, 

685—628. 



§ 7 — S, BerechDung der ZwilllnpkrystBlIe. 

Symmelrieobenen sind (s. Fig. t5S, S. (OS). Sie haben also drei 
Symmetrieebenen und eine Symmetrieaxe. 

Die nach demselben Gesetze gebildeten Zwillinge tetar- 
loedriscber regullirer Kryslalle besitzen keine Symmetrie' 

Fernere Beispiele gewlbren die Zwillinge monoLliaer 
Krystalle, deren Individuen lu einer Ftflche aus der Zone der 
Symmetrieaxe symmetrisch liegen. Der in Fig. tSD dar^esletlle 
Gypszwilling [6 ■■lOtO), p^(ttO], o = (1fi)] ist symmetrisch 
nach der Fläche {100} und , wenn wir uns die beiden Indivi- 
duen in vollständiger Durchdringung vorstellen, auch symme- 
trisch nach der zur Verticalaxo [004] senkrecht stehenden 
Ebene. 

§7- 




Fig. *80. 



Zur BerechouDg und ZeichnuQg eines Zwillingskrystalles bezieht man 
zweckmässig die FlUchea des einen Individuums auf das Axensyslem des 
anderen. Es entsteht dabei die Äurgabe, die Indices der einer Fläche h 
des ersten Individuums correspondirenden Fläche h' des zweiten Indivi- 
duums, bezogen auf das Axensystem des ersten Individuums, zu berechnen, 
wenn die Elemente des Krystalles und die Indices der Zwillingsehene z 
gegeben sind*]. Da die El)ene z den Winkel [hk') halbirt, so stehen die 
Coordinaten der Ebenen x, h, h', welche wir beziehungsweise mit : 

PiftPa. "iWi^a. w",u*iu"3 
bezeichnen, In der Beziehung (vgl. Seite 75 — 76J; 
ePi = «1 + 1**1 

ePs = «3 + '*'a 



oder: 



Hierin Ist das Theilungsverhältniss : 

_sin(A*A} 



(A"A) = 



und nach (4j Seile 83: 





Sill(ft'.) 


(*■ 






sin2(iJ) 




sin(ai 




ä »(=,*) 



(^A) 



Fuhren - 
und A' ein, si 



y^{z).,p{k] 

r an die Stelle der Coordinaten die Indices der Ebenen 3 



*) Tb. L. Zeilscbr. für Krystallogr. 1878, 2, SS. 
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ZU setzen, worin nach (3) Seite 83 : 

Demnach ergeben sich die TransforroatioDSgleichungen : 

ah*i =tfp {3, //) 5] — fp \z] hl 
(l) ah*2 = iq) [Zjh) Z2 — (f [z) h^ 

ah% = 2 9) (5, //) 5J3 — 9) [z] A3 

worin a einen Proportionalitätsfaclor bedeutet. In analoger Weise kanü 
man die Indices der einer Kante rj des ersten Individuums entsprechen- 
den Kante rj* des zweiten Individuums durch die Krystalleleraente und 
die Indices von ^ und rj darstellen. Man erhält die TransformatiODS- 
gleichungen : 

(2) ^rr2 = ^fi:,fi)^2-ns)r]2 

worin t einen Proport ionalitätsfactor bedeutet. 

Zwischen einander entsprechenden Flächen oder Kanten muss eine 
umkehrbare Beziehung bestehen, d. h., sucht man die der Fläche h corre- 
spondirende Flüche, so findet man aus (1j h*", und sucht man darauf zu h* 
die correspondirende Flüche, so muss man durch nochmalige Anwendung 
von (3) wieder auf die Fläche h zurückkommen. Dies ist in der Thal 
der Fall, wie leicht zu ersehen ist. Es liegt nun die Aufforderung nahe, den 
Transformationsgleichungen eine Form zu geben, welche die Eigenschaft 
der Umkehrbarkeit schon auf den ersten Blick erkennen lässt. Zu einer 
solchen Form gelangt man auf dem folgenden Wege*). 

Bezeichnet man die Flächen der Zone [s, Ä), welche den Axen tt*, tt^, jt* 
parallel gehen, mit iw*, m^, m^ (vgl. Seite 34), so bestehen nach (3) Seite 35 
die Beziehungen : 

Äi //2 A3 sin(A//i^) sin(/im2) sinfÄm^) 

h*x ' h*2 h'^ sin [h*m^) ' sin (h' m^j ' sin (/i*i?i^ 

Nun ist : 

[h m*} = {hz)-{- [z m*) , [h' m'} = (Ä^ z) + [z m*) 

[hz] = {zh') 
folglich : 

^ . ''2 . ^ _ si n [{zh) — (zm ^)} ai n {'zh) — (zm^)} sm {{zh) — [zm^) ] 
h\' fr 2"h'-^~ s\T\{ (zh) + [zm^]} ' sin {(zh) + {zm^j} '■ sm{(zh) + (:im^}) 

^sm{{zh*)+izm^)} sin {{zh-) + {zm'^ )} sin{(jsA*) + (gm^y) 
■"sin{(5Ä*) — (5m\/} ' sin {{z~fr) — (zm'^)} ' sin {[zh*)—(zm^] 

♦) Th. L. Zeitschr. für Krystaliogr. 1880, 4, ao4. 
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Demnach lauten die gesuchten Transformalionsgleichungen und deren 
Umkehrungon : 

nh* —h sin{(gA) + (gffli)} 
^ '~ 1 sin{(aA) — (ami)} 

^ ' XII sin { (3 Ä) — (zw»)} 

«,,. _A sin{(sÄ) + (zm3)} 

ah —h* s'P{(g^*) + (g»'') } 
' ~ ' sin {(5 A») — (5 ml)} 

(3») a/,, = A*, ^!"</;fj + i""'!)i 

_ s\n{{zh*) + {zm^)} 
""^^ -^^sin{(3A*) — (^m3)} 

Aus (1) und (2) ergiebt sich, dass die der Zone der Zwiliingsaxe an- 
gehörenden Flächen und die der Zwillingsebene parallel laufenden Kanten 
des einen Individuums den correspondirenden Flächen und Kanten des 
anderen Individuums parallel laufen. 

Aus (1) erhallen wir insbesondere die Indices der Axenebenen pi*p2*jf,3* 
des zweiten Individuums bezogen auf das Axensystem des ersten Indivi- 
duums, indem wir für h^h^h^ successive 100, 010, 001 eintragen: 

p'». = 2^ i ^., J_^(3) 

«1 1 = 1 «i 

3o ^ Z: 

«1 1 = 1 «, 

(4) />2», = 2-^ i ^,., J _ f^ (5) 



3 






„3* 9 ^» V // ^< 
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In analoger Weise ergeben sich aus (2) die Indices der Axen /r** yr** tt** 

des zweiten Individuums : 

TT«*, =2c,«, 1 c,,a,- :,-/•(?) 

• = 1 

3 

7r>*2 = 2 ^2 Ol :^ (!,• 1 a,. Ki 

3 

3 
•=i 

(5) 7r2*2 = 2^202 2 Ci2aiKi — f(K) 

3 
1 = 1 

3 

•=l 

3 

7r3*2 = 2 C2 (I3 - 0,3 a,. C,. 

«r3*3 = 2^303 1 c,3a,.r..-/-(f) 

•=1 

§8. 

Es soll der Winkel berechnet werden , den eine Fläche h des einen 
Individuums mit einer Flüche /* des zweiten Individuums einschliesst. Be- 
zeichnet man die auf das Axensystem des ersten Individuums bezogeoen 
Indices der FiUche l* mit l*i 1*2^*3^ so ist nach (4) Seite 83 : 

cos (w) = -^ML 

oder, wenn man die Wcrtho für die Indices von l* nach (1), S. 408, einträgt: 

(1) cos [h /•) = ^"f (=L*)<r 1^1 fljI^WM) 

fp(z) V<p [h) q> (/) 

Hierin bedeuten /^ /2/3 die ursprünglichen Indices von l*. Insbesondere 
ergiebt sich hieraus der Cosinus des \VinkelS; welchen die einander ent- 
sprechenden Flachen h und h* einschliessen : 

(2) cos (h h*) = 8y(^.^)y(^./')-y(''yW 

</) (3) </) [h) 
folglich : 

(hh*) < p[z,h] 

COS ^^ — i-±-l — '. — 



2 V<p [z] <p (h) 
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Ubcreinslimmcnd mit dem Werlhe für ^ auf Seile 407. In analoger Weise 

erhall man fttr den Winkel, den eine Kante rj des einen Individuums mit 
einer Kante X* des zweiten Individuums einschliesst, aus (8) , Seile 84 : 

cos (« A») = -£M= 

oder wenn man die VVerthe für die auf das Axensystem des ersten Indi- 
viduums bezogenen Indices A*, 1*2 ^*3 der Kante A, deren ursprüngliche 
Indices Aj A2A3 sind, nach (2), Seite 408, einträgt: 

(3) cos (, n = m^,rj)n;,x)-n^)nr,,x) 

n^) VJWW) 

Insbesondere ergiebt sich hieraus der Cosinus des Winkels, welchen 
die einander entsprechenden Kanten r] und i^* einschliessen : 

folglich : 

cos Im!) = JM=. 

Man erhält für den Cosinus des Winkels, den die Axenebene p* des 
ersten Individuums mit der Axenebene »** des zweiten Individuums ein- 
schlicssl aus (1): 

(5) COS (///*] = ^._^^-Ll^ 

fpiz] yj^i j^k 

worin der Kurze wegen : 



1 ^,.,^ = (JW 



gesetzt ist. In analoger Weise erhält man für den Cosinus des Winkels, 
den die Axe n* des ersten Individuums mit der Axe tt** des zweiten Indi- 
viduums einschliesst, aus (3): 

(6) cos (/r' 71^*) = j^ — ^^ '-^ 

worin der Kürze wegen : 

gesetzt ist. Führt man in (5) an Stelle der Indices der Zwillingsebene nach 
(1j, Seite 402, die Indices der Zwillingsaxe ein, so resultirt: 

(5») cos («'•/*) = ii^i^kUk^^km 
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Analog gehl (6) mit Benutzung von (2) auf Seite 402 über in : 

•ij"^-Ä — cos [jt'jc^] (p[z) 
(6*) cos ;/r»/r^**j = ^--^- 



Mit Hülfe dieser Formel können die TransformationsgIcichungeD (I) 
auf Seile 408 in eine von A. Schnauf *] angegebene Form Ubergeführl 
werden. Denn die erste Gleichung (1) kann geschrieben werden : 

«^ - = ^ — ^ - ^ik ,, ,, y^i-'; - -'ik^ix ZT 

«1 «1 »*=l «i«jfc •A=t tffc 



>^.,^^^?-^^^^f^) 



^.1 



so dass mit Rücksicht auf (6^): 

a^*^= 3 ''*• cos(W>r»^ Ji^ 
ist. Demnach gehen jene Transformationsgleichungon über in : 

a '*'^ = ''' i «OS 71' ;ii») ^,1 -h ^* i cos ;i';ii% ^/2 + - i" cos ti'tiI»; ^^ 

Ol «1 I = 1 «2 I = 1 «3 « = I 

') ■> *) 

a — ^ = ''^ V ^.^^^ , ^-2.;, ^ 4. ^2 V ^.^^^ (.j.^2») J ^^ E COS (ti* ä«*; ^^ 
«2 «l 1 = 1 ö-i » = 1 «3 • = l 

a ^*3^ ^J V ^,,,^ in^Ti^^) J,^ + ''- !'• cos (;i*\'i3*) ^^^ + - - cos (tt'ti»') ^o 
«3 öl I = 1 «2 . = 1 «31=1 

§9. 

Legt man durch einen Punkt im Räume Ebenen und Geraden parallel 
zu den möglichen Flüchen und Kanten eines Zwillingskrystalles, so erhält 
man zwei congruenle Bündel von Ebenen und Geraden. Sehneidel man 
diese Bündel durch eine, das Cenlrum nicht enthaltende Ebene, so bilden 
die Schnittgeraden und Schnittpunkte der auf diese Weise entstehenden 
Linearprojection zwei collinear verwandle ebene Systeme. Denn jedem 
Punkte und jeder Geraden des einen Systems entspricht ein und nar ein 
Punkt und eine Gerade des anderen Systems. Da aber die beiden Bündel 
in Zwillingsstellung sind, so ist die gegenseitige Abhängigkeit der beiden 
ebenen Systeme durch folgernde besondere Eigenschaften charakterisirt. 

Da eine Kante 1; und die ihr Da eine Flüche h und die ihr 
correspondirende Kante r^ mit der correspondirende Fläche A** mit 
Zwillingsaxe !^ in einer EJHMie liegen, der Zwillingsebene js in einer Zone 
so müssen in der Linearprojection liegen, so müssen in der Linear- 
die Schniltpunkle von ti und 1;* mit projeclion die Schnittlinien von h 
\ 

*] Zcitsclir. für Kr\slaUogr. 1878, 2, i46. 
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dem Schnittpunkte von L in einer 
Geraden liegen. 

Da jede Kante der Zwillings- 
ebene z mit der ihr correspondiren- 
den Kante zusammenfällt, so müssen 
in der Linearprojeclion alle Punkte 
der Schnittlinie von z sich selbst 
entsprechen. 



und h* durch einen und denselben 
Punkt der Schnittlinie von z gehen. 
Da jede Fläche aus der Zone der 
Zwillingsaxe ^ der ihr correspon- 
direnden Fläche parallel läuft, so 
müssen in der Linearprojection die 
durch den Schnittpunkt von ^ 
gehenden Schnittlinien sich selbst 
entsprechen. 

Demnach befinden sich die beiden collinearen ebenen Systeme, aus 
denen die IJnearprojeclion eines Zwillingskrystalles besteht, in derspeciellen 
Lage, die man die perspectivische oder die centrale nennt. Der 
Schnittpunkt Z der Zwillingsaxe 'C ist das Collineationscentmm, die Schnitt- 
linie z der Zwillingsebene z die Collineationsacce der beiden Systeme. 

Diese Eigenschaften der Linearprojection eines Zwillingskrystalles be- 
nutzen wir jetzt zur Construction seines Kantennetzes. *) 

Wie aus dem geometrischen Grundgesetze der Krystalle hervorgeht, 
kann man in die Linearprojection des einen Individuums eines Zwillings 
auch die Schnittlinien aller Flächen und die Schnittpunkte aller Kanten des 
anderen Individuums eintragen, sobald man irgend 4 von diesen Schnilt- 




\ 



Fig. 461. 



linien oder Schnittpunkten, die nicht zu je dreien einem Strahlenbüschel 

*) Vgl. M. Websky. Ueber Anwendung der Qucnstedt'schen Krystallprojection. 
Pogg. Ann. 4863, 118, 240. 
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oder einer geraden Punklrcihe angehören, kennt. Ist die Fläche p^ = 004 
des ersten Individuums Projeclionsebene, so empfiehlt sich folgende Wahl. 
Drei nicht auf einer Geraden liegende, den beiden Systemen in der Linear- 
projection gemeinsame und daher durch das erste Individuum schon be- 
stimmte Punkte sind die Schnittpunkte Z, B^ A der Zwillingsaxe ^ und der 
beiden Durchschnittslinien der Zwillingsebene z mit den Axenebenen 
p« = 400 undp2= 010 (s. Fig. 464, S. 413). Als vierten, mit je «wei der 
ersteren drei Punkte nicht in einer Geraden liegenden Punkt wählen wir 
den Schnittpunkt P* der Axe jt^*. 

Demnach haben wir in die Linearprojection des ersten Individuums 
zuvörderst die Schnittlinie z der Zwillingsebene z und die Schnittpunkte 
Z und P* der Zwillingsaxe 1^ und der Krystallaxe 7t^* mit Hülfe ihrer 
Coordinaten einzutragen. Bezeichnet man die Indices von js, C, tz^* mit: 

so sind diese Coordinaten nach S. 404: 



(1) 



«1^3 «2^i . _ «1 n-i _ «2//:* . _ ^li^ _ ^^^3 
«3 -1 ' «3 -2 ' ^*3 n\ ' Ö-3 n-l ' «3 ^'^^^\ ' ^ ^^2 



Die Indices von tt^*, bezogen auf das Axensystem des ersten Individuums, 
gewinnt man aus den Formeln (2), Seile 408, wenn man darin ij = [004] 
setzt. Bezeichnet man der Kürze wegen : 



so erhalt man : 


»■ — 1 


(2) 


^'\ 2 «3/;. (t) ;■:.-/■(?) 



Es sind also jetzt in der Linearprojection bekannt : das Collineations- 
centrum Z, die Collineationsaxe z und zu einem Punkte P des ersten Systems 
der entsprechende Punkt P* des zweiten Systems. Folglich kann das zw^eite 
System aus dem ersten vollständig abgeleitet w^erden. 

Die Schnittlinie der Zwillingsebene z schneide die zu 7t^ und tt' parallel 
gehenden Axen a und 6 der Linearprojection in den Punkten A und B 
(Fig. 461). Dann muss die Schnittlinie der Axenebene p^* mit der Schnitt- 
linie 6 von p^ durch den Punkt B und die Schnittlinie von p^ mit der 
Schnittlinie a von p'^ durch den Punkt A gehen. Femer müssen sich die 
Schnittlinien von p^* und p^"*' in dem Punkte P* schneiden. Folglich ist 
die Gerade : 

P*B die Schnittlinie der Axenebene p^* 
P*A die Schnittlinie der Axenebene p^* 

des zweiten Individuums. Auf der ersteren Geraden muss der Schnitt- 
punkt P2 der Axe 7t^*, auf der letzteren der Schnittpunkt P* der Axe «*• 
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liegen. Man findet diese beiden Punkte, wenn man berücksichtigt, dass 
tt'* mit TT* und C, tt^* mit tt^ und K in einer Ebene liegen und die Schnitt- 
linien dieser beiden Ebenen durch Z parallel zu a und 6 gehen. Die Ver- 
bindungslinie P* P^ ist die Schnittlinie der Axenebene p**. *) 

Ist nun die Schnittlinie einer Fläche h des ersten Individuums durch 
ihre Abschnitte PH und PK auf den Axen a und b gegeben, so sind die 
Punkte H* und AT*, durch welche die Schnittlinie der correspondirenden 
Flüche h* des zweiten Individuums bestimmt ist, zu construiren als Durch- 
schnittspunkte der Geraden P*A, ZH und P*B, ZK, 

Die Gerade z werde von der Geraden PP* in dem Punkte Fund von 
der Verbindungslinie irgend zweier entsprechenden Punkte /f und H* in Y' 
geschnitten, so hat das Doppelverhältniss : 

[ZYPP'') = [ZrHH*) 

einen constanten Werth. Man bezeichnet dasselbe als das charak- 
teristische Doppelverhältniss der centrischen Collineation'^'^j. 
Da nun die Geraden ti^ und 7t^* zur Zwillingsaxe ^ symmetrisch liegen und 
die Zwillingsebene z auf ^ senkrecht steht, so ist das charakteristische 
Doppelverhältniss ein harmonisches : 

[ZYPP*) = —\ 

d. h. die beiden Systeme von Geraden und Punkten in der Linearprojection 
eines Zwillingskrystalles stehen in der geometrischen Beziehung, welche man 
ais harmonische Centralcollineation bezeichnet. 

Beispiel. Fig. 462, S. 446, stellt die Linearprojection des Okta^erzwillings 

(Fig. 451 . S. 400) dar. Die Einheiten der aufeinander senkrecht stehenden Axen a und 

b sind einander gleich und &= 4. Die Schnittlinie z der Zwillingsebene js s {H4} hat 

die Coordinaten : 

PA^ PB=^ i 

Der Schnittpunkt Z der Zwillingsaxe ( s [H4] besitzt die Coordinaten : 
Setzt man in (2), S. 414: 

Cl = & = Ca = ^ » Ol BS 02 = 03 =a 1 , C„- = 1 , C^* = 

so ist : 

Folglich sind die Coordinaten von P*: 

PE== PF==% 

Die durch Z parallel zu a und b gezogenen Geraden bestimmen auf P*A und 
P*B die Punkte P^ und P^, deren Verbindungslinie g eine der beiden Gegenaxen der 
collinearen Systeme ist. Die Geraden : 

AB, BC, CD, DA 



*) Die Gerade P^P^ des zweiten Systems, welche der unendlich fernen Geraden 
des ersten Systems (der Schnittgeraden von p^) entspricht, ist eine der beiden »Gegen- 
axen« der collinearen Systeme. 

**) Vgl. W. Fiedler. Darstellende Geometrie. 2. Aufl. 4 875, 55. 
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»im) ilie Si'liniKliDien iIcs rrslen Oklat-ders. Es enls|trichl : 
dem Punkte A der Punkt A 
ilcDi Punklr S der Punkt B 
dem Punkte C der Puokt C* 
dem Punkte />der Punkt D' 
«cnn mit C* der Schnitl|ninkt von P*A. ZC und mit D' der SchnillpuDkl v 
ZD bezeichnet «ird. Dann sind also die Geraden: 
AB, BC-, C'ff, D'A 
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Fig. (6S. 



die Sfthnilliinien des zweiten OklaMerfi. Die Trnnsforniationfigleichangen (1 ) aod 
\%, .S. t08, neiinien Tür das in Rede slehondc Gesetz folgende Gestalt an: 

ffÄ*^ = 4*1 — fti + Sft,i 
0/1-3= Sft, + äAi— /13 
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Zwanzigstes Kapitel. 

§ 1. Bezeichnung der Flächen durch Indices. § 2. Bezeichnung von Nau- 
mann und Dana. § 3. Bezeichnung von L6vy. § 4. Reguläres System. 
§ 5—6. Hexagonales System. § 7. Tetragonales System. § 8. Rhombisches 
System. § 9. Monoklines System. § 10. Triklines System. 



An eine Bezeichnung der Flächen eines Krystalles ist in erster Linie 
die Forderung zu stellen, dass sie die Lage einer bestimmten Fläche un- 
zweideutig angebe. Dieser Forderung genügt unter der Voraussetzung, dass 
die Krystallelemente bekannt seien, die Bezeichnung durch Indices. 
Diese einfachste, alle Bedürfnisse der geometrischen Krystallographie be- 
friedigende Art der Bezeichnung, welche sich, wie wir gesehen haben, 
auch zur Bezeichnung einfacher Krystallformen eignet, wofern diese Formen 
auf eines ihrer krystallographischen Axensysteme bezogen sind (S. 208], 
wurde zuerst von W. W he well 4825 vorgeschlagen und bald darauf, im 
Jahre 1829, selbständig durch J. G. Grassmann und gleichzeitig von 
M. L. Frankenheim ersonnen und angewendet. C. Fr. Gauss be- 
diente sich derselben Methode der Bezeichnung von Krystallflächen in 
seinen, dem Jahre 1831 angehörenden krystallographischen Unter- 
suchungen. *) 

Da diese Bezeichnungsmethode erst durch die krystallographischen 
und mineralogischen Schriften von W. H, Miller weitere Verbreitung er- 
langte, so wird sie häufig nach diesem Autor benannt."^) 

Mit der Bezeichnung durch Indices steht im engsten Zusammenhange die 
durch Chr. S. Weiss eingeführte Bezeichnung durch Axenabschnitte***). 



*) W he well. A general method of caiculating tbe angles made by any planes of 
crystals. Pbilos. Trans. Roy. See. London I, 1825. — Daraus in : Encyclopaedia Metro- 
politana; Art. Crystallography. Grassmann. Zur physischen Krystallonomie und 
geometrischen Combinationslebre. Stettin. 4829. 80. — Daraus: Combinatorische Ent- 
wickelung der Krystallgestalten. Pogg. Ann. 4883. 80, 4. Franken he im. De crystal- 
lorum cohaesione. Vratislaviae. 4829. Gauss. Werke. 4863. 2, 308 — 340. — Vgl. 
W. Sartorius von Waltershausen. Gauss zum Gedächtniss. Leipzig 4856. 

*"*) Miller. Ueber die Krystallform des Scbwefelnickels und anderer Substanzen. 
Pogg. Ann. 4835. 86, 475. Aus: Phil. Mag. Ser. III. Vol. VI, 405. — A treatise on 
crystallography. London 4839 und zablr. a. Schriften. 

***) Krystallographische Fundamentalbestimmung des Feldspaths. Abhandl. d. Ber- 
lin Akad. d. Wiss. 4 84 6 — 4 84 7. S. 244 Anm. Verbesserte Methode der Bezeichnung der 
verschiedenen Flächen eines Krystallsystems. a. a. 0. 4846 — 484 7. Zweiter Abschnitt. 
S. 305 f. 

LiebiBch, Geometr. KrysUUogr. 27 
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Sind OE^, OE2, OE-^ die Axeneinheiten, hx, h^^ h^ die Indices und 0/f|, 
O//2, O//3 die Axenahschnitte einer Fläche h (s. Fig. 463), so wird dieser 
Zusammenhang ausgesprochen durch : 

Oll, : O//2 : 07/3 = OE,9E^.9^ 

hl h^ fh 

Nach Weiss setzt man : 

OEi =0, OEj = 6, OE^^=c 

und schreibt das Symbol der 
Fläche A : 




a b c 



Diese Bezeichnung besitzt den 
Vorzug, unmittelbar eine Vorstel- 
lung von der Lage einer Fläche in 
Bezug auf die Axen zu geben. Man 
findet sie angewendet in den Lehr- 
büchern der Rrystallograpbie von 
Fig. 463. G. Rose, Fr. A. Quenstedt, 

C.Rammelsberg, F.H.Schrö- 
der, Werner, A. Sa de b eck u. A. 

Die von Weiss eingeführte Reihenfolge in der Aufzühlung der Axen, 
welche später von einigen Krystallographen ohne Grund abgeändert wurde, 
isl: \) die auf den Beobachter zulaufende, 2) die zu ihm querlaufende, 
3) die verlicale Axe (s. Fig. 463). 

§2- 
C. Fr. Naumann*) bezeichnet die von den Axen x, y, z (s. Fig. 464] 
eingeschlossenen Winkel mit : 

[yz)=a, {zx) = ß, [xy) = Y 

die von den Axenebenen eingeschlossenen, beziehungsweise an den Axen 

Xy y, z lie^enden Winkel mit : 

A, B, C 

die Grundparameler (Axeneinhciien) mit: 

a : b : C 

die Paramclor (Axenahschnitte) der Fläche Fmit: 

a : 6 : c= ma '• nb : rc 

Die Ableitungszahlen m \ n : r sind umgekehrt proportional den In- 
dices der Fläche F, 



*) Die erste Darstellung seiner Methode der Bezeichnung befindet sich in dem 
(jiundriss der Krystullographie. I.eipzig. 4 820. 



§ 2. Bezeichnung von Naumann und Dana. 
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Nach dem Vorgange von G. Lamö, A. T. Kupffer und F. E. Neu- 
mann legte Naumann seiner Darstellung der geometrischen Krystallo- 
graphie die Gleichung einer Krystallflciche in Punktcoordinaten zu 
Grunde, wobei als Coordinaten x^ y, z eines Punktes P die axoparallelen 
Abstände von den Axenebenen : 

x = PQ, y=PR, z = PS 

genommen wurden (s. Fig. 465). Die Gleichung der Fläche F lautet dann 
in der Schreibweise von Lam6: 

X y z 
a b c 

Ich habe darauf hingewiesen"^); dass es nicht naturgemäss ist, Ery- 
stallflächen als Punktgebilde aufzufassen , da in der geometrischen Betrach- 
tung der Krystallc von der Ermittelung der Lage einer Krystallfläche ver- 



/ J \ 




Fig. 464. 




Fig. 465. 



mittelst Fixirung der sie bestimmenden Punkte keine Anwendung gemacht 
wird. Vielmehr wird die Lage einer Krystallfläche durch Angabe der 
Kanten, denen sie parallel ist, oder mit anderen Worten der Zonen, in 
die sie fällt, bestimmt. Die Auffassung der Krystallflächen als Punkt- 
gebilde führte unvermeidlich zu dem Uebelstande, dass der zwischen Kry- 
stallflächen und Krystallkanten herrschende Dualismus (s. |S. 40) eines 
vollkommen entsprechenden analytischen Ausdruckes entbehrte. Eine Kry- 
stallfläche wurde durch eine Gleichung dargestellt, aber eine Krystall- 
kante erforderte zwei Gleichungen, nämlich die Gleichungen zweier 
Ebenen, die sich in ihr schneiden. Am einfachsten erschien es, hierfür 
zwei der projicirenden Ebenen einer Kante zu wählen, wenn unter einer 
projicirenden Ebene einer Geraden eine durch diese letztere parallel zu 
einer Axe gelegte Ebene verstanden wird. Dann wird eine Kante durch 
je zwei der folgenden Gleichungen dargestellt: 

X ij , z ^ X , 5,a - 
IL V ' Q a ' r V 



^) Zeitschr. f. Kryslallogr. 1877. 1, 132 f. 
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Eine durch den Millelpunkl des Axensyslems gehende Gerade kann 
durch zwei Gleichungen von der Form : 

dargestellt werden, in welchen die auf dieselben Axen bezüglichen Para- 
meter stets gleichen Werth haben. Die Coordinaten (oder Parameter) eines 
Punktes einer solchen Geraden verhalten sich wie : 

Naumann stellt an eine krystaliographische Bezeicbnungsweise die 
Forderung, dass sie möglichst repräsentativ sei, d. h. dass sie unserer 
Einbildungskraft die Vorstellung jeder Krystallform so leicht als n%ög- 
lieh mache, dass sie uns an das Krystallsystem erinnere, welchem die 
Form angehört, und dass sie die Vorstellung der Grundform des betref- 
fenden Formencomplexes durchblicken lasse. Es soll uns ein jedes Zeichen 
unmittelbar auf die Form, auf den Inbegriff aller ihrer Flächen, nicht 
blos auf diese oder jene einzelne Flüche verweisen, einigermaassen das 
Krystallsystem erkennen lassen und die Beziehungen der Form zu der 
Grundform, also die Vorstellung der Grundform, die Ableitungs-Gonstnic- 
tion und die, solche Construction bestimmenden Ableitungszahlen ver- 
gegenwärtigen. Daher besteht jedes Zeichen aus dem Symbol der Grund- 
form, als einem in allen Zeichen wiederkehrenden Grund-Elemente, und 
aus verschiedenen Hilfs-Elementen, deren Stellung, Grösse und Beschaf- 
fenheit unserer Einbildungskraft die Modalität und das Resultat der Ab- 
leilungs-Construction vorführen soll. 

Nach diesem Grundsatz wird z. B. die Bezeichnung und Ableitung der 
holoedrischen Formen des regulären Systems von Naumann in folgender 
Weise durchgeführt. 

Der Buchstabe liefert das krystaliographische Zeichen, dessen An- 
blick unserer Einbildungskraft die Gestalt des Oktaöders, der Grundform 
des Tesseralsystems, vorführen soll. Die übrigen plenotesseralen Formen 
werden durch Umschreibung aus dem Oktaiider hergeleitet. Verlängert 
man jede Halbaxe des Okta($ders nach zwei verschiedenen rationalen 
Zahlen m und n, von denen m ^ n ist, während beide ^ 4 sind, und l^t 
hierauf in jedes Oktaödereck acht Flächen, von welchen je zwei über 
eine Kante dieses Eckes dergestalt fallen, dass sie die zu derselben 
Kante gehörige Halbaxe in der kleineren Entfernung n, die nicht lu 
dieser Kante gehörige Axe aber beiderseits in der grösseren Entfernung m 
schneiden, so resultirt ein llexakisoktaöder, dessen Zeichen 

mOn 

wird, weil seine Flächen das Parameter-Verhältniss m : n : (^ haben. In 
analoger Weise erhält man die übrigen Formen. Um die Uebergange und 
Verwandtschaften hervortreten zu lassen, bihlet Naumann das bei- 
stehende trianguläre Schema : 
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mOn 


Hexakisoktaöder 


mOm 


Ikosiletraäder 


mO 


Triakisoktaöder 


ooOn 


Tetrakishexaeder 


ooO 


Dodekaeder 


ooOoc 


» Hexaeder 





Oktaeder 



James DVvight Dana*) hat die Naumann'schen Zeichen abge- 
kürzt. Er schreibt nur die Ableitungszahlen, getrennt durch — , bin und 
lässt den Buchstaben, der die Grundform angiebt, weg. Für oo setzt er 
i = infinitum. Die Grundform oder P wird mit K , das Protoprisma oo P 
mit / bezeichnet. Da in den folgenden Zusanunenstellungen diese Bezeich- 
nungsweise nicht berücksichtigt werden wird, so mögen hier die wesent- 
lichsten Modificationen, welche sie an den Naum an naschen Zeichen be- 
wirkt, aufgeführt werden : 

ooOoo = 0, = 4, ooO = t, mOn=^m — n 

0P=0, P=4, ooP=/, mPn = m — n 

mPn = m — n, mPn=m — », ± tnP = ± m 

zt m^n = ± m — n, ±: m'^n = dz m — n, oo'P = /, oo P' = 7' 

u. s. w. 

§3. 

Nach der L 6 vy 'sehen Bezeichnungsmethode**) werden als Rrystall- 
typen oder Primitivformen sechs Parallelepipeda angenommen : le cube, le 
rhombo^dre ou quelquefois le prisme hexagonal regulier, le prisme droit 
ä base carr6e, le prisme rhomboYdal droit, le prisme rhomboYdal oblique et 
le prisme doublement oblique. Die Axeny auf welche sich die Abschnitte 
einer Fläche beziehen, sind die in einer Ecke der Primitivform zusammen- 
stossenden Kanten. Die Axenabschnitte werden stets von dem Eckpunkte 
aus gerechnet. Die Ecken einer Primitivform werden mit Vocalen, die 
Flüchen und Kanten derselben mit Consonanten bezeichnet. 

Das unsymmetrische Parallelepipedon, die Primitivform eines triklinen 
Krystalies, besitzt vier verschiedene Ecken, drei ungleiche Flächen, vier 
verschiedene Basiskanten und zwei verschiedene Seitenkanten, welche 
nach Hauy mit a, e, i, o; p, m, t (nach dem Worte primitiv) ; 6, c, d, f, 

*) A System of mineralogy. New York. 4. edit. 4854. Naumann's Urtheil über 
diese Bezeichnung s. in der Vorrede zu denElem. der theoret. Krystallogr. Leipzig. 4856. 
S. VII— VIII. 

**) Lövy. Description d'une collection de min^raux foi e par M. Heuland. Lon- 
dres. 1837. Vgl. A. Des Cloizeaux. Man. de Min. ; * 1. pag. VII. Mal- 

lard. Trait^ de crist. Paris 4879, 1, 84. 408. 429, 45t 
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g, h bezcicIiDct werdcD (s. Fig. 466). Eine Fläche an der Ecke o ist durch 

1 1 4 
die Abscboitto -, -, - auf den KaDteo d, f, h bestimmt. Werden dio Ab- 

x' y' 7i 

schnitte — und — auf deu Basiskanten, wobei — ^ — , dem Abschnitte auf 

X y cc y' 

der Seitenkante vorangestellt, so ist das Symbol der Flache: 



d^fnk' 



yf^ oder j-x 



fdnh- 



m t 



Sind zwei der Zahlen x, y, % gleich Null, so 
erhält man eine Flache der Primilivform ; ist nur 
eine von ihnen gleich Null, so lauft die betretende 

Fläche der Kante mit dem Abschnitte ~ ^ oo 

parallel. In diesem Falle werden die allgemeinen 
Symbole: 



d fh" d'f h" d'fh 



abgekürzt : 



Bs entspricht dem Symbol /i* ein nach der rechten SeitcnOtiche I, 

dem Symbol 'k ein nach der linken Soitonflächc m der Primitivform ge- 
neigter Schnitt; diese Unterscheidung ist in den übrigen Krystallsyslemen 
nicht erforderlich, da in ihnen die Flächen m und l gleichwerthig sind. 
Ist a; = y, so wird das Symbol ubgekltrit auf: 



Die Zahlen x, y, z sind die Indices, welche eine Fläche s annimmt, 
wenn sie auf die Kanten des zwuifachschiefen Prismas alsAxen und di« 
durch e, i und die Mitte der vorderen Kante h gelegte Ebene d als Ein- 
heilsfläche bezogen wird. Nun sind die Weiss'schen Axen «•«'«* dieses 
Prismas parallel zu den Diagonalen der Basis p und der Kante A (s. die in 
Fig. 466 gestrichen punktirlen Goraden). Demgemäss sind die Indices: 



nach Läv 
100 



bezogen auf dio 

HO 
UO 
001 
101 



Setzt mau in der Formel I, S. 53 : 
/■i = 1IO, p=)TO, 
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so erhält man die Beziehung zwischen xyz und s^ ^2^3 • 

(1) y = Äj — «2 

Sind 5152^3 positive Zahlen und Si '^82, so modificirt die Fläche s 
die Ecke des Prismas und bildet auf den Kanten dieser Ecke die Ab- 
schnitte : 

d f h 

+ • 

^2 ^1 — ^2 ^3 

worin d^ f^ h die Kantenlängen des Prismas bedeuten. Demnach ist das 
L 6 V y 'sehe Symbol der Fläche s : 



Die Fläche {^2 ^i ^3} modificirt die Ecke i mit den Kanten c, /*, g\ daher 

ist ihr Symbol : 

1 1 j_ 

Diese beiden Flächen liegen im Oktanten vorn-rechts-oben. In ana- 
loger Weise bildet man die L6vy*8chen Symbole für die Flächen im 
Oktanten vorn-links-oben : 

1 1 \^ 

{h Hh) d«« - »« /*»» + «» Ä«» , Modification der Ecke 

1 1 _i^ 

{^2^1 53} • • • • d*» ~ *» 6*' + 'i« ^» , Modification der Ecke e 

hinten-rechts-oben : 

1 1 1 



{5, «2 ^3} • • • • c*< ~ *» ftsi + «2 A»» ^ Modification der Ecke a 

{^2^1 53} • • • • 0*» ~ ** /**» + ** 3** , Modification der Ecke i 
hinten-links-oben : 



{äj «2^3} • • • • c*' +*'' 6«' ~*« Ä*», Modification der Ecke a 

1 1 1 

{^2^1 53} • • • • ^** "^ ** feai - »» jr*», Modification der Ecke e 

Abgekürzte Symbole werden in folgenden Fällen benutzt: 

«I = «2 • • • {«l^i 53} = /*2«i , {5i «1 S3} = Cpsi 

{S, S, S3} = C2^ , {«1 «1 S3} = *»'• 
«1 _ *l^ 

Ä, = {0 5253} = i»» , {052*3} = ^' 



83 Sa 

«2 = {«1 OS3} = 0«~, (s"i 0*3} = O»» 
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91 + 8t fi**-*» 

H,=0-- {Si S2O} = h*> - »^ [Si > Si] = s" - - [St <*,] 

{s^ ÄjO} = - —A [si > sj] = " —Hl [», < »,J 

«, = 0, »i=»s ■■■ {011} = t», {OTI} = e> 
»^ = 0. «3 = », • •• {101} = oS {Toi} = o» 
»3 = 0, «1 =«i •• {110} = f, {lTO} = m 

»j = S3 = 0--- {100} = Ai 
»3 =», =0-- {010} = (/> 
8^=82 = 0^■'{OQ^}=p 

Aus (1) erhält man umgekehrt: 



(2) «2 = 2 



Folglich ist für x > y : 

1 1 1 



_^ — y 

S'^ = z 






l l 1 



fy qM I Z , ! — i , z \ 



- - - ( — x + y x+y \ 

A A ~ (—x + y —x—y \ 



1 1 1 



I I 



d» h^ (j' ....i — 2"^, 2 — -, a| 

^.7 i — x — y —x + y \ 

- , - ,- r — X — y X — y \ 

Nach L 6 v y sind die geometrischen Elemente eines triklinen Kryslalles 
die Verhältnisse der KantenlUngen : 

b : c : h oder f \ d : h 

und die Kantenwinkel des prisme doublement oblique : 

Angle plan de la base p = (/*^d) = [rt] 
Angle plan de m = [(th) = (ju) 

Angle plan de i = (AY) = (t) 
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Die halben Diagonalen ao und 6i der Basis p bezeichnet Des Cloizeaux 
niil (l und 2>^ so dass : 

gleich den Einheiten der Axen tt*, tt^, tc^ sind. Bezeichnet man den Winkel 
l^eio) = (a), so ist im Dreieck eio: 

, , d sin l7t] ^ d sin (tt) 

^ ' / — d cos (tt) ' 2 sm (a) 

Wird Winkel {aoi) ={q) gesetzt, so ist im Dreieck aoi: 

^""^^'-f+ccosiTv)^ ^- 2 sin(?) 

Der Kurze wegen mögen die Winkel zwischen den Axen : 

(7r2 7r») = (2></) =(«) 
{7t3 7ti) = {hd) ={ß} 
(Tti TT») = {dJ>]= (y) 

^esclzl werden. Dann erhält man aus dem ebenen Dreieck mit den Seiten 

f 

yV) sin (y) = ^ sin (ff) 

aus der Ecke o mit den Kanten f, d,h: 



tan ^ = lA'° (^— ^)s'n"(g — t) 

9 ' sin Ä Sin Ix — 



2 " sin Ä sin [s — ju) 

worin {[] der innere Fiächenwinkel an der Kante /"und : 

2s=(;r) + (ft) + (T) 
ist ; ferner aus der Ecke o mit den Kanten f, d, h : 

(3-) cos (ß) = ^^i?| cos (r - 9,), cot <p = ^-?^|j 

^ ' ^'^^ cos(qp) ^ ^'' '^ cos(/^) 

und cuis der Ecke i mit den Kanten /*, JD, g: 

(4-) cos (a) = -^J cos (1800 _ ^,_ ^) cot ^ = ^J 

' ^ ^ cos{ip) ^ ^/> T- cos(/^) 

Mit Hülfe dieser Formeln können die Einheiten und die Winkel der 
Axen /r', /i:'^, 7C^ berechnet werden, wenn die Levy'scben Elemente ge- 
liehen sind*!. 

Beispiel. Die Symbole der Flächen des Anorthits (Fig. 17, S. 86) sind 

* 

nach L6 V y**): 

AI = 100 g^ =3 010 p a 001 

$« = 061 0* = iOI ( = 110 

*) Uebe die L 6 v y 'sehen Symbole der übrigen Krystalisysteme vgl. die folg. Seiten. 
') Vgl. A. Des Cloizeaux. Man.de Min. Paris. 1862, I, 294. PI. XXI, Fig. 125, 
1i6. PI. XXll, Fig. 127. 
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»^ = 021 
|3 = 013 
e^ = 061 
e* = 0?1 
<?* = 0?3 

1^ = 111 



o^ =s 207 
a* = iOI 
a* =T01 
a* = ?03 



m = ITO 

/;«= 130 

«flf = ISO 



i^ 



6« = ??1 



d* = 1T1 
c^ = 221 b^ a= 521 

7 = 6* c* Ä« = 421 , /i s= c^ 6* Ä« = ^21 
f; = b^d^gi = 241, «; = c' /^flf» = 541 
x= d^ b^g*=: 2ll 

3 = 6* c^ Ä*= 423, s = c^ 6^ Ä^ = ^23 

n^b^d^g^^lSi 

Nach Des Cloizcaux ist: 

b : c : h== 1000 : 981,358 : 460,136 
(TT) = 1 150 10' 50", i/Li) = 1060 31' 48", (t) = lOOO 40' 7" 

Duraus folgt nach den obigen Formeln : 

Ol : o.» : O3 = 0,6349 : 1 : 0,5501 
(«) = 930 13' 28", (/?)= 1150 55' 33", (y)= 910 11' 36" 

Reguläres System. 

Syn.: Systeme ten|uaternairc Bravais, systöme cubique Lövy, octahedral oder cubic 

System Miller, tessularisches System Mohs, isometrisches oder tesserales System 

Naumann, gleichgliedrigcs, reguläres oder sphäroedrisches System Weiss. 



OkliiOder 
Ilexaiider 
Dodckaödcr 



h>k>l 

IM 

100 



Weiss-Roso 
m>n>1 



a : a : a 



I 







a : 00a : 00a a 

I 



HO a : a : 00a d 



a I i 

TelrakishexaOder ! hkO a : - : ooa - d, p 

I P ^'' 

„ . , . . . i a a 



i naKisoKlaoUcr 


nni 


a : - : - 
m m 


moj m 


Ikositclraüdcr 


hll 


a 

a : a : — 

m 


— 0, m 


Ilexakisoktaüder 


hkl 


a a 

a : - : — 

n m 







Naumann 
w'>n'>1 


Lövy 







a> 




ooOoo 


P 




ooO 


6» 


h 
k 


' k 


6» 


h 
l 


m 0, m — j 


0* 


h 
l 


m'Om' 


* 


V 


m'On' 


1 1 
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Weiss 



Naumann 



Miller 



G rai lieh 



Diploüder 

Hexakistelraöder 

Tetraödrisches 
Pcnlagondodekaödcr 



*\ n ml 
*\ n ml 



m 



mOn 



mOn 



2 ' 2 

mOn 



Tthkl, Ttlkh 



7t{hkl} 

n[hkl} 

7tx[hk[) 



lieber die Naumann^sche Bezeichnung der regulären Formen vgl. § 2. 
Aus der vorstehenden Tabelle ergeben sieh folgende Transformations- 
formeln : 

1 :-: — = m :n :1 =7:7:7 
n m l k h 



m f f ä h h 

n l k 

1 1 

m : n : 1 = 1 : —, : ~,= h : k : l 

n m 

Die Lovy'sche Primilivform ist der Würfel 
(s. Fig. 467) . In dem Symbol des Hexakisoktaö- 

2 1^ !_ Fig. 467. 

ders (licxoctaödre) 6' 6* 6* werden die Indices 

Ikh so angeordnet, dass l<Ck<^h. Dann erhält man für / = dieTetrakis- 

- h 

hexaöder (hexatetraödres) mit dem abgekürzten Symbol 6* , worin 7 > 1 

ist ; für l = k die IkositetraCder (icositetracdres) mit dem abgekürzten 

- h 

Symbol a', worin t >* ^ ist; für k = h die Triakisoktaöder (trioctaödres) 

i i 

mit dem abgekürzten Symbol a* , worin t <C ^ ist. 




§5. 

Hexagonales System. 

Syn: Systeme sänaire el ternaire Bravais, hexagonales System Breit haupt, mono- 
trimelrischcs SystcmHausmann , dihexaedriscbes System Kupffer, Systeme hexago- 
nal et rhomboödrique L6vy, rhombohedral System Miller, dirhomboedrischcs und 
rhomboödrisches System Mo hs, hexagonales System N a u m a n n , drei- und einaxiges 
System Rose, orthohexagonales System Schrauf, sechsgliedriges und dreigliedriges 

System Weiss. 



Groth 



Weiss-Rose 



Bravais 1 Naumann! Lävy 



)asis 
^rotoprisma 



0001 


ooa:ooa: ooa.c 


c 


0001 


OP 


V 


0110 


00a: a.a.ooc 


9 


10T0 


ooP 


m 
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Groth 



Weiss-Rose 



Bravais 



Deuteroprisma 



1210 



Hexagonale Pyramide! ohhl 



0\M 



Ordnung j 

hexagonale ?] 
ramidc I. Ordnung 

llexa&onale Pyramidal , > qi, l i 
II. Ordnung. jh-^h-h-l 



Primäre hexagonale Py-^ 



Primäre hexagonale Py-1 
ramidc II. Ordnung J 



1212 



Dihexagonales Prisma xhkO 



Dihexagonale Pyramide xhkl 



a 
a: — :a:ooc 

2 



a 



h ,A 
ooa: a:a: j c j-r 



ooa:a:a:c 



a h 
a: —:a:-Y c 
2 / 



a c 

2 2 



a a a 

— '.-r'.-r ' ooc 
X h k 



a a a c 
x' h' k'i 



I 



9 



1120 

hOhl 
10T1 

M-2-2 

kxhO 
kxhl 



Naamann 



OoP2 

^ 



SA 



PS 



P« I 



ooP 



k 



h „A 



Usy 



AI 

6* 
i 



L i 
6» 6* k 



(x = h — k, 2A>Ä>A) 



Uebcr die Bezeichnung der hexagonalcn Formen nach Weiss und 
Groths. S. 281. 

Im Anschluss an die Bemerkung S. 281 über die Bravais'sdie Be- 
zeichnung der hexagonalcn Formen möge hier eine Copie der daselbst 



ano 



JOMÖ 



Ji09 




1019 



9J10 



noo 




Fig. 469. 



cilirlcn Fig. 11, PI. XII milgetheilt werden (s. Fig. 468). Vergleicht^man 
diese Figur mit Fig. 276 auf S. 285, so ersieht man, dass die mit Jhgk 
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und xhkl bezeichnelen Flächen einander entsprechen. Hit RUdisicht auf 
die Reihenfolge der Axen ist also: 

kxlit = ihgk 
oder: Bravais 

A 9 

k —i 
x=h—k ~h=g+i 
i ft 

Folglich ist g eine positive ganze Zahl, während k und t negative ganze 
Zahlen bedeuten. — E. Hallard*] gehl in seiner Darstellung der Bra- 
vais'schen Bezeichnung der hexagonalen Formen von der Fläche pqrs aus, 
ftlr welche p und q positiv, p<^q, p -{- q -\- r ^ [s. Fig. 469) . Dann er- 
hallen die einfachen bexagonalen Formen folgende Symbole : 

' dibexagonale Pyramide {P9^^} 

dihexagonales Prisma {p^^'^) 

hexagonale Pyramide 1, Ordnung [opps] 
hexagonale Pyramide S.Ordnung (p-p-^P' s} 
hexagonales Prisma I.Ordnung {(UTO) 
hexagonales Prisma 2. Ordnung {HSO} 
Basis {0 001} 

Die Bezeichnung der hexagonalen Krystalle durch ihre auf die Weiss- 
schen Axen bezogenen Indices ist auch von Frankenheim selbständig 
vorgeschlagen worden"). 

Naumann bezeichnet die primilren Nebenaxen mit u, z, y und die 
llauptaxe mit x [s. Fig. (70) . Die Abschnitte der zur Grundform gewühlten 





Fig. (7*. 
hexagonalen Pyramide auf den Nebenaxen werden = 1 gesetzt; der Ab- 



•) TraiW de cristallographie. Paris 187B, 1, UO— )(I3. 
•') lieber üie Ausbitilung der Kryslalle. Pogg. Ann. «SSS, 95, 163. Ueber die An- 
ordnung der MolecUlo im KryslBlI. ib. ISS«, 97, 3S9. System der Kryslalle. Nova AcU 
Acad. Caes. Leop. Carol, Nat. Corios. XEX (8) «84». H7. Zur Krysla II künde. Bd. r. 
Charakteristik der KrysUlle. Leipzig. ISfiS, 77. 
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schnitt auf der Hauptaxe wird mit a bezeichnet. Für die Berechnung 
werden die Flächen bezogen auf die Axen x, y, js, derart, dass die Glei- 
chung einer Flüche F (s. Fig. 471), deren Paramelerverhältnisse: 

m'a : n' : 1 
sind, lautet: 

m a n 



Hierin ist ma ^ 
der dritten Nebenaxe u ist = 



4 und 1 < 7?' < 2. Der Abschnitt der Fläche F auf 

n 



, also > n'; demnach ist 2 < m < oo. 



n'— 1 

Die Grundform wird mit P bezeichnet. Multiplicirt man ihren Para- 
meter a mit einer rationalen Zahl m, die alle Werthe von bis oo an- 
nehmen kann, so erhält n>an die Reihe der Protopyramiden m'Pj deren 
Greuzformen das Protoprisma oo P und die Basis OP sind. Multiplicirt man 
die Nebenaxen einer Pyramide m' P mit einer rationalen Zahl n\ wobei 
4 <; 7i' < 2, und legt man durch eine jede ihrer Endkanten zwei Flächen, 
welche die nicht zu derselben Endkante gehörigen beiden Nebenaxen in 
der Entfernung n schneiden , so erhält man eine dihexagonale Pyramide, 
der das Symbol m'Pn' gegeben wird. Erreicht n den Werth 2, so entsteht 
eine hexagonale Pyramide der zweiten Art oder eine Deuteropyramide 
7nP2. Für m = oo erhält man die dihexagonalen Prismen oo Pn' und das 
Deuteroprisma ooP2. 

Naumann denkt sich je vier, über einem und demselben Sextanten 
der Basis liegende Flächen einer dihexagonalen Pyramide m Pn' zn einem 
Gliede verbunden. Bleiben in jedem Gliede entweder eine obere rechte 






Fläche o' mit einer unteren linken ti oder umgekehrt, erhalten, während 
die übrigen Flächen fortfallen, so entstehen die correlaten Trapezo^der: 

d — - und / — g— (s. Flg. 472). 

Sind in den auf einander folgenden Gliedern entweder nur die rechten 
oder nur die linken Flächenpaare ausgebildet, so gehen aus m Pn' die corre- 
laten hcxagonalen Pyramiden der dritten Art oder Tritopyramiden hervor: 

.•±pf](s.Fig.*73). 



d m Pn , l m Pn , 
- ,^ und , , oder 
/ 2 </ :? 
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Ist das Weiss 'sehe Symbol einer dihexagonalen Pyramide: 

\ ^ ' n ' n — 1 ' m) 

worin n ^ 1 ist, gegeben, so erhält man das entsprechende Naumann 'sehe 
Symbol m' Pn', indem man jenes zunächst so umformt, dass der kürzeste 






Fig. 473. 

Abschnitt der Nebenaxen, d. i. der auf der mittleren Nebenaxe a2 oder 
2, gleich 1 wird : 



/ n n \ 



n 
darauf dem Buchstaben P den Coefßcienten - von c vorsetzt und den 

m 

Coefficienten der Nebenaxe mit dem mittleren Abschnitt, d. i. aj oder y, 
nachstellt : 

m'Pn' = - P '^ 



m n — h 
In analoger Weise formt man das Symbol : 

worin k<^h<C%k und x = h — k ist, um in : 

ih h h \ 

worin - ^ t ist. Darauf erhält man : 

X k 

/ k 
A. Schrauf*) bezieht die hexagonalen Formen auf ein sog. ortho- 



*) Theorie des orthohexagonalon Krystallsystems. Sitzungsber. Wien. Akad. Math.- 
Naturw. Classe. 46, 1. Abth. 417. 46, 2. Abth. 4 47. Beitrag zu den Berechnungs- 
methoden des hexagonalen Krystallsystems (mit 3 Taf.). ib. 48, 2. Abth. 408, SSO— 270. 
Erklärung des Vorkommens optisch zweiaxiger Substanzen im rhombo^rischen System. 
Ein Beitrag zur Krystailphysik. Pogg. Ann. 4 864, 114, 224. Lehrbuch der Krystallo- 
graphie. 4866,434,246. Atlas der Krystallformen des Mineraireichs. 1.4865 — 4877. 
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hexagonales Axensy stem y, x, s, welches von einer primären Nebenaxe, 
der auf ihr senkrecht stehenden secundären Nebenaxe und der Hauptaxe 
gebildet wird. Die Symbole der Flachen einer einfachen Form sind alsdann 
nicht nur hinsichtlich der Anordnung und der Vorzeichen, sondern auch 
bezüglich der absoluten Werthe ihrer Indices von einander verschieden. 

Die Axeneinheitcn von x und y verhalten sich wie VS : i. In den positiven 
Oklanlen xyz des Axensystems fallen 3 Flächen einer dihexagonaien 




Fig. 474. 



Pyramide^ die wir für den Augenblick mit I, II, III bezeichnen (siehe die 
Lincarprojection Fig. 474). Sind die Indices einer dieser Flächen, bezogen 
auf das Axensystem xyZj gegeben, so können die Indices der beiden 
anderen Flachen daraus abgeleitet werden. Am einfachsten geschieht dies 
mit Hülfe der vollständigen hexagonalen Symbole von Weiss für jene 
Flachen. Es sei das Symbol von : 

b a b a b a c 

^^ h — ^k ' TT^ ' 2ir^k * h * h+~k 'k'7 

worin 6 = a VÜ , A* < Ä < 2k. (In Figur 474 ist A = 3, fr = 2, / = 4 .) 
Alsdann ist das Symbol von : 

(II) * « * 

(III) 



a 



a 



^k — h'k'h + k'h'%h — k'h — k'l 

b a b a b a c 

ih~-^k ' Ä • k + k • k ' — A + 2A- ' F-^ ■ / 



$ S — t. Hexigonsles System. 
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Fallen nun die Axen X und ßf, y und O] zusammen, so lauten die 
Symbole von SchrauffUrdie Flachen ; 

I. h + k, h — k,l 

II. th—k, k, l 
UI. —h+ik, h, l 

oder, wenn ä A — k = h\ k =i k' gesetzt wird : 

I. 4' +34", h' — k', il 
11. »', f, 1 

III. —h' + 3k', V + f, 8( 
worin A' < A' <; 3 Ä-' ist, wie aus A <;A <^ik folgt. Das Symbol der ganzen 
Pyramide wird von Schrauf geschrieben: 

{fi'+3k', h' — k', il; h',k',r; —h' + 3k', h' + k', il] 



dM. 


^ 




1^^^ 


^\ 


w 



Beispiel. Is(> = S, fc = a, J = I, so orhUit rot 
Symbol der dihexagonalen Pyramide (s. Fig. t7S) wird: 



(o 



: ~ ic)«{S1t ; 431; 131} 



lasbesoodere erhalt man als Symbole der Übrigen einfachen Formea: 
dihexagonales Prisma {A'+3Ä', A'— A',0; A',fr',0; — A' + 3Ä', A'+fr', 0} 
hexag. Pyram. I. Ordng. {2A', 0, /; A', ft', /} 
hexag.Pyram.ll.Ordng. {0, k' , l; SA", *', 2/} 
Grundform {20< ; IH) 

hexag. Prisma I. Ordng. {100; HO} 
hexag. Prisma II. Ordng. {010; 310} 
Basis {001} 

In dem orthohexagonalen Axensysteoi isl : 

Ca = 1 , Cjfc = 0, ^ = 1 , ^(( = 1 , ^,fr = 

LUblaak, OtOBMr. Krjitallogr. lg 
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folglich nach S. 483 der Cosinus eines Flachenwinkels, wenn a = 4 , 6 s=5 V3 
gesetzt wird : 

cos r s ti\ Siti)= \ i-T- u-i- i 

V{cc{^rr + ss) + ^tt){cc(^r^ r^ + s^ *,) + tx ^,} 
femer : 

sin (r5^V| Sitx)= y 



3cc{p^ + 3aa +• cci:%) 



{cc(3rr + 55)+ 3n}{cr(3rir, +5,^J+ £, /,} 



tan [rsi r^ s^ h) = —. — j^ — ; v , o,,> 



worin : 



a 



m 



-fr-T 






t-«^ 



m. 






Äf 



a 



q = six — ^5i , a = tri — rt| , 
T = r^i — *rt 

Hieraus fliessen die vonSchrauf a. a. O. 
mitgetheilten Formeln. 

Die L^vy'sche Primitivform ist die Com- 
bination des Protoprismas m = ooP und der 
Basis p == OP (Fig. 476, prisme hexagonal regu- 
lier] . Das Yerhältniss der Rantenlängen 6 : A ist 
gleich dem Yerhältniss der Axeneinheiten a : c. 

§6. 

Zweite Abtheilung des hexagonalen Systems. 

Syn.: Rhombo^drisches System Mohs, Systeme ternaire Bravais, dreigliedriges 

System Weiss. 

Naumann 
primäres secundäres 

Symbol 



Fig. 476. 



Basis 

Protoprisma 

Deuteroprisma 

Rhomboüder 

Grundrhomboöder 

Deuleropyramidc 
Primüre Deuleropyramid(^ 
Dihcxagonales Prisma 

Skalenoi^der 



0001 
0110 
1210 

Ohhl 
Olli 

1212 

xhkO 

xhkl 



OP 

ooP 

(X)P2 



P 

2 



~l 



P2 



P2 

„ h 

OOP-f 

k 

zt- P 
-/ "^ k\ 



OR 

ooR 

(»P2 



R 

2A 

- P2 
/ 



P2 



ooR 

2 k— h 
l 



ik—h 
R 



%k—h 



Lrr^h^ Ä-, 2Ä- > A > k) 
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Für die rhombo^drischen Formen giebt Naumann zwei verschiedene 
Ableitungen und Bezeichnungen. Die primäre Ableitung und Bezeich- 
nung entspricht der Auffassung der rhombo^drischen Formen als Hemi^der 







Fig. 478. 

der hexagonalen Formen. Sind in den auf einander folgenden Gliedern 

der dihexagonalen Pyramide m Pn (s. Fig. 477) abwechselnd die oberen und 

die unteren Flachenpaare allein ausgebildet, so entstehen die correlaten 

Skalenoiider: 

mPn mPn 

Andererseits bezeichnet Naumann die Rhomboöder: 

±^ mii±R 
z 

,mP ., _ 

± -TT- mit ±: mn 
z 

und giilndet hierauf diesecundäre Ableitung und Bezeichnung der Ska- 
ienoöder*). Hat das eingeschriebene Rhomboöder der Mittelkanten eines 
Skalenoöders (s. Fig. 478) das Zeichen m' R und wird der Hauptaxenschnitt 
des Skalenoi^ders erhalten, indem man den Hauptaxenschnitt m'a des Bhom- 
boöders nach einer bestimmten rationalen Zahl n vervielfältigt, wobei 
i <! n' <[ oo ist, so lautet das Zeichen des Skaleno^ders : 

± m'Rn' 

Für m' = oo erhält man, so lange i <[ n' <Coo ist, ein rhomboädrisches 
zwülfseitiges Prisma co Rn\ aus welchem für n' = 1 das rhomboödrische 
Protoprisma cx>R und für n' = oo das rhomboi^drische Deuteroprisma 
oo/?oo = ooP2 hervorgehen. Mit dem letzteren schliesst jede Skaleno- 
i*derreihe m' Rn' für n =z oo ab, welchen Werth auch m haben mag. 

*) Grundr. der Krystallogr. 1826, 870. Lehrb. der Mineralogie 1828, 85. Diese 
Ableitung der Skalcnoeder ist wesentlich dieselbe, welche schon Mobs in seinem 
Grundr. der Mineralogie 4822 eingeführt hatte. 

28* 
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Bei dieser secundären Ableitung lassen sich die hexagonalen Pyramiden 
der zweiten Art oder die Deuteropyramiden mP2 in keine unmittelbare 
Verbindung mit den übrigen Formen bringen. 

Trotzdem gewährt nach Naumann 
diese secundäre Bezeichnung der Skale- 
no^der den Yortheil, dass sie weit 
repräsentativer als die primitive ist*} . 

Wenn von einer hexagonalen Pyra- 
mide der dritten Art (Tritopyramide) 

d mPn j / mPn ,. , 

T — ^— oder -j —^— nur die abwech- 

l z a z 

sein den einzelnen Flächen zur Ausbil- 
Pig 479 dung gelangen (s. Fig. 479), so entstehen 

correlate Rhombo6der der dritten Art, 
welche von Naumann mit 





d mPn 
l 4 



/ mPn 
d "4 

mPn ,. 



bezeichnet werden. Jedes Skaleno^der —^- liefert zwei correlate trigo- 
nale TrapezoiUler, indem die an den abwechselnden Mittelkanten gelegenen 






Flächcnpaarc allein vorhanden sind oder fortfallen; die so entstehenden 
Formen (s. Fig. 480) bezeichnet Naumann mit 



,mPn 

d r^ - 
2 



/ 



mPn 



Die vier,aus einer hexagonalen Pyramide m Pn hervorgehenden Tra- 
pozoüder werden geschrieben : 



, mPn 



/ 



mPn 



*\ \r 



) Vpl. Elcm. theoret. Kryslallogr. <856, SOS. 
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Ein primäres Skalenoödersymbol wird in folgender Weise in das ent- 
sprechende seeundäre umgewandelt. Es sei das Skalenoöder: 

mPn 
Q{xhkl)= -^ 

worin m = y ^ n = 7-, — =7- ist, gegeben, dann hat das Rhombo- 
l k ti l 

öder seiner Mittelkanten nach S. 3iS das Symbol : 

so dass : 

U—h 

ist. Vervielfältigt man jetzt die Hauptaxe dieses Rhomboöders nach der 
rationalen Zahl n\ so wird: 

, , , 2* — Ä h 

n m = n - = m = - 



folglich : n = 



Ü — h 



h: k:l = m : — : i = m n : — ^ — ^ : 1 

n z 

Das in Rede stehende Skalcno^der wird also durch folgende aequiva- 
lentc Symbole bezeichnet: 

mPn m(2 — n) » n / r ji \ 

— Rq = Q[m[n — 1J-mn-mn) 



m'n P 



2 n 2 — n 

2n' 



!?-±_i = m'Rn' = Q[m'[n' — 4 ] • 2m' n' • m' [n + ^ ] • 2) 



!Lph 

l "^k U — h^ h . .... 

-2-=-T-^2F3rÄ = e(^^^'') 

Hieraus ergiebt sich die TransformationstabcUe auf Seite 434. 

Die rhomboödrischen Formen besitzen zweierlei krystallogra- 
p h Ische Axensysteme: das der ersten Art besteht aus der Hauptaxe y 
und den Nebenaxen aj , aj, «3 ; ein Axensystem der zweiten Art wird von 
den drei Kantenrichtungen $, 17, ^ eines Rhomboäders gebildet. Im ersten 
Falle erhält man Symbole mit vier Indices, analog den Symbolen hexago- 
naler Formen von Weiss oder Bravais; im zweiten solche mit drei Indices. 
Die letztere Methode der Bezeichnung wurde zuerst von G. Lamö"^) vor- 

*} Examen des dififör. method. empi. pour r^soudre les probl^mes do g^ometric. 
Paris 1818, p. 97. Vgl. Le^. sur la thäorio analyt. de la chaleur. Paris 1861. p. 47. 
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geschlagen und später von Whewell*), J. G. Grassmann**), C. Fr. 
Gauss***) W. H. Millerf) u. A. benutzt. Wir wollen die «ur Ueber- 
fUhrung der einen Symbole in die anderen dienenden Transformations- 
gleichungen ableiten. 

Die rhombol^drischen Axen $, 17, ^ legen wir durch den Mittelpunkt 
parallel zu den Kanten des Grundrhomboäders (Oiii) und betrachten ihre 
vom Mittelpunkt aufwärts gehenden Richtungen als positiv (s. Fig. 484). 
Dann erhalten die drei oberen Rhombodderflächen : 



die neuen Symbole: 



10T4, 0444, TT01 
400, 040, 004. 



Da die Rhomboüderkantcn gleichwerthig sind, so müssen ihre Ein- 
heiten einander gleich sein; d. h. der Rasis 0004 ist das neue Symbol 414 
zu [ertheilen. Eine auf das Axensystem der ersten Art bezogene Fläche 





Fig. 481. 



Fig. 48t. 



xhkl, worin x == h — k und 2/i > /r > A: ist, möfj;e, auf die rhombo^ri- 
sehen Axen bezogen, die Indiccs u, v, w annehmen. Dann gewinnt man 
aus den Formeln 1, Kap. 5, § 3, die Transformationsgleichungcn : 



H 



h i T 


k \ 


l 4 \ 


\ i 1 


.010 


111 



= h — ^k + l 



Combi nat. Entwickl. d. Kryst. 



*) Phil. Trans. 18«5, I, 89. 
**) Zur physischen Kryslallonomio etc. 1829. - 
Pogg. Ann. 1833, 30, 1. 

*♦*) Werke. Horausg. v. d. Ges. d. Wiss. zu Göttingen II, 1863, $09. 
f) Trcatise on crystallography. 1839. 
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V = 






h T 


T A 


i 


l \ 





T 


T 





i 


1 1 



= h + k + l 



w = 



und umgekehrt : 



1 h 


T \ k 


\ 1 / 


1 


T 4 


1 1 1 



= — 2Ä + fc + / 



3a; 




u 




w 




3A 




V 




w 




SA: 




V 


— 


u 




3/ 





u 


+ 


v + 


w 



Die rhomboädrischcD Äxon haben in dem Axensysteme der ersten Art 
die Indices : 

41i 



? = 



c = 



T0< 

TOI 
OTl 

OTl 
111 



= [<21] 



= [111] 



= [211] 



Werden die Nebenaxen des Axensystems erster Art in der B ra vais'- 
schen Reihenfolge genommen (s. Fig. 482) , so lautet das Symbol der Fläche 

xhkl nunmehr kxhlj oder, wenn wir: 

h = — r, k = py X = q 

setzen, pqrL Dann gehen die vorstehenden Transformationsformeln 
tlber in : 

u = q — p + l 

V = p — r + / 
w= r — 9 + ^ 

und umgekehrt, da p -{- q -{- r = ist: 

3q = u — w 
3r = i^ — V 
3p = V — u 
3 / = w + V 4- i<^ 
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Die rhomboödrischoD Axen führen bei Bravais die Indices: 

= [1T1] 






TJ = 






T04 

in 

1T1 

Oli 



= [2T1] 



Aus den Formeln in Kap. 6, §11, ergiebt sieh für die neue Axenein- 
heil der rhombo(5drischen Axen der Werth : 



V3 + cc 
Bezeichnet man den Winkel der rhombo(^drischen Axen mit (a), ihren 
Axenebenenwinkel mit [ß)j so ist (vgl. Seile 304): 

cos^ (a) — cos (a) = sin^ (a) cos [ß) 

— cos (a) 

1 + cos [a] 
cos^ [fi] — cos [ß] = sin^ [ß] cos (a) 



cos {ß) 



. . — cos [ß] 
cos a =r - - - ^"^i- 
^ ' 1 4- cos [ti, 



+ cos [ß] 

Ferner ist der Sinus der Ecke dieser Axen : 

1 cos (a) cos (a) ' 



J = 



oder 



cos (a) 1 cos (a) ' 
cos (a) cos (a) 1 | 



J = \ — 3 cos^ (a) + 2 cos^ (a) = 4 sin ö- (a) sin^ - 

-^11 = -^12 = ^13 = sin« (a) 
j/23 = z/31 = ^12 = cos'-' (a) — cos (a) = sin« (a) cos (/!?) 
Folglich ist der Cosinus des Fiüchenwinkels (hkl^h'k' 1')= q>: 



hh' + A7t' + //' + cos iß) Ihk' + kh' + Ä/' + /Ä' + itf + lk'\ 

cos (p = _ _ ii '- ^ -_ _ _ ! ! f 



Vh . //' 



worin : 



// = hh + kk -\- 11+2. cos iß) {hk + hl + kl) 
ir = h'h' + k'k' + /Y + 2 cos(/^i {A'i' + A'r + k' C) 
gesetzt ist, und der Cosinus des Kantenwinkels [qoT^q a' t)=z ip: 

QQ -\- 00' -\-TT +cos(a){Qa' + OQ* + qt' + tq' + ov' + ra') 

(OS ip— ^^ _^^ 

worin : 

H = QQ -\- aa + T T -\- 2 cos [a] [qg + QT -{- ot) 
R' = q'q' + a'a + ir'r' + 2 cos '» {^'a' + q't' + a'r') 
gesetzt ist. 
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Die drei SymmetrieebeneD einer rhomboedrischen Form gehea durch 
die Hauplaxe ^r = (1 1 1 ] und die neuea Axen : 

§ =z [100], ij = [010], £ = [001] 

Demnacb ist (vgl. Fig. 483): 

{^^ = 01?, {yi]) = Ui, {y;0=lTO 




Fig. *8I. 



Dicselbeo Symbole erhallen die Normalen der Symmelrieebenen : 

R, ==[101], a3 = [0lT], Ca =(1T0] 
Die Durchschnitlslinien ßi, ß^, ß^ der Symmelrieebenen mil der Eliene 
{tll} der Nebonaxen «i, «i, Oj haben die neuen Indices; 
,y, =[aTT), i<3=[T2T], ,!(,=[TT2] 
und die auf ihnen senkrecht stehenden Ebenen : 

{/«,) = TsT, (,o,) = sn, (/«,) = m 

Gehl man von rhomboöd Tischen Axen aus, so nehmen die Flächen 
correlaler Formen verschiedene Indices an, die in folgeoder 
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Beziehung zu einaDder stehen. Setzt man die correlaten SkalenoSder 

f}j{xhkl] und ^^{xkki) (vgl. Fig. 484] heziehuDgsweiso gleidi (uutc) und 
[«' o' w'), so ist nach den vorhin abgeleiteten Formeln : 




folglich : 



= h + k-\-l, 

= — ib+k + i, 



-h + 9k + l 
-h — k-\-l 

h — k + l 



V -\-v' 



- 2tJ + 2mj 
^ + 2«, 



Man erhalt also Tolgcnde Symbole für correlalc rhomboüdrische 
und damit auch für hoxagonalo Formen'): 

*) Diu Abwcichuogon der FolgendcD Transrormalionstabelle von andereo , in der 
Lilerslur vorhandenen TabelIeD beruhen ledi^jüch darauf, dass verschiedene 
diu lodiccs verschiedener Flachen zur Bezeichnung einfacher Formen I 
haben. Auü den Figuren tK3 and tH4 l9l crsiclitlicb , welche Flächen BD dieser Stelle 
bennizl worden sind. 
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Dihcxiigonalc 
Pyramide 

Dihexagonai. 
Prisma 

Uexagon. Py- 
ram. I. Ord- 
nung 

Primäre hex. 
Pyr.l.Ordn. 

Uexag. Pyr. 
11. Ordnung 

Primäre hex. 
Pyr. 11. Ord- 
nung 

Proloprisma 

Deulero- 
prisma 

Basis 



xhkl 



xhkO 



uvw ; v! V* w 



uvw 

[u + V -^^ w = 0) 



Ohhl 



Olli 



h'2h'h'l 



1212 



(- 



uvu; u'v'u 



010; 2T2 

uvw 
2U'\-v-{'W = 0) 



25T 



0140 


T2T 


1210 


011 


0001 


111 



U : 

V ' 
W 



Ä — 2A+/, m' = — Ä + Sft-t-/ 
h-^k + l, v' = —h-k + l 
^2h+k+l, w'^^h—k + l 

V =h + k 
w= — 9;h + k 



u 

V 



— Ä + /, u =h + l 
2A + /, t;' = — 2A + / 



v = ^h + l 
w= — 3A -f- Z 



Die L 6 V y 'sehen Symbole der rhombo^drischen Formen stehen in ein- 
facher Beziehung zu den Symbolen von 
Whewell-Miller. Nach L6vy werden 
mil a die Endecken, mit e die Seitenecken, 
mit b die Endkanten, mit a die Seitenkanten 
und mit p die Flächen des Grundrhom- 
boöders bezeichnet (Fig. 485). Die von der 
oberen Endecke a ausgehenden Endkanten b 
geben die positiven Richtungen der Axen 
^, ly, ^ an; demnach gehen von jeder der 
drei oberen Seitenecken e zwei Kanten d 
in positiver und eine Kante b in negativer 
Richtung, dagegen von jeder der drei unteren 
Seitenecken e zwei Kanten d in negativer 
und eine Kante b in positiver Richtung aus. Daraus folgt, dass eine : 

Fläche, deren Indices posiUv sind, an der oberen Ecke a 

Flache, deren Indices negativ sind, an der unteren Ecke a 

Fläche mit i negativem und 2 positiven Indices an einer oberen Ecke e 

Fläche mit 1 positivem und 2 negativen Indices an einer unteren Ecke e 

Fläche mit i Index gleich Null in einer Endkantenzone 

des Grundrhomboäders liegt. 




Fig. 485. 
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1. Modificationen der Endecken a. 

Das Skalenoeder, dessen sechs obere Flächen auf den oberen Eod- 

i 4 1 
kanten des Grundrhomboöders die Längen — : — :—, x"^ y'^ z^ ab- 

X y z 

schneiden, erhält das Symbol : 

1 L 1 

{xyz)=b'' by b' 

Die Pole der sechs oberen Flächen liegen innerhalb des sphärisohea 
Dreiecks, dessen Eckpunkte die Pole der oberen Flächen 400, OiO, 004 des 
Grund rhombol^ders sind (s. Fig. 483, Seite 441) und zwar*): 

in den directen (schraffirten) Sextanten, wenn cc + ^ > ^ff 
in den inversen Sextanten, wenn x -{- z <^^y 

auf den Grenzen dieser Sextanten, wenn x + z = 9y 

Im letzteren Falle erhält man »isosc^loedresa, d. h. sechsseitige Pyra- 
miden zweiter Art. Ist y = z oder x = y, so entstehen Rhomboäder. 
Ihre Pole liegen auf den grössten Kugelkreisen, welche die Winkel des ge- 
nannten sphärischen Dreiecks innen halbiren : die Pole der directen Rhom- 
boikler (xzz), deren Flächen auf den Flächen des Grundrhombo<5ders gerade 
aufgesetzt sind, zwischen dem Pole 411 und den Polen 100, 040, 004, 
dagegen die der inversen Rhomboädcr {xxz), deren Flächen auf den 
Kanten des Grundrhomboäders gerade aufgesetzt sind, zwischen 4 4 4 und 
011, 101, 110. L 6 V y bezeichnet die : 

directen Rhombodder (xzz) mit o* I ^ 

i( ^^^ 
inversen Rhomboöder [xxz) mit a* J 

Ist X = y = z^ so erhält man die Rasis (111) = a^ 

2. Modificatioen der Endkanten 6. 

Die Skalenoi^der [xyO) aus den Endkantenzonen des Grundrhomboäders 
werden nach Lcvy mit: 

X 

{xyO):=by 

bezeichnet. \six^2y, so ist (xyO) ein directes, resp. ein inverses 
SkalenolHler. Für x = 2y erhält man das isosceloödre (210) = 6', dessen 
Pole auf den Seiten des sphärischen Dreiecks mit den Eckpunkten 400, 
010, 001 da liegen, wo diese Seiten von den durch die Hauptaxe und die 
iNebenaxen Oi 020^ gelegten Ebenen geschnitten werden (s. Fig. 483). Die 

X 

Pole der directen Skalenoüder bi liegen auf den Seiten desselben Dreiecks 
zwischen den Polen von (100) und (210) ; die der inversen zwischen den 

*) Die FlUcbe mit den Indices xys liegt in demselben Dodekanten der Fig. 48S 
wie die Flüche vuw. 
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Polen von (110) und (210). lsix = y, so entsteht das erste stumpfere 
Rhombot^der der Grundform : 

(110) = 6« 

dessen Pole auf den Mitten der Seiten jenes Dreiecks liegen. 

3. Modificationen der Seitenecken e.* 

Die an den oberen Seiienecken e auftretenden Flächen müssen 
mindestens einen negativen Index besitzen; ihre Pole liegen zwischen 
einer Seite des Dreiecks 100, 010, 001 und den Verlängerungen der beiden 
anderen Seiten. Nach L(5 vy bezeichnet man die : 

111 
Skalenoöder [xys)^ x — s ^ 2y, == r/* dv h" 

Skaleno(!dcr [xzz) = ex 

s 

Für x — 5 = 2y erhält man ein isosceloedre ; (iXr x -^ y + z = Q 

ein zwölfseitiges Prisma : 

1 1 \ 
(z — y,y, z) = d'-ifd^b' 

dessen Pole in dem Zonenkreise [111] liegen, und, wenn insbesondere 
z = — 2y ist, das sechsseitige Prisma erster Art : 

(112) = e2 
Ist cc = t/, so entsteht ein inverses Rhomboöder: 

(yyz) = ey, z<i^y 

dessen Pole in den Verlängerungen der grössten Kugelkreise liegen, welche 
die Winkel des Dreiecks 100, 010, 001 innen halbiren. Hierher gehören 
das inverse Rhomboöder der Grundform : 

(22T) = e^ 
und das erste spitzere Rhomboöder derselben Form : 

(1lT) = e» 

Sind zwei Indices einer oberen Fläche negativ, so bilden die gleichen 
Flüchen ein directes Skaleno6der : 

111 
[xyz) = h'^dyd'' 

Die Pole desselben liegen in den Gebieten der Kugeloberfläche, welche 
durch die Verlängerungen je zweier Seiten des sphärischen Dreiecks 100, 
010, 001 bestimmt werden. Ftlr y=^z erhält man das directe Rhomboöder : 

X 

[xzz) = e', X > 2js 
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4. Modificationen der Seitenkanten d. 

Die Skalenoi3der, deren mittlerer Index y = ist, gehören den Seiten- 
kanlenzoncn des Grundrhombo^ders an und werden nach Häuy scal6n(M^res 
metastatiqucs genannt : 

(a;Oi) = d* 

Ihre Pole liegen auf den Verlängerungen der Seiten des Dreiecks 400, 
010, 001 zwischen den Polen von (100) und (110). Ist x = Sj so entsieht 
das sechsseitige Prisma zweiter Art: 

(10T) = di 

Die folgende Tabelle gewährt eine Uebersicht der L6vy 'sehen Symbole: 







Whewell- 
Miller 


L6vy 


Basis 


111 


a^ 


Grundrhomboöder 


100 


P 


Protoprisma 


112 


e^ 


Deuteroprisma 


10T 


d^ 
1 1 1 


Dihexagonales Prisma 


5 — ,y • ?/ • - 


d'-ffd^b' 




directe 1 

I auf n 
inversc ) 


xz% 

X X z 




Rhombot^der J 


inverses auf b 


110 


6« 




directe 

auf e 
inverse 


xzz 

XX z 


3b 

e*, x<^z 
111 


auf a 
Deuteropyraraiden j ^^j f^ 

— Isoscöloodres \ 

\ auf e 


XjfZ 

310 
xyz 


H 1 K 

b'bUb', x + z = fy 
d'dvb'', x — z^fly 




directe 1 

>auf u 
inversej 


xyz 


1 1 1 
/)' bv b' 






directe ] 

\ auf h 
inverse 


xyO 


|.T<2y 


Skalenot*(lcr 


directe ) 

1 auf V 
mverse j 


xyz 


l.x— 3<2y 




directe auf e 


1 "" 
xzz 






directe auf d 


x(\z 
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§7. 
Tetragonales System. 

Syn : Systeme quaternairc Bravais, tetragonales System Breit hau pt, quadratisches 
System G lock er, monodi metrisches System Hausmann, quadrat-okta^drisches 
System Kupffer, Systeme du prisme droit ä base carr^e L^vy, pyramidal System Mil- 
ler, pyramidales System M o h s , tetragonales System Naumann, zwei- und einaxiges 

System Rose, viergliedriges System Weiss. 







Weiss-R 


ose 


Naumann 


L6vy 


Basis 


001 


ooa:ooa:c 


c 


OP 


V 


Protoprisma 


110 


a : a: oo c 


9 


ooP 


m 


Deuteroprisma 


100 


a:ooa:ooc 


a 


ooPoo 


A» 


Protopyramiden 


hhl 


h 
a : a : j c 


h 

r 


?' 


I 

62» 


Grundform 


111 


a : a : c 





p 


6* 


Deuteropyramiden 


hOl 


h 
a: oo a:j c 


i 


J-Poo 

L 


l 


Dilelragonale Prismen 


hkO 


h 
o : 7 a : oo c 


h 
k^ 


OO Pj 

k 


/ 1 11 


Diletragonale Pyra- 
miden 


hkl 

(h>k) 


h h 
a : 7 a : 7 c 




h h 
i k 


laA + jb, h k — l 

i 

üH^k, h+k—l 
i 



Die Naumann 'sehe Bezeichnung der tetragonalen Formen ist analog 
derjenigen der hexagonalen Formen. Aus der zur Grundform gewählten 
tetragonalen Pyramide P leitet man die Reihe der Protopyramiden m P ab, 
indem man die Einheit a der Hauptaxe mit rationalen Zahlen m, m ^ i, 
multiplicirt. Die Grenzformen dieser Pyramiden sind das Protoprisma oo P 
und die Basis OP. Multiplicirt man die Nebenaxen einer Pyramide mP mit 
einer rationalen Zahl n, n > 1, und legt man darauf in jede ihrer End- 
kanten zwei Flächen, welche die nicht zu derselben Endkante gehörige 
Nebenaxe beiderseits in der Entfernung n schneiden , so entsteht eine di- 
tetragonale Pyramide m Pn, Man erhält für n = oo eine Deuteropyramide 
mPoo, für m = oo ein ditetragonales Prisma oo Pn, für m = n = oo das 
Deuteroprisma ooPoo. Ferner bezeichnet Naumann correlate tetragonjiie: 



Trapezoöder d 

Skalenoeder 

(Disphenoide) 



mPn 



l 



mPn 



mPn 
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Tritopyraraiden 



dmPn 
7T" 



Trilosphenoide zt- — — 

/ 4 



ImPn 
I mPn 

dir 



Die Lovy'sche Primilivform wird von dem Protoprisma m = oo Pund 
der Basis p = OP gebildet (Fig. 486 *), prisme droit a base carree]. Nach 
S. 423 sind die Levy 'sehen indices: 

X + y : X — 1/ : 2 j3 = St : $2 : s^ 

Die geonietrische Constante eines ietra- 
gonalen Krystalles ist nach dieser Auffassung 
das Verhaltniss der Kantenlängen 6 : A. Des 
Gloizeaux bezeichnet die halbe Diagonale 
der quadratischen Basis mit 2>, so dass: 

b 




1> = 



Vä 



Fig. 486. 



und das Verhaltniss der Axeneinheiten : 

a : c = i : -=- = ^ : — £— 
JJ o 

Beispiel. Nach Des Gloizeaux ist am Vesu- 
vian !Mnn. min. 1, 278): 

6: As 1000 : 879,849 
folglich : 

a:c = i: 0,59749 



§8. 

Rhombisches System. 

Sy n : Systt'^nie torbinnirc B r a v a i s , rhombisches System Broithaapt, isoklines S^-steni 
Frankenheim, prismatisches System 1! ai dinge r, trimetrisches oder orthorhom- 
bisches S\stem Hausmann, Systeme du prisme rhomboidal droit L^vy, prisnuitic 
System Miller, prismutischos oder orthotypes System Mohs, rhombisches Sysism 
N a u m a n n , ein- und einaxiges System Rose, zwei- und zweigliedriges System W ei s«. 







Basis 


001 


Bracliypinakoid 


010 


M.ikrupinakoid 


100 



tliller 


Weiss-Rosc 


Naumann 


UJv>' 


001 
100 
010 


cx>(i:ooh:c c 
cx>a:h:cor b 
a :oob:ooc n 


OP 
ooP oo 
ooPoo 


p 

9' 



*' Diese Fi^ur ist in der bei den französischen Autoren üblichen Stellung geteichnet, 
iler^emüss die rechte Seitenfläche vi starker verkürzt ist als die linke. 



§ 8. Rhombisches System. 
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Miller 


Wei8»-Rose 


Naamana 


L6vy 




• 








s.k 


* + A 


Brachyprismen | 


(k>h 

hkO l 

{k<h 


khO 


0:76:00c 


h 






Makroprisfnen | 




9^ 


9w 


SC '•' 

00 Pj. 


Ä*-* 


Protoprisma 


110 


110 


a:b :00c 


9 


ooP 


771 


1 


kl 


AO/ 


ooa:0 : jc 
fr 

cx)a:6:c 


-f 

f 


jPco 

P 00 


/ 


Brachydomen < 


011 


iOI 


e« 


1 


AO/ 


Qhl 


aioobi-c 




hfl 
-jP 00 




MakrodoincD { 


. 




l 




1 


101 


011 


a: 00b : c 


(/ 


Poo 


a» 


Protopyraiiiiden 


hkl 


AA/ 


a : b : jC 


A 


> 




Grundform 


111 


111 


a : b : c 





p 


6i 


Brachypyrainiden 


hkl< 


A>A 
k h—l 


khl 


k . Ä- 
T a : : 7 c 




kpk 
i h 


1 1 1 


# 




k-\-h = l 












Makropyramiden 


hkl' 


h>k 
h — k—l 

h + k—l 


khl 


■ 

h^ h 
a:jb:~c 
k l 




hpk 

Vk 


1 1 1 

«A + k 

< 



In der ältesten (Weiss'schen) Reihenfolge der Axen ist a die auf den 
Beobachter zulaufende, b die zu ihm quergehende, c die verticale Axe. 
Diese Bedeutung der Buchstaben a, b^ c ist mehrfach abgeändert worden, 

wie folgende Tabelle zeigt: 

vorn : rechts : oben : 

Weiss a b c 

Naumann c b a 

Dana b c a 

In dem Mi Herrschen Symbol hkl bezieht sich der erste Index auf 
die horizontale Queraxe, der zweite auf die von vorn nach hinten gehende 

Axe. 

» 

Naumann bezeichnet die zur Gmndform gewählte Pyramide mit P. 

Lieblich, Qeomeir. Krystallopr. 29 
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MuUiciplicirt man die Verlicalaxe mit rationalen Zahlen m, oo^ m^ 0, so 
erhült man die Reihe der Protopyramiden mP, deren Grenzglieder das 
Protoprisma ooP und die Basis OP sind. Aus jedem Gliede m P entstehen 

durch Vervielfältigung der Brachyaxe c oder der Makroax^ b nach der ratio- 
nalen Zahl n, oo > 7i > 1, Brachypyramiden mPn oder Makropyramiden 
mp7), welche in der Bezeichnung dadurch unterschieden werden, dass über 
das Grundclement P die prosodischen Zeichen der Kürze oder der Liinge 
jjosclzt werden*). Für n := oo erhalt man Brachydomen mPco und 
Makrodomen, für m = oo Brnchyprismen oo Pn und Makroprismen ooPn, 
derc^n Grenzglieder das Brachypinakoid oo/^oo und das Makropinakoid 
oo/^oosind. Diese Ableitung wird übersichtlich durch folgendes Schema 
dargestellt : 









nßn 












"*- 



(ülP 



^jjnBa» 



niBn 



Ctt& 






Die Dimensionen des Lo vy 'sehen prismc rhomboYdal droit :s. Fig. 487) 

werden auf^ogeben durch den an h anliegenden Prismenwinkel (wi*w) und 

das VerhJiltniss: 

h : h = i : Irration. Zahl 



/r 



in 



O' 



^ 



A 



~-^~ 



■^: 



-^ 



7/i 






a 

Kig. 487 




Fig. 488. 



*) C. Kl IM 11 gicM (Ion Zoichcn ^ und die Bcüciituiiß vorn und seitlich.. 
Vgl Jahrb. Mineral. 1»KU, 1, !2Kt. 
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Die Diagonalen des von den Kanten b gebildeten Rhombus sind die 
Axen a und h von Weiss (s. Fig. 487, S. 450), oder c und b von Nau- 
mann. Aus Fig. 488 ist nach einem auf S. 108 angeführten Satze ersichtlich, 

(lass die Flüche -j- - t - einer Makropyramide, h > A*, auf den horizon- 
talen Kanten des Levy^schen Prismas die Abschnitte : 



h — k' h + k 
macht und auf der Kante h dieses Prismas aufgesetzt erscheint, wührend 
die Fläclie - • i. ■ y einer Brachypyramide, h <C A", auf denselben Kanten 

die Abschnitte : 

b b 

k—h' k + h 

bildet und auf der Kante g aufgesetzt ist. Daher sind die Levy'schen 

/(»ichen der: 

t 1 _i 

Makropyramiden 6* - * M + * // ' 



Brachypy ramiden b^-^ b^-^^ y^ 
umgekehrt sind die auf die Axen a, ft, € bezogenen Abschnitte von : 

b"^ bi h' = y 4- oj, y — X, 2 s 

h^ b^ g' = y — .tt, t/ + x, 2z 

Zwisehen den Einheiten der Axen a, ft, c und den Elementen 6, ä, 
///'/// (l(»s Levy'schen Prismas bestehen folgende Beziehungen: 

_ , [inm) . . (ni'm} . 

a : h : c = b cos > -~- : b sm ~— : n 

2 2 



(m*7w) - h 
= cot ^— TT-^ : 4 : 



2 • . . (mm) 
b sm -^-- 

Die halben Diagonalen der rhombischen Basis werden von Des Cloi- 
/ ea u \ mit d und D bezeichnet, so dass auch: 

a : b : e = d : i : D 

ist. 

.1. Cirailich und V. von Lang haben die auf den C.harakler der 
Doppt'lbreelumg untersuchten rhombischen Krystalle optisch parallel auf- 

«9» 
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geslelU*). In ihren Zeichnungen sind die Richtungen rechls-links, vom- 
hinlen^ oben-unien die der kleinsten, mittleren, grössten optischen Elasii- 
citat für rothes Licht. Die Aufstellung der Krystalle Itfsst also ihre 
optische Orientirung für diese Lichtsorte sogleich erkennen. Die 
Flächen sind derart mit fndices bezeichnet, dass sich in dem Symbol {hklj 
h auf die längste, k auf die mittlere, / auf die kürzeste KrysCallaxe bezieht. 
Die Symbole (OA/), (AO/), (AAO) bezeichnen also Prismen, deren Kanten 
beziehungsweise der längsten, mittleren, kürzesten Krystallaxe parallel 
laufen, (iOOj, (010), (001) Pinakoide, welche auf diesen Axen senkrecht 
stehen. So ergiebt /sich aus der Flachenbezeichnung die morphologische 
Orientirung. 

Um die Orientirung der Krystallaxen, a'^h'^ c^ und der optischen 
Elasticitatsaxen, a^ b >>c, vergleichen zu können, haben Grailich und 
von Lang ein »Axenschema« eingeführt, in welchem die optischen Elasti- 
citatsaxen in der Reihenfolge angeführt sind, wie sie der grössten, mitt- 
leren, kleinsten Krystallaxe entsprechen. So bedeutet z. B. das den 
Krystallen der Schwerspathgruppe eigenthümliche Axenschema (aSc), dass 
die Richtungen der grössten, mittleren, kleinsten Elasticitats- und Krystall- 
axen zusammenfallen. Je nachdem nun die erste Mittellinie der optischen 
Axen Axe der kleinsten oder grössten optischen Elasticitat ist, wird in 
diesem Symbol die Charakteristik + unter c oder — unter a gesetzt. 

Diese Methode leidet an dem Uebelstande, dass Glieder einer isomor- 
phen Gruppe, deren Elasticit4itsaxensymbolc verschieden sind, verschie- 
dene krystallographische Orientirungon erhalten, wie das Beispiel der 
Aragon itgruppe lehrt. Wahrend bei Aragonit und Strontianit die Ebene 
der optischen Axen parallel der Makrodiagonale des Prismas, dessen 
Flachen Zwillingsebenen sind, lauft, geht sie I>ei Witherit und Gei ussit pa- 
rallel zur Brachydiagonale dieses Prismas. 

a b c Axenschema 

Aragonit 1 : 0,7207 : 0,6291 cab 

Strontianit 1 : 0,7212 : 0,6089 cab 

Witherit 1:0,741 : 0,595 bäc 

Corussit \ : 0,7232 : 0,6102 bQC 

A. Seh rauf**; stellt die optisch untersuchten rhombischen Kristalle 
so, dass die verlicale krystallographische Axe mit der ersten Mittellinie der 
optischen Axen zusammenfallt. 



*; (irailich und von Lang. Orientirung der optischen ElasUcittflMxen io 
Kryslall(Mi dos rhonihischon Systtjms. Sitzungsbor. WMcn. Akad. 1857, 27. — Grailich. 
Kr)<tnllo^niphisch-o|)tiHche Untersuchungen. Wien. 1858, SOK. 

**) Lohrb. der physikal. Mineralogie. Wien. 1866. 1, 131; 2, f88, 89S. — Atlas der 
Kiyslalironiien. Wien. 1H6»— 1877. 1, Einleitung S. 5, Taf. XI. 



§ 9. Monoklines System. 
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§9. 

Monoklines System • 

Syn: S^stomc binaire Bravais , homirbombisches System Breiihaupt, monoclinic 
System Dana, monoklinisclies System Frankenheimi monosymmctriscbes System 
(Irotli, augitischcs System Haidinger, ortborhomboidisches System Hausmann» 
systonic du prisme oblique- symötrique Hauy, systöme du prisme rhomboidal oblique 
Lö V y , <)l)li(iuc System Miller, hemiprismatisches oder hemiorthotypes System Mobs, 
klinorliombischcs oder monoklino^driscbes System Naumann , zwei- und eingliedriges 

oder ein- und zweigliedriges Systent We i ss. 



Hiisis 






Welss-Rose 


Naumann 
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h 
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k 
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ooP 
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IlciniorthopyrauiideD 



Ilcmiklinopyruiiüden 
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h:>k 
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Naomano 



Levy 



A, h 
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a : 76: yc 
k l 



h^ h 
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. h, h 
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k^k 



I rh 



; 7*A 



A A 



rk 



i 






1 



I 



I 



bk^k^k-^kgt 



JA-*JA + »A ' 



OA + fc[A — *=/: 



OA_klA+*=/i 

I 
_l _l 1 

ak^k\h — A=f 



f 



N a u in u 11 11 bezeichnet die : 

Axo /f * = Klinodiagonale = Axe der y 

Axe /c^ = Orthodiagon<ile= Axe der 3 

Axe /t'* =^ verticaie Axe = Axe derj; 

Axenebene 7r'^/r^ = orthodiagonaler llauptschnilt 

Axenebene ;c'Ki^ = klinodia^^onaler llauptschnitt 

Axenebene /r^/r*-^ = basischer llauptschnitt. 

Die monoklinen Prismen, deren Kanten nicht einer der drei Krj stall- 
«ixen parallel gehen, heissen llennpyramiden. Zwei isoparaine tri sehe 
lleniipyraniiden bilden, trotzdem sie »völlig unabhängig von einander sind«, 
eine »vollständige monoklinoOdrische Pyramide« (Fig. 489); die eine von 
ihnt^^ fallt in die spitzen, die andere in die stumpfen Winkel des oriho- 
diagonalen und basischen llauptschnilts (Fig. 490) ; jene wird die positive, 
diese die negative llemipvramide genannt, aber »die umgekehrte Benennung 
würde vielleicht noch vortheilhafter sein« '\ Da irgend zwei von den in 
der Sunmetrleebene gelegenen Kantenrichtungen zur Klinodiagonalo und 
Verticalaxe genonunen werden können, so ist die Zusammenfassung zweier 
monoklinen IVismen zu einer »Nollstiindigen Pyramide« nur für eine iie» 
stimmte Axenwahl gültig. — Aus der (vrundform der vollstcfindigen 

*: Diex* Abüiulerun^, ^\elclle Naumann mit Recht \ermieclen hat, um nicht An- 
last zu Vcr^\ccllslungcn zu gchtMi, ist spüler von A. 8 c h r a u f angenommen wordeo. 
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Pyrtinüdc zh P leitet inan zunächst durch Veründorung der verlicalen Axe 
die Reihe der Protopyramiden zkmP, m§ \, oder die Grundreihe des 
Systems ah, als deren Grenzformen das Protoprisma oo P und die schiefe 
Basis oder das Basopinakoid OP auftreten. Aus jedem Gliede ±mP der 
Grundreihe erhält man zwei neue Reihen von Pyramiden durch Vergrösse- 
rung der Orthodiagonale bei constanter Kliuodiagonale oder durch Yer- 
i^rösseruDg der Klinodiagonale bei constanter Orthodiagonale ; jene haben 
also den klinodiagonalen, diese den orthodiagonalen llauptschnitt mit ±: 7/1 P 





Fig. 489. 



Fig. 490 




j^einein. Sie führen die Namen: Orthopy ramiden dbr m^Pn und Klino- 
p\nmiiden dz mi^n, w> 1. Das Wort Prisma wird nur für die bei einer 
hosliinmleii Axenyahi verticalprismatischen 
Formen gebraucht. Unter diesen werden 
niilerschieden Orthoprismen ooJ^n und 
Rlinoprismen oo^n, deren Grenzformen 
Kir /i =: 00 das Orthopinakoid 00^00 und 
dasRIinopinakoid cx^^oo sind. Alle übrigen 
Prismen werden Domen genannt: Klino- 
(lomen, wenn ihre Flächen der Klinodiago- 
nale, Orthodomen, wenn sie der Orthodia- 
i;onale parallel gehen. Das allgemeine 
Zeichen der ersteren ist m^c», ohne Vor- 
selzuni; der Zeichen di, weil die Klino- 
domen einfache Formen sind. Dagegen be- 
steht jedes Orlhodoma aus zwei ungleichen 
Flächen paaren , welche Hemidomen ge- 
nannt und mit dr m^oo bezeichnet werden. 
Die Levy'sche Grundform ist das 
prisme rhomboidal oblique, d. i. die Combination des Protoprismas 
m =00 P und der Basis p = OP (Fig. 491). Die Kanten dieses Prismas 



^ 
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werden zu Axcnricblungen gewählt. Nach S. 423 sind die L^vy'scben 
Indices: 

X : y : 5 = *i + *2 : 5] — ^ - h 
x + y:x — y:?3 = 5, : $2 : s^ 

Die Elemente eines monokh'nen Kryslalles sind nach dieser AufÜBSSoog 
das VerhSltniss der iLantenlängen : 

b:h 
und die Winkel der Kanten : 

d^d = Angle plan de la base 

d^h^ = Angle plan des faees laterales 

DesCIoizeaux bezeichnet die halben Diagonalen der Basis p mit 
d und 2>, so dass : 

cl = 6 cos ^-^ , I> = 6 sm —^ 

und die Einheiten der Axen ^r*, tc^, tc^: 

d , h 
aj : 02 : «3 = j^ : \ : -^ 

Aus der Ecke o mit den Kanten (/, et, h ergiebt sich : 

., ,, ., ,. COS(f/*Ä) 

COS \h d) = cos .rrJ.T») = ^p^ 

COS^-TT-^ 



Beispiel. DcsCloizeaus., Man. de Min. 1, 827, giebt für den Orthoklas: 

b : h= 1000 : 464,273 
'rf^d; = H 30 1 5' 30", ;(i"Ä; = 1 040 — ' 4«" 

an. Folglich ist : 

Oi. a^: 03 = 0,658648 : 1 : 0,555980 
(;r3;jl)--(^;« 4160 6' 57" 



§ .1 0. Triklines System. 



457 



§10. 

Triklines System *) . 

Syn: Systdme asymölrique Bravais, tetartorhombisches System Breithaupt, triciinic 
System Dana, tri klinisches System Franken heim, anorthisches System 11 aidinger, 
tritoprismatisclies System Kupffer, systöme du prisme doublement oblique L<§vy, 
double oblique System oderanorthic System Mi Her, tetartoprismatischesoderanortho- 
types System Mohs, klinorhomboidisches oder diklinoSdrisches und triklinoödrisches 
System Naumann, ein- und eingliedriges System Weiss. 
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*] Unter den vorhandenen Transformationstabellen ist nur die von Schrauf richtig. 
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Bünennun}; nach Naumann 



Woiss-Roso 
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N a u iiiii II II >M'zekiiiicl die iirci A\eu als : 

vcrticale Ave = Axo der x, Kinlioil a 

Makrodhigoiialo — Axe der y, Einheit h 

Brachydiagonulo = Axe der a, Einheit c 
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Die drei Axenobcnen zy , yx und xz werden von ihm basischer, 
in<ikrodi<igonaler und brachydiagonaler Hauptschnilt genannt. Denkt man 
sich um ein triitlines Axensyslem für irgend welche endliche Verhältnisse 
der Parameter alle isoparametrischen Flachen ausgebildet, so erhält man 
eine »vollständige Irikiinoödrische Pyramidea. Dieselbe ist aus 
vier ungleichwerthigen Flüchenpaaren (Partialformen) zusammengesetzt, 
von denen jedes eine Vierlclpyramide oder Tetartopy raniide genannt 
wird. Correiate Viertelpyramiden werden in der Bezeichnung dadurch 





Fig. 493. 



unlerschledcn, dass dem Buchstaben P, als dem Grundclemente, in dem 
Zeichen einer jeden derselben ein Accent an derjenigen Stelle beigefügt 
wird, welche der Lage ihrer vorderen Fläche entspricht (s. Figur 492). 
Demi^emilss würde also in dem Zeichen einer Viertelpyramide , deren 
vordere Flüche oben rechts oder oben links erscheint, P' oder 'P, in dem 
Zeichen einer Vierlclpyramide aber, deren vorUere Flüche unten rechts 
oder unten links erscheint, P^ oder P zu schreiben sein. Auf diese Welse 
erhiilt Naumann allerdings ein Collectivzeichen \P\ für die vollständige 
Pyramide. Allein diese Zusammenziehung ist ohne krystallographischc Be- 
(leutunt;, da man im triklinen System irgend welche vier, in ihrem Auf- 
treten von einander völlig unabhüngige Flüchenpaare, von denen nicht je 
drei in einer Zone liegen, zu einer Pyramide zusammenfassen könnte. 

In analoij;er Weise bildet Naumann prismatische Formen, verticale 
Prismen, Makrodomen und Brachydomen, von denen jede aus zwei un- 
Lileichwerthit^en Flächenpaaren, sogenannten Hemiprismen und Hemidomen, 
besteht. Die drei Pinakoide sind die drei den Hauptschnitten des Axen- 
systems parallelen Flächenpaare. 

(ieht man von irgend einer vollständigen trikIino(}drischen Pyramide \P\ 
als (iruncironu aus, so erhält man durch Veränderung des in der verticalen 
A\e liegenden Parameters die Reihe der Protopyramiden m\P\ [tn^\) oder 
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die Grundroiho des Systems, der auch als äusserslo Glieder das Basopina- 
koid P und das Protoprisma oo^P| angehören : 

p . . . m;p; . . . ;p; . . . w;p; . . . oo'p'. 

Aus jeder Pyramide der Grundreihe »w'Pj leitet man eine Reihe von 
Makropyramiden mlP[n und eine Reihe von Rrachypyramiden wjpjn ab, 
indem man den in der Makrodiagonale, resp. der Rrachydiagonale der 
Grundform gelegenen Parameter mit einer rationalen Zahl n, die ^ 4 ist, 
multiplicirt. Die Grenzglieder dieser Reihen bilden die Makrodomen m[P\oo 
und die Brachydomen m[P[cx>, Wird dieselbe Ableitung auch für das 
Protoprisma durchgeführt, so erhült man zwei Reihen verticaler Prismen : 
Makroprismen oo'P'w und Brachyprismen oo'P'w, deren Grenzglieder das 
Makropinakoid cx^Poo und das Brachypinakoid cx)Poo sind. 

Die den Axen gegenüberliegenden Kanten einer Viertelpyramide 
werden von Naumann mit A, Y. Z und die Hauptschnittwinkel des 
basischen, brachydiagonalen, makrodiagonalen Hauptschnitts mit d und e, 
0' und rjj r und i bezeichnet (s. Fig. 493, S. 459). 

Ucber die Lcvy'sche Bezeichnung der triklinen Krystalle vergl. § 3. 



Zusätze und Verbesserungen. 



S. 27. Währcnü dos Druckes erschion : M. Websky, l]el>or die loterprelalion 4l«r 
einpihsclien Oclaid-Symbolc auf Rationalität. Monatsber. Berlin. Akad. 7. Juli I8SI. 
751—762. 

S. 32 Zeile 7 v. u. lies »drei« statt «dre«. 

S. 63. Die hier angefülyrte Abhandlung von M. Websky ist inzwischen wieder 
abgedruckt in : Zeitschr. für Kryst. 1881, 6, <— 28. 

S. 84 Zeile 3 v. u. lies »lyi fj^r;^ und rj'xv'iV'z*^ statt »A| Ä0Ä3 und Ä'i h'^h'^m, 

S. 101 Zeile k v. u. lies »sin 973« statt »173«. 

S. 1 06 Zeile k v. o. lies » -r ; « statt » — - «. 

fj; I'' fjL y' 

S. \lk. Beispiel. Die Ucbersicht über den Gang dieser Berechnung wird erleichlefft 

durch die stercographische Projection der i'olfigur des Albits Fig. 489, Seite $75. 

S. 192. lebersichrift lies »Elftes Kapitel« statt »Zehntes Kapitel«. 

S. 800. Figur 305 lies »khxl^ statt »kUxl: 

S. 442. Figur 484 lies »Ä^ 2; {«statt »A/^^/«. 
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Krystalisystem, rhombisches 242, 365. 
Krystalisystem, tetragonales 24 2, 339. 
Krystalisystem, triklines 243, 394. 
Krystallsysteme, tabellar. Üebersicht ders. 

240, 243, 244. 
Kugelkreise, stereogr. Proj. ders. 4 47. 
Kupfer 243, 274. 
Kupferkies 353, 364, 398. 

Labradorit 404. 

Lam^'s Bezeichnung 487. 

Leucit 345. 

Lävy's Bezeichnung 424 , 427, 448, 448, 
450. 455. 

Lievrit 370. 

Linearprojection 42, 99. 

Linearprojection, geneigtn.-hemiedr. For- 
men 269. 

Linearprojection, perspectivische 4 54. 

Linearprojection tetartoödr. Formen 269. 

Linearprojection , Zusammenhang mit d. 
stereogr. Proj. 4 20. 

Magnesium-Ammoniun\orl-hophospbat374. 
Magnesiumsulfat 372, 374. 
Magneteisen 234, 244, 242. 
Melanit 242. 
Metasantonin 378. 
Metasantonsäure 878. 
Milchzucker 874. 
Miller's Bezeichnung 44 7, 488. 
Mittelpunkt e. Kryslallpolyöders 7, 4 94. 
Mittelpunkt d. stereogr. Proj. e. Zonen- 
kreises 4 24. 

Natriumchlorat 267, 274. 

Naumann's Bezeichnung 448, 427, 429. 435, 

447, 449, 454, 458. 
Neigungswinkel e. Axensystems 4 46. 
Normale e. Fläche 94. 
Normalebene e. Kante 94. 
Normalenwinkel 3, 5, 6. 

Oktai^der 286. 
OktaOderzwilling 404, 406, 445. 



Olivin, Linearproj. dess. 4 09. 
Orthoklas 393. 

Parallelprojection 437. 
Parallelprojection d. Kantennetzes 4 53. 
Parallelprojection, orthogonale 4 37. 
Parallelprojection schiefwinkl. Axen 452. 
Parallelprojection ungleichlanger Axen 4 54. 
Parameter e. 3. Fläche in e. Büschel 82. 
Pentagondodekaüder 249, 254, 268. 
Pentagondodekaäder, tetraädrisches 264. 
Pentagonikositetraäder 246. 
Periklingesetz 899, 404. 
Phenakit324, 334. 
Phillipsit405. 
Plagiosphenoid 854. 
Pleonast 244. 
Pole. Fläche 4 4 2. 
Pol e. Fläche , Gonstniction der stereogr. 

Proj. dess. 424. 
Pol e. Zonenkreises 4 42, 423, 4 25. 
Polarcoordinaten 4 44. 
Polfigur4 4 2. 

Polymer, einfache convexe 4 . 
Polygone, einfache convexe 2. 
Prisma, dihexagonales 287. 
Prisma, ditetragonales 844. 
Prisma, ditrigonales 849. 
Prisma, hexagonales 288, 298, 806, 824. 
Prisma, monoklines 380. 
Prisma, rhombisches 869. 
Prisma, tetragonales 844, 849, 855. 
Prisma, trigonales 849. 
Projection, an isometrische 442. 
Projection, gnomonische 484. 
Projection, isometrische 442. 
Projection, monodimetrische 4 42. 
Projection, stereographischo 4 4 6, 428. 
Pyramide, dihexagonale 285, 382. 
Pyramide, ditetragonale 844, 864. 
Pyramide, hexagonale 286, 297, 334. 
Pyramide, rhombische 369. 
Pyramide, tetragonale 348, 349, 862. 
Pyramide, trigonale 347. 
Pyramidentetraäder 257. 

Quarz 349, 397, 899, 402. 
Quercit 885. 

Rechtsweinsaures Antimon-Kalium 372, 

374. 
Rechtsweinsäure 385. 
Relation zw. d. Winkeln einf. Formen 209, 

229, 250, 256, 286, 296, 298, 302, 347, 

343, 348, 352, 355, 869, 872. 
Relation zw. d. Winkeln von 4 Flächen 78, 

4 59. 
Resorcin 874. 

Rhomboöder 303, 846, 323, 387. 
Rhomboiider e. Skalenot^ders 34 0. 
Rohrzucker 885. 
Rothkupfererz 244, 243. 
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Sachen-Register. 



Sanidin 884. 

Scheelit 349, 398. 

Schraufs Bezeichnung %31. 

Schwefel 370. 

Schwefelcadmium 325. 

Schwerspath 370. 

Sectionsiinienformel 141. 

Skalcnoöder 800, 336. 

Silber 241. 

Sinus e. Ecke 68, 82. 

Sphen 389. 

Sphenoid 852, 355, 356, 364, 371. 

Struvit 374, 398. 

Symbol c. einfachen Form 208. 

Symbol e. Fläche 17. 

Symbol e. Kante 19. 

Symmetrie, centrische 194. 

Symmetrie d. Krystallpolyöder 196. 

Symmetrie im Büschel 191. 

Symmetrieaxen 194. 

Symmetrieaxen e. Zwillings 398. 

Symmetrieaxen, einseitige 195, 220. 

Symmetrieaxen, polare 221. 

Symmetrieaxen, verschiedene Richtungen 

dors. 196, 201. 
Symmetrieaxen, zweiseitige 195. 
Symmetrieebenen 203. 

Temperatur, Einfluss ders. auf d. Winkel 8. 
Temperatur, Einfluss auf d. Indices 27. 
Tctartoüdrie 214, 261, 314, 822, 352, 353. 
Tetracetylchinastiureäther 378. 
Tetrac^der219, 221, 259. 
Tetra^derzwilling 401, 406. 
Tetrakisdodekaöder 281. 
Tetrakishexaöder 285. 
Theilungsverhttltniss in e. Büschel 76, 85. 
Topas 876, 878. 
Transformation d. Indices 48. 
Transformationsgleichungen e. Zwillings 

408. 
TrapezoMer, hexagonale 295. 
TrapezoMer, tetragonale 346. 
Trapezo^dcr, trigonalc 218, 814. 
Triakisoktatkier 234. 
Triakistetra^dcr 257. 
Turmalin 326. 



Ueberjodsaures Natrium 827. 

Yerbindungsebene, Indices ders. i4. 
Verkürzungsmaassstäbe in einer orthog. 

Parallelproj. 188, 144. 
Vesuvian 859, 361, 865. 
Viereck, sphärisches 67. 
Vollständiges n-Flach 14. 
Vollständiges n-Kant U. 

Weiss' Bezeichnung 280, 982, 417. 

Weissbleierz 379. 

Wheweirs Bezeichnung 417, 487. 

Winkel der Flächen e. Polyeders .%. 

Winkel der Kanten 8. 

Winkel e. Kante 7. 

Witherit 370. 

Würfelerz 259. 

Wurtzit 325. 

Zinkblende 259, 273. 

Zinnober 322. 

Zirkon 845, 846. 

Zone von Flächen 7. 

Zonen d. regulären Krystalle i70. 

Zonen d. Endkanten e. hexag. Pyramide S91 . 

Zonen e. monoklinen Kryslalls 884. 

Zonen e. rhombischen Krystalls 871. 

Zonen e. tetragonalen Krystalls 146. 

Zonenbüschel 7. 

Zonenfolge 7. 

Zonenkreis 112, 124. 

Zonenlinie 184. 

Zonenpunktformel 141. 

Zusammenhang d. Gesetzes d. Zonen mit 

d. Gesetze d. ral. Indices iO. 
Zusammenhang d. Gesetzes d. Zonen mit 

d. Gesetze d. rat. Doppelverb. 18. 
Zwiliingsaxe 402. 
Zwillingsebene 402. 
Zwillingsebene, aeqnivalente 406. 
Zwillingskry.stalle 896. 
Zwillingskrystalle, Berechnung ders. 4e7. 
Zwillingskrystalle, Constmction ders. 442. 
Zwillingskrystalle, Geseti ders. 198. 
Zwillingskrystalle, Symmetrie ders. 4t5. 
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